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Resumo

Esta tese procura estabelecer uma metodologia de trabalho em Logica Categorica, que permita
descrever logicas através do uso de categorias e algebras. E apresentada, entre outras logicas,
a familia das logicas relevantes, usadas atualmente para estudar aspectos de computacgao. Esta
familia é discutida usando os conceitos da Légica Categoérica. Para cada légica apresentamos os
sistemas sintdticos e discutimos as semanticas (algébricas e categéricas). Finalmente, generali-
zando os conceitos usados ao longo da modelagem das logicas tratadas, construimos defini¢oes
formais de modelos categoricos e algébricos. Estas defini¢oes servem como guia na realizacao
de novos intentos de formalizagao categdrica e algébrica de logicas.

Abstract

The main purpose of this thesis is to present a methodology of work in Categorical Logic that
allows us to write logics in terms of categories and algebras. We present, among other logics,
the family of relevant logics, which have been using to study computational aspects. This
family is showed from the point of view of Categorical Logic. For each logic we present the
syntactic systems and discuss their semantics (algebraic and categorical). Finally, we construct
formal definitions for categorical and algebraic models. These definitions represent a guide for
the construction of new categorical and algebraic models.
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Capitulo 1

Introducao

Nas ultimas décadas a Teoria da Computagao tem contribuido para que a Teoria da Prova da
l6gica matematica deixe de ser um estudo filosofico das fundamentacoes do raciocinio humano e
se torne um ramo da matematica aplicada. Muitos sistemas légicos que surgiram na década de
70 e que tém-se mostrado de grande relevancia para a computacao tedrica, foram pensados por
autores que estavam interessados em problemas construtivos e de fundamentagao matematica.
Por exemplo, Takeuti em seu livro sobre Teoria da Prova ([Tak75]) introduziu a formalizagao
das provas da matematica e a pesquisa na estrutura dessas provas, como um método para
estudar matematica. Ele ainda observa, nas primeiras paginas de seu livro, que enquanto a
Teoria de Conjuntos tem contribuido no desenvolvimento da matemética moderna, ainda falta
ver qual serda a influéncia que a Teoria da Prova terda na matematica. Nos dias de hoje a
Teoria da Prova tem mostrado sua influéncia na Teoria da Computacao e, por outro lado,
a Teoria da Computagao tem sido para a logica matematica uma fonte de enriquecimento e
estimulo. Esta interrelacao deve-se principalmente a que tanto a computacao quanto a Teoria
da Prova focalizam seu interesse na analise de processos simbodlicos. Neste sentido, esta tese
tenta fechar um triangulo, estudando eixos ausentes, entre algumas légicas estudadas na
literatura dos anos 60, a Teoria da Prova e a Teoria de Categorias, fornecendo subsidios para
trabalhos interessados em formalizar aspectos da computacao.

1.1 Loégica Categorica

A Teoria de Categorias é um ramo da Matemaética, relativamente recente (ja que data de meados
dos anos 40) que se dedica a estudar as estruturas fundamentais presentes em todos os ramos da
matematica. Ela é uma alternativa a Teoria de Conjuntos com uma énfase diferente: enquanto
a Teoria de Conjuntos baseia-se na nogao primitiva de pertinéncia, na teoria de Categorias a
nog¢ao primitiva é a de morfismo ou “funcao” entre objetos. A Teoria de Categorias prové cons-
trugoes mais abstratas, as quais evidenciam similaridades estruturais que poderiam ficar ocultas
quando estudadas com outras ferramentas formais, permitindo descobrir estruturas comuns a
ramos diferentes que pareceriam nao ter, a primeira vista, nenhuma relagao. Surge assim uma
teoria bastante elegante que também tem varias aplicacoes em ciéncia da computagao.

Uma das primeiras aplicagoes vem do trabalho conjunto de Dana Scott e de C. Strachey



em Oxford no final da década de 60 quando tentavam produzir modelos matematicos para
linguagens de programacao. Este trabalho, no qual a Teoria de Categorias serviu de ajuda para
estabelecer modelos corretos das linguagens, gerou novas linhas de pesquisa, conhecidas como
Semantica Denotacional ou Teoria de Dominios [HS80].

Outra aplicagao da Teoria de Categorias em ciéncia da computacao refere-se ao desen-
volvimento de uma teoria (instituicées) de Tipos Abstratos de Dados e especificagoes
formais de uma maneira geral. Nesta area sao muito importantes os trabalhos do chamado
grupo ADJ nos Estados Unidos. Uma ampla bibliografia existe a respeito, como por exemplo
[Eri82, FM92, UG90].

Uma area mais recente onde esta sendo aplicada a Teoria de Categorias é a modelagem
de sistemas concorrentes e interativos. Neste aspecto estao sendo desenvolvidas varias
tentativas no sentido de relacionar os modelos existentes, como Redes de Petri, Sistemas de
Transicao, Estruturas de Eventos, etc., onde a Teoria de Categorias é a ferramenta bésica
que permite explicitar as caracteristicas de cada género de sistema independentemente de um
particular formalismo. Cabe mencionar o recente trabalho de [BG90].

Antes de entrar na area de interesse, é importante deixar claro que esta lista de aplicacoes
nao esgota as possibilidades que a Teoria de Categorias da a computacao tedrica; por exemplo
o surgimento da chamada Categorial Grammar de J. Lambek na década de 60 deu um novo
rumo para os chamados linguistas computacionais, trabalho documentado em [Lam58, Lam61].

Outra das aplicagoes da Teoria de Categorias é a Logica Categorica, que relaciona categorias
com légicas. A analise categdrica de légicas tem a virtude de que resultados obtidos para uma
l6gica podem ser facilmente passados para outra logica similar e que a Teoria da Prova da logica
pode ser enriquecida com a informacao decorrente da andlise categdrica.

A idéia bésica da Légica Categdrica ¢é estender o isomorfismo ou correspondéncia Curry-
Howard [How80] ao nivel das categorias. A correspondéncia de Curry-Howard transforma
formulas logicas em tipos de um A-calculo tipado e demonstracoes na Deducao Natural da
l6gica em um termo do A-célculo. Isto é, o percurso de uma demonstracao da formula A a partir
de certas hipdteses A, ..., A, é codificado num termo de tipo A que tem variaveis livres dos
tipos Ay, ..., A,. Também demonstracoes que se reduzem na Deducao Natural correspondem a
termos que se reduzem no A-calculo, espelhando-se desta maneira os processos de normalizacao.

A Légica Categérica transforma féormulas légicas em objetos de uma categoria e demons-
tragoes em morfismos. Neste caso, o percurso (“trace”) de uma demonstragao esta codificado
num morfismo que vai do objeto que representa as hipéteses ao objeto que representa a formula
atingida. Da mesma maneira que no caso do isomorfismo Curry-Howard, queremos também
espelhar, através da linguagem categorica, o processo de normalizacao. Isto significa que deve-
mos garantir que demonstragoes que se reduzem devem corresponder ao mesmo morfismo na
categoria.

Desta forma, torna-se possivel movimentar-se entre estes trés formalismos, logica, A-célculo
e categorias, tirando vantagens e conhecimento de cada um deles, conhecimento este que poderia
ajudar, por exemplo, na construcao de provadores automaticos de teoremas. O exemplo mais
destacado desta correspondéncia é o existente entre a Logica Intuicionista, o AK-célculo e as



categorias cartesianas fechadas com coproduto, que é amplamente apresentado no livro de
Lambek e Scott ([LS86]).

A anélise categérica de légicas encontrava-se, até este momento, basicamente restrita ao
estudo de casos particulares como a analise feita para a Légica Intuicionista, a Légica Linear e
o Célculo de Lambek.

1.2 Objetivos da Tese

O objetivo principal desta tese é fornecer subsidios para uma metodologia de trabalho em Légica
Categorica, que permita descrever légicas através do uso de categorias e algebras. Procura-se
construir definicoes formais de modelos categéricos e algébricos que possam servir como guia
na realizacao de novas tentativas de formalizagao categérica e algébrica de logicas.

Na area de Teoria da Computacao da PUC-Rio, esta linha de pesquisa ainda nao foi estudada
intensamente. Esta tese originou-se de pesquisas e discussoes de trabalho realizadas em conjunto
com professores dos Departamentos de Informética e Filosofia da PUC-Rio e do Computer
Laboratory da Universidade de Cambridge, UK.

O propdsito mais geral do presente trabalho é cobrir os seguinte aspectos essenciais:

e estudar a familia das légicas relevantes e as logicas a ela relacionada.

e situar estas logicas num panorama adequado para seu tratamento sob perspectiva da
légica categorica.

e apresentar a teoria da prova de cada uma das logicas e comparar os diversos sistemas
l6gicos entre si.

e apresentar, através de uma metodologia construtiva, modelos algébricos e categdricos de
cada uma das logicas.

e generalizar os conceitos usados ao longo da modelagem das 1égicas, para obter defini¢oes
claras de modelos categdricos e algébricos,

e apontar futuros caminhos para pesquisa em Légica Categorica.

1.3 Logicas Relevantes

O foco principal desta tese centra-se no estudo da familia das légicas relevantes. A ideia é
situar estas légicas num panorama adequado para seu tratamento sob perspectiva da logica
categorica.

As logicas relevantes surgiram na década de 60 por questoes puramente filoséficas, mas neste
momento podem ser de interesse para a computacao conforme mostram trabalhos recentes na
drea de programagao funcional e de sistemas concorrentes ([BF92, Dam92, Dam88, DCGV92]).
Algumas das légicas relevantes estao fortemente relacionadas com as légicas modais. Por



esta razao este estudo abarca também algumas das légicas modais de Lewis, as que ja tém-
se mostrado de grande utilidade para computacao. Além disto, algumas outras logicas sub-
estruturais (por exemplo o Célculo de Lambek) sao também consideradas.

Com o surgimento da Légica Linear, as logicas relevantes passaram a ser muito mais in-
teressantes. A Légica Linear e a Logica Intuicionista possuem uma andlise categérica e uma
teoria da prova bem desenvolvidas. Por esta razao é importante comparar as logicas relevantes
com elas e mostrar como as légicas relevantes se encaixam dentro desse contexto.

A Légica Proposicional Intuicionista, como foi originalmente apresentada por Gentzen, u-
sando uma formulacao de Célculo de Sequentes, chamada de LJ, tem trés regras estruturais,
Contracao, Atenuagao e Permutacao (cf. Apéndice A):

MAAT = C L= cC A, B, = C
(€) , (A)—— (P) ,
AT = C AT = C B, AT = C

O efeito das regras acima pode ser obtido de diversas maneiras: por exemplo, Prawitz e
Schiitte usam no lugar dos axiomas de Gentzen A = A, os axiomas I'; A = A (onde I é um
conjunto de férmulas), o que torna redundante as regras acima. Ja a Ldgica Proposicional
Classica LK tem as mesmas trés regras tanto no lado direito como no lado esquerdo do simbolo
= (cf. Apéndice A).

Dentre as logicas relevantes tem destaque especial a Ldgica Linear de J. Y. Girard [Gir87].
Esta logica surgiu a meados dos anos 80 em semantica de coherencia, mas ¢ uma ferramenta para
entender melhor, no nivel tedrico, as nocoes de sequencialidade, paralelismo, efeitos colaterais e
alocagao de memoria [Gir89]. Nela, tiram-se as duas regras de Contragao e Atenuagao de uma
sO vez. Esta é uma situagao muito diferente daquela discutida acima: na Loégica Linear as duas
regras estruturais nao valem nem sao derivadas. Isto tem duas consequencias imediatas:

e a falta das regras de Contracao e Atenuacao provoca o desmembramento da conjuncao
l6gica em duas versoes, uma multiplicativa (®) e uma aditiva (&), as quais, na presenga
dessas duas regras estruturais, sao equivalentes.

e aimplicagao (—o) que se obtém como resultado da falta das regras estruturais mencionadas
acima, comporta-se como uma implicagao relevante. Como a regra de Atenuagao nao pode
ser usada e o Teorema de Eliminacao da regra do corte é valido, na derivacao livre de
corte de qualquer férmula da forma A —o B, usando como hipéteses féormulas em I', deve
ocorrer o sequente I') A = B e assim a hipétese A tem alguma classe de ligagao com B.

Recentemente tem aparecido uma quantidade razoavel de trabalhos estudando a hierarquia
de légicas que resulta ao excluir todas ou algumas das regras estruturais. As légicas resultantes
sao conhecidas na literatura como Ldgicas Sub-estruturais.

Em particular, as légicas sem a regra de Contracao sao chamadas Ldgicas de Ocorréncias,
ja que a auséncia desta regra significa que as ocorréncias de uma mesma férmula sao diferentes.
Nelas a complexidade de um sequente aumenta ao longo de uma prova.

As légicas sem a regra de Atenuacgao sao chamadas 16gicas nao-monotonicas, no sentido de
que se uma formula C' é obtida a partir de um contexto I' de hipdteses, entao nao se pode
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dizer que a mesma férmula C' seja derivavel de I', F'; sendo F' qualquer hipdtese adicional.
Isto também significa que no antecedente do sequente devem se colocar somente hipoteses que
sdo necessarias (relevantes) para a derivagdo de uma férmula. Estas 16gicas sdo chamadas
Relevantes.

O resultado de impedir o uso das regras de Contragao e Atenuagao nao é absolutamente
simétrico. Quando se impede o uso da regra de Atenuacao estd se proibindo também o uso de
um caso muito especial: o caso que permite a introducao de uma “nova” ocorréncia de uma
formula que ja era usada na derivacao de uma conclusao. Assim, a derivacao:

A= B

INNAJA=B

é claramente véalida em LJ mas nao é valida em Logica Linear. Além disto, esta derivacao é
valida em algumas das légicas da familia relevante. A introducdo de uma nova ocorréncia
de uma férmula usada numa derivacao é a operacao “inversa” da contracao de diferentes
ocorréncias de uma mesma férmula. Assim, estas duas regras encontram-se mais intimamente
ligadas do que poderia parecer a primeira vista.

Nesta tese tentaremos entender, apresentar e formalizar, categérica e algebricamente, a
“selva das 16gicas relevantes” ([ABT75]), sem as preocupagoes filoséficas em que os chamados
relevantistas tem caido durante anos. Isto é, apresenta-se a relagao entre a familia das 1égicas
relevantes o A-calculo e a Teoria de Categorias.

1.4 Organizacao da Tese

A tese esta dividida em mais seis capitulos cujos conteidos sao apresentados a seguir.

No capitulo 2 sao apresentadas as idéais basicas e conceitos gerais sobre Teoria da Prova e
modelagem algébrica e categorica. Este capitulo é importante para assentar notagao e conceitos
que serao usados ao longo de toda a tese.

Os primeiros objetivos sao tratados em trés capitulos da tese: os capitulos 3, 4 e 5. Ao
longo destes capitulos foi realizada uma analise exaustiva, num processo passo a passo, de
varias légicas.

Nos capitulos 3 e 4 centramos nossa atencao nas regras estruturais validas na légica e no
capitulo 5 tratamos de modalidades. A idéia desenvolvida nesta etapa é partir da Logica
Linear Intuicionista, da qual conhecemos tanto a Teoria da Prova como modelos algébricos e
categoricos, e estender este tipo de analise para légicas que se encontram proximas a ela, i.e.
analisar certas logicas que resultam ser extensoes ou restrigoes diretas da Logica Linear.

O capitulo 3 destaca a Loégica Linear e a légica relevante R. No capitulo 4 apresentam-
se légicas nao comutativas e nao associativas, onde se apresenta uma versao original nao-
associativa da Logica Linear Intuicionista. E, finalmente, o capitulo 5 trata de l6gicas modais
e sua relacao com logicas relevantes, apresentando-se uma versao modal original da logica
relevante R.



A estrutura de cada um destes capitulos é a seguinte:

e cada uma das logicas envolvidas é apresentada formalmente através de um sistema axio-
matico do género Hilbert, um calculo de Sequentes e Deducao Natural;

e usando um isomorfismo Curry-Howard, obtemos um Célculo de Termos correspondente
a essa logica;

e finalmente, mostramos modelos algébricos e, como uma generalizacao destes, propomos
modelos categoricos.

Para a maioria das légicas tratadas esse tipo de andlise nao se encontrava feita ou nao
existia na sua totalidade. Para obter o tratamento completo de todas as légicas consideradas
serao apresentados alguns sistemas sintaticos originais de elaboracao prépria, além de modelos
categoricos.

Generalizando os conceitos usados ao longo da modelagem das légicas tratadas nos capitulos
anteriores, no capitulo 6 sao propostas definicoes formais de modelos categéricos e algébricos.
Estas definicoes sao suficientemente gerais para cobrir os casos particulares apresentados e
resultam adequadas para verificar a completude dos modelos categéricos tratados nos capitulos
3aod.

No capitulo 7 sao tecidas consideragoes finais do trabalho de tese apresentado e sao propostas
algumas idéias que podem servir como tema de trabalhos futuros.

Serao usados certos conceitos bésicos seguindo de perto, sempre que conveniente, a termi-
nologia e notagao de [Pra65, Tak75] para Teoria da Prova, [Bar85] para A-cdlculos e [ML71]
para Teoria das Categorias, os quais podem ser consultados para maiores esclarecimentos.



Capitulo 2

Teoria da Prova e Modelagem
Categorica e Algébrica

Em trabalhos recentes sobre Légica Categérica (por exemplo em [BMdP92, BBAPH92]) é co-
mum apresentar um determinado sistema logico através de varios formalismos: uma formulacao
em Calculo de Sequentes, uma formulacao em Deducao Natural e uma apresentagao axiomética
do género Hilbert. Um sistema de Termos ou A-calculo pode ser obtido a partir da formulacao
em Calculo de Sequentes ou de Deducao Natural usando a conhecida correspondéncia ou iso-
morfismo Curry-Howard. Em Ldégica Categérica é de fundamental interesse estabelecer um
modelo categérico para a Teoria da Prova de sistemas logicos. Também um modelo algébrico
pode ser obtido particularizando o modelo categérico a conjuntos parcialmente ordenados.

Cada um dos formalismos sintaticos e também as semanticas consideradas, com suas ca-
racteristicas proprias, proporcionam grande informacao sobre o poder da logica em questao.
Esta informacao é importante se estamos interessados em formalizar processos da computacao
usando logica. Um exemplo disto é dado pelo Célculo de Termos, que relaciona a légica com
programacao funcional.

Nesta tese serao tratadas varias logicas proposicionais, e tomamos como norma geral que
elas devem ser apresentadas através de todos os formalismos sintdticos acima, e que devem ser
estabelecidas semanticas algébricas e categoricas para elas. Este capitulo serve como uma in-
troducao, o leitor familiarizado com estes conceitos pode considerar desnecessario 1é-lo e preferir
continuar com o capitulo seguinte. Por outro lado, este capitulo nao tenta ser autocontido, mas
estabelece notacao e idéias importantes para o futuro desenvolvimento da tese.



2.1 Sistemas Sintaticos

Sistema Axiomatico

Um sistema axiomatico para uma légica consiste de um conjunto de (esquemas de) axiomas,
que definem o comportamento dos conectivos e de regras de inferéncia da forma

Ay, .. A,

A

(onde Ay, ..., A,, A sdo féormulas). Estas regras permitem manipular os axiomas e, assim,
construir derivagoes.

Num sistema axiomatico, uma derivacdo ou deducao de uma férmula A a partir de hipéteses
I' (I" denota varias férmulas), é uma sequéncia (ou uma arvore) finita ordenada de férmulas,
cada uma das quais é um membro de I' ou é uma instancia de um dos esquemas de axiomas ou
¢é derivada das formulas precedentes através das regras de inferéncia e A é a ultima férmula da
sequencia. I' 4, A significa que existe uma derivacao de A a partir de I" no sistema axiomético
Ax. F 4, A significa que A é demonstravel no sistema Az.

A estrutura interna das hipéteses I' depende da logica tratada (i.e, se I' representa um
conjunto, uma sequéncia, um multiset, etc. de férmulas A;,..., A,). Se a légica possue um
conectivo implicacional, a estrutura das hipéteses colabora para garantir o Teorema da Deducgao:
Ay, ..,A,, AF Bentao Ay,..., A, - A — B, onde — é o conectivo da implicagao da logica
em questao.

Deducao Natural

Dada uma linguagem proposicional L (com varidveis proposicionais e constantes lgicas), um sis-
tema de Dedugao Natural é uma formalizagao que estabelece o comportamento dos conectivos
da logica em questao através de regras de inferéncia que introduzem cada um dos conectivos e
também como, a partir deles, obter conclusoes.

As regras de inferéncia apresentam a conclusao como dependendo de certas hipéteses. Em
alguns casos a conclusao depende das hipoteses das quais dependem as premisas; mas, algu-
mas regras descarregam algumas hipoteses, isto é, a conclusao nao depende mais da hipdtese
descarregada. Aquelas formulas nao descarregadas ao término da derivacao sao as hipoteses
das quais depende a conclusao final.

E muito importante, num sistema de Deducao Natural, que ao longo da derivacao seja
mantida informacao sobre de que hipdteses cada férmula depende. Ha varias maneiras de fazer
isto. Uma forma bastante familiar é pensar numa derivagao como uma sequéncia finita ordenada
de formulas, cada uma das quais é introduzida como hipdtese ou segue-se pela aplicacao de uma
regra a formulas que a precedem; além disto as hipdteses sao numeradas, e cada férmula tem a
seu lado os nimeros das hipéteses de que ela depende.

Alternativamente, as hipéteses das quais uma férmula depende podem ser indicadas dire-
tamente. Uma derivacao é, entao, uma sequéncia de sequentes e nao mas de férmulas. Um



sequente é um par ordenado < I';) A > onde A é uma férmula e I' sdo as hipdteses (consi-
deradas como arvores, multisets, conjuntos ou sequéncias de férmulas, dependendo da logica
em questao, em geral em quantidade finita) das quais A depende. Um sequente < I'; A > é
usualmente representado por I' = A. I' é chamado de antecedente e A o sucedente do sequente.
Outras maneiras de representar uma derivacao sao encontradas na literatura, mas estas duas
sao das mais usadas hoje em dia.

Uma regra de inferéncia é uma expressao da forma:

Sy...5,

S

onde S1,...,S5, e S sao sequentes. Neste cdlculo chamamos de sequentes superiores a lista de
sequentes da parte de cima das regras de inferéncia (esta lista pode ser vazia) e de sequente
inferior ao sequente de baixo da regra. As férmulas de contexto sao aquelas férmulas que nao
mudam pela aplicacao da regra.

As regras de inferéncia de um sistema de Deducao Natural, sao divididas em: sequentes
bdsicos, regras estruturais e regras logicas. Os sequentes basicos ou axiomas sao necessarios
quando uma derivacao é representada através de sequentes, neste caso nao hé sequentes superi-
ores. As regras estruturais sao as que estabelecem a estrutura dos antecedentes dos sequentes,
elas estabelecem se os antecedentes devem ser considerados como sequéncias, conjuntos, mul-
tisets ou arvores de férmulas. As regras logicas, estao divididas em regras de introducdo e
eliminacgao e estabelecem o comportamento de cada conectivo da linguagem da logica.

Numa regra de eliminacao, uma premisa principal ¢ uma férmula que aparece nos sequentes
superiores, e que contém a constante logica a ser eliminada. Um sequente principal é um
que contenha a premisa principal; os outros sequentes superiores, se houver, sao chamados de
sequentes secunddrios.

Uma deducao ou derivagao é uma arvore de sequentes onde cada sequente é um sequente
bésico, ou segue dos imediatamente anteriores por aplicacao de uma das regras. Uma demons-
tragcao do sequente I' = A é uma deducao que termina com o sequente I' = A, chamado de
conclusao da demonstracao. Diz-se que A é derivavel a partir de I' no sistema de Deducao
Natural DN, representado por Fpy I' = A, se existe uma demonstragao do sequente I' = A no
sistema de Deducao Natural. A é demonstréavel no sistema DN, Fpy = A (ou bpy A) quando
ha uma demonstracao de A que nao depende de hipdteses.

Uma caracteristica importante que pode possuir um sistema de Deducao Natural é a ca-
pacidade para “colar” demonstracoes. Este fato é conhecido como Lema da Substituicao ou do
corte, e enunciado por: FI'=AeF A/ A ¥ = Bentao A, I',¥ = B.

Calculo de Sequentes

Um Calculo de Sequentes é um conjunto de regras que manipulam sequentes, definidos
como sendo pares < I';A > onde o antecedente I' representa as hipéteses e A as férmulas
obtidas a partir dessas hipdteses. I' pode ser vazio, representando que A nao depende de
hipotese nenhuma e, se sequentes sao representados por I' = A, entao I' = significa que I



¢é inconsistente. Neste calculo, légicas do género intuicionista podem ser apresentadas com
sequentes com uma unica féormula no sucedente [Tak75, Tro90].

Um Célculo de Sequentes, também, estd definido por sequentes basicos, regras estruturais e
regras logicas. As regras légicas, que definem os conectivos, sao regras de introdugao, divididas
em regras de introdugao a direita e a esquerda do simbolo =. Num Caélculo de Sequentes é
desejavel que as regras de introducao a direita e a esquerda sejam simétricas.

Uma deducao ou derivagao é uma arvore de sequentes onde cada sequente é um sequente
bésico, ou segue dos imediatos anteriores pela aplicacao de uma das regras. Uma demonstragao
do sequente I' = A e uma dedugao que termina com o sequente I' = A, chamado de conclusao
da demonstracao. Diz-se que A é derivavel a partir de I' no sistema de Célculo de Sequentes
CS, representado por Fog I' = A, se existe uma demonstragao do sequente I' = A no sistema
de Calculo de Sequentes. A é demonstravel no sistema CS, Fcg = A, quando ha uma
demonstracao de A que nao depende de hipdteses.

Dentre as regras estruturais do Célculo de Sequentes, a regra do corte:

F= AA AAY= A

AT, T = A, A

¢é de particular importancia. Esta regra garante que o uso de “lemas” no decurso de uma
demonstracao é correto (em Dedugao Natural isto estd garantido pela Lema da Substitui¢ao
e pelo processo de normalizagao). Com ela também é possivel demonstrar que as regras de
eliminacao num sistema de Deducao Natural sao regras derivadas no correspondente sistema
de Sequentes. Mas, ela tem um caréater diferente das outras regras do Calculo de Sequentes. Em
geral, as outras regras tém a caracteristica de que todas as férmulas dos sequentes superiores
sao subféormulas das férmulas que aparecem no sequente inferior. Por isto, num Caélculo de
Sequentes que possua esta regra, ¢ importante demonstrar que tudo o que é demonstrado no
sistema que a contém, pode também ser demonstrado sem ela. Este teorema, chamado de Eli-
minacao da regra do corte, enunciado por Gentzen e chamado Hauptsatz, na verdade estabelece
que a regra do corte é uma regra derivada no célculo mostrando que toda aplicacao da regra do
corte no decurso de uma demonstragao pode ser eliminada. O teorema da Eliminacao da regra
do corte tem importantes corolarios, pois pode-se demonstrar que o calculo sem corte satisfaz a
Propriedade da Subférmula: em qualquer demonstracao de um sequente I' = A, cada férmula
que ocorre em qualquer sequente que aparece ao longo da demonstracao é uma subférmula das
formulas que aparecem em I'; A. Estes resultados tém importantes consequéncias, por exemplo,
em certos casos, pode-se demonstrar a consisténcia e a decidibilidade da légica em questao, e
também pode ajudar na obtencao de extensoes conservativas.

Para cada uma das logicas tratadas nesta tese, consideraremos dada uma linguagem proposi-
cional (isto é, varidveis proposicionais e constantes légicas proposicionais) sobre a qual definire-
mos os diferentes sistemas.

Os trés formalismos sao equivalentes, i.e. apresentam a mesma légica, quando pode se
estabelecer entre eles a seguinte relacao: I'F4, Asse Fpy I'= A sse Fes ' = A.
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2.1.1 Normalizacao vs. Eliminacao do corte

O Calculo de Sequentes foi apresentado por Gentzen, para o caso da Légica Cléssica, como sendo
uma ferramenta da teoria da prova mais poderosa que a Deducao Natural, devido a propriedade
da eliminacao da regra do corte!. Trabalhos j& mais recentes, de Prawitz entre outros, tém
estabelecido que resultados similares podem ser obtidos em sistemas de Deduc¢ao Natural. Como
no caso da Eliminagao do corte, a idéia fundamental é evitar passos desnecessarios (ou desvios)
ao longo de uma demonstragao. Tais desvios aparecem quando a conclusao de uma regra de
introducao é aplicada uma regra de eliminacao do mesmo conectivo que foi introduzido no passo
anterior. Uma ocorréncia de um sequente desta classe é chamada mazimal.

Facilmente, pode ser visto que a introducao de um sequente méaximo foi desnecesséria. Isto
permite especificar certos passos de reducao que eliminam tais sequentes maximais, chamados
de reducoes proprias. Cada passo de reducao é apresentado por casos, de acordo a constante
logica envolvida. Por exemplo, uma reducao prépria no sistema de Dedugao Natural para a
Légica Intuicionista é dada pela seguinte derivagao:

r=A I'=0B

I'=AAB
I'= A

que se reduz a: I = A.

Em certos casos, existem, também, as chamadas reducoes permutativas que sao possiveis
quando a conclusao de uma regra de eliminagao que contém sequentes principais e secundarios,
¢é aplicada uma outra regra de eliminacao. Neste caso, nao se pode usar uma reducgao propria
mas uma reducao permutativa que comuta a ordem da aplicacao das regras de eliminacao e
permite continuar com o processo de normalizagao nos sequentes secundarios. Por exemplo, no

L. “Nevertheless it cannot be said that the ‘most natural’ logical calculus, simply because it corresponds most
closely to real reasoning, is also the most suitable calculus for proof-theoretical investigations.” ... “The special
position of the negation, in particular, which constituted a troublesome exception in the natural calculus, has
been completely removed in a seemingly magical way. The manner in which this observation is expressed is
undoubtedly justified since I myself was completely surprised by this property of the LK-calculus when first
formulating that calculus” [Sza69, cap.§].

11



sistema de Dedugao Natural para a Légica Intuicionista, a seguinte derivacao:

: A=C ®=D :
= AVDB B=CAD
A d=CAD

ée=CAD

re=~<=C

reduz-se a:

A=C ®=D

A ®=CAD B=CAD

= AVDB
Ad=C B=C

re=~<=~C

Diz-se que uma demonstracao em Deducao Natural estd em forma normal (em relagao a
um dado conjunto de redugoes) se nenhuma redugao desse conjunto pode ser aplicada a essa
demonstracao. De posse destas redugoes, que preservam a conclusao das demonstracoes, ¢é
possivel obter o Teorema da Forma Normal que afirma que cada sequente demonstravel pode
ser derivado por meio de uma demonstracao em forma normal. O Teorema da Normalizacao,
afirma que cada demonstracao pode ser transformada em uma demonstragao normal por meio
de uma sequéncia apropriada de passos de reducao. O Teorema da Normalizacao Forte afirma
que cada sequéncia de passos de reducao, comecando com uma demonstracao dada termina
numa demonstracao em forma normal. A propriedade de Church-Rosser estabelece que formas
normais sao unicas. O Teorema da Normalizagao, tem importantes consequéncias, por exemplo,
em certos casos, pode-se demonstrar o Teorema da Interpolagao, o Teorema de Definibilidade
e/ou a consisténcia da logica em questao ([Tak75, Dum75]).

As demonstragoes em forma normal tém a propriedade que todas as regras de eliminagao
sao aplicadas na primeira parte da derivacao e as regras de introducao sao todas aplicadas
numa segunda etapa, sendo que estas duas partes estao separadas por uma férmula, chamada
férmula minima [Pra65, pag.41].

Outras reducgoes que aparecem em sistemas de Deducao Natural sao as chamadas reducoes
“pruning”, que surgem quando sao permitidas aplicagoes “degeneradas” das regras de elimina-
¢ao. Por exemplo, a seguinte derivacgao:

I'=A®B Y=C ABA=C

LY, AN =C

reduz-se a derivacao que nao depende de B como hipdtese: ¥ = C
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E a derivacao:
'=AeB YX=C A=C

LY, A=C

reduz-se a qualquer uma das duas derivagoes de C.

Estas redugoes nao deterministicas tém importantes aplicagoes em computacao, principal-
mente na area de otimizagao de programas. Porém, um sistema com esta classe de redugoes
nao tem a propriedade de Church-Rosser, [Goa80].

Em Célculo de Sequentes o andlogo ao processo de normalizagao, é a eliminacao da regra
do corte. A idéia basica é que uma demonstracao que usa a regra do corte nao vai direto a
seu objetivo. Em algum lugar foi introduzida uma férmula que depois é eliminada pela regra
do corte. Neste processo podem-se verificar diferentes tipos de corte. Um corte principal (ou
essencial) ocorre quando a férmula que o corte elimina foi introduzida (& esquerda e a direita)
nos dois sequentes superiores na regra do corte. Neste caso a reducao substitui um corte por
outros cortes onde a féormula a ser cortada é mais simples. Por exemplo, no sistema de Sequentes
para a Logica Intuicionista, a seguinte derivacao:

A= 1B A=A B=C

'=A—B A— B, A=C

A=<C

transforma-se em qualquer uma das seguintes derivagoes:

I'NA=B B=C A=A AT =B
A=A B=C
A== AT'=B
IA=C AT =C

Os cortes principais essencialmente correspondem ao conjunto de redugoes préprias no pro-
cesso de normalizacao.

Outras eliminagoes do corte, chamados de cortes permutativos, sao as redugoes onde uma
aplicacao da regra do corte é substituida por outro corte da mesma férmula mas numa derivacao
de menor comprimento. Por exemplo, no sistema de Sequentes para a Légica Intuicionista, a
seguinte derivacao:

A= B A= B B=D
_— B=1D
ANC = B A= D
transforma-se em
ANC =D ANC =D

As reducoes permutativas de Deducao Natural correspondem a casos particulares de per-
mutacao do corte. Um caso particular dos cortes permutativos sao os chamados cortes triviais
ou insignificantes que ocorrem quando uma das premissas da regra do corte é um sequente
inicial identidade, neste caso o corte desaparece.
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Em Célculo de Sequentes chamamos uma deducao de normal quando nao ha mais cortes a
eliminar pelo processo de eliminacao da regra do corte.

Em [ZucT74] é feito uma andlise minuciosa, comparando os sistemas de Deducao Natural e
de Célculo de Sequentes com seus conjuntos de reducoes para o caso da Légica Intuicionista e
a Cléssica. Nesse trabalho define-se uma funcao ¢, sobrejetora mas nao injetora do conjunto
de todas as derivagoes no Calculo de Sequentes para a Logica Intuicionista no conjunto das
derivagoes em Deducao Natural. Entao, obtém-se os seguintes teoremas: se D é uma derivacao
(em Caélculo de Sequentes) livre da regra do corte entdao ¢(D) é uma derivagao normal (no
sistema de Dedugao Natural). Por outro lado a inversa é mais fraca, se ¢(D) é normal entao
existe uma derivacao Dy, tal que D transforma-se por cortes permutativos a Dy e Dy é livre da
regra do corte, [Zuc74, pag.67]. Em [Pot, Per82] faz-se uma analise um pouco mais geral para
a Logica Intuicionista.

Uma andlise similar a de [Zuc74] é feita para o fragmento (®, —o,!) da Légica Linear Intui-
cionista em [BBAPH92].

2.2 Deducao Natural e A-Calculo

Um outro formalismo interessante do ponto de vista computacional é o A-calculo tipado.

Neste caso precisa-se definir uma classe de tipos, que é definida usando certos tipos basicos e
operacoes que manipulam os tipos e uma classe de termos, livcemente gerada usando variaveis
e operacgoes que formam termos. Cada um dos termos é de exatamente um tipo. Para cada
tipo ha uma quantidade enumeravel de variaveis. Além disto, ha um conjunto de equagoes
entre termos; a menor relacao de congruéncia, chamada de convertibilidade, que satisfaz estas
equacoes estabelece quando dois termos denotam o mesmo elemento no conjunto dos termos,
mesmo sem serem sintaticamente iguais.

As definigbes de variavel ligada, livre, termo fechado, e de substituigao (representado por
MIL/x]) ou M|z := LJ]) sdo as usuais (vide [Bar85]).

A vantagem do A-calculo sobre a Dedugao Natural e o Calculo de Sequentes é que a de-
monstracao de um sequente Aq,..., A, = A estd “codificada” num termo t de tipo A que
tem variaveis livres q,...,x, de tipo Ai,..., A, respectivamente; na verdade, o termo ¢ diz
quais foram os passos feitos ao longo da dedugao até esse momento (o chamado “trace”).

As equacgoes de convertibilidade devem ser lidas num sentido s6: aquele que vai de um
termo para outro que em algum sentido determinado tem complexidade menor. Estas equagoes
direcionadas chamadas reducdes de conversdo produzem um sistema de reescrita que define a
semantica operacional do calculo.

A relagao de redugdo R é a menor relacao de congruéncia entre termos tipados tal que
satisfaz as redugoes de conversao dadas.

As redugoes de conversao sao classificadas na literatura como [-reducgoes, &-regras, a-
redugoes, n-redugoes, e redugoes permutativas. As G-redugoes ou redugoes operacionais definem
o comportamento dos operadores, por exemplo, as redugoes: m(t X s) — tem(t X s) — s
dizem que x é um operador que forma pares com projecoes m e my, i.e. que o diagrama
obtido, através deste operador, comuta com as projegoes (em [Pra7l, Man75] estas redugoes,
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no contexto da Deducdo Natural, sdo chamadas de &-redugoes). As redugoes n estabelecem a
unicidade da construgao, por exemplo, a regra: (m(t) X ma(t)) < t diz que a operacao de formar
pares é unica, e assim é um produto com projegoes m; e o (em [Pra71, Man75] estas redugoes,
no contexto da Deducao Natural, sdo chamadas de &-expansao). As redugbes a permitem
renomear as variaveis ligadas num termo usando varidveis novas. As regras £ estabelecem a
compatibilidade da relacao com os operadores. As reducgoes permutativas tém sua motivacao
na Deducao Natural e no isomorfismo Curry-Howard, mas também tém um papel escencial nas
provas de normalizacao conhecidas.

As redugoes de expansao em Deducao Natural permitem, em certos casos, demonstrar que
cada derivacao normal pode ser transformada em uma derivagao normal expandida, isto significa
que toda férmula minima numa derivagao normal é atomica. Em um sistema de Célculo de
Sequentes, esta condicao significa que cada derivacao pode comecar com sequentes inicias de
formulas atomicas.

Um termo M é chamado de R-redex (ou redex quando R estd entendida) se (M,N) € R,
para algim termo N e R é uma relagao de redugao. Neste caso N é chamado de R-contractum
(ou contractum quando R estd entendida). Um termo M é chamado um termo R normal se
M nao contém (como subtermo) qualquer R-redex. O processo de passar de um R-redex a um
R-contractum é chamado de R-contracao de termos.

Um caminho de R-redugoes é uma sequéncia (finita ou infinita) de R-contragoes de termos.
Se um caminho de R-reducgoes comega com um termo M, e termina num termo M, entao M,
estd em R-forma normal e é chamado da forma normal de M,. Diz-se que uma relagao R é
fortemente normalizavel se todos os caminhos de R-redugoes que comecam em qualquer termo
M sao finitos.

Diz-se que uma nogao de redu¢ao R é Church-Rosser (ou que R satisfaz a propriedade do
diamante) se: para todo termo M, My, M tal que (M, M;) € R e (M, M) € R entao existe
um termo Ms tal que (M;, Ms) € R e (My, M3) € R. Um corolario desta propriedade é que um
termo pode ter no maximo uma forma normal.

Outras propriedades desejadas da relacao R sao: a propriedade da substituicdo, isto é, se
(M,N) € Rentao (M[L/z], N|L/z]) € R, para qualquer M, N, L e variavel x. E a propriedade
da redugao, ie., se FT'= M : Ae (M,N) € Rentao T = N : A.

Uma apresentagao mais recente para um A-calculo é o chamado Calculo de Termos (“Term
Assignment”, [Wad91, Abr90, BBAPH92|). Esta apresentacao usa sequentes da forma z; :
Ay, x, 0 Ay =t A, onde as variaveis livres do termo ¢ de tipo A estao entre as variaveis x;
do tipo A; (i = 1,...,n) que aparecem no antecedente. Este cdlculo apresenta ao mesmo tempo
o conjunto de tipos, os termos que pertencem a cada tipo e quais as variaveis que cada termo
liga. O Célculo de Termos tem regras de inferéncia classificadas em axiomas, estruturais (que
permitem controle sobre as varidveis nos antecedentes dos sequentes) e logicas (que tratam da
formacao de termos). As nogoes de dedugao, demonstragao e demonstrabilidade sdo definidas
como nos casos da Deducao Natural e Calculo de Sequentes.

Ao longo da tese apresentaremos cada A-calculo, na sua forma de Célculo de Termos e o
conjunto das redugoes de conversao (as redugoes (3,m,£ e as permutativas) que a relagdo de
redugao deve satisfazer em cada caso. Como veremos na proxima secao estas regras estao
relacionadas com as redugoes do processo de normalizacao de Deducao Natural, e assim com o
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processo de Eliminacao da regra do corte em Célculo de Sequentes.

2.2.1 O isomorfismo Curry-Howard

O isomorfismo Curry-Howard ([How80]) essencialmente transforma cada etapa de uma dedu-
¢ao em Deducao Natural em um termo, que é a codificacao da construcao da deducao até
esse momento. Isto significa que uma logica pode ser vista como um sistema de tipos para um
sistema de Calculo de Termos. A correspondéncia também relaciona o processo de normalizacao
com o de contracao de termos. O caso da Ldgica Intuicionista é tratado em detalhe em [Gir89]
e o do fragmento (®, —o,!) da Légica Linear Intuicionista em [BBAPH92].

Esse isomorfismo faz corresponder féormulas logicas com tipos de um A-calculo tipado e
demonstragoes da Dedugao Natural (ou do Célculo de Sequentes) com termos; mas precisa-
mente, cada demonstracao da formula A que depende de hipdteses Aq,... A, se transforma
num termo ¢ de tipo A que tem variaveis livres x1, ...z, de tipo Ay,... A, respectivamente.

A bijecao também relaciona a estrutura existente em cada um dos casos. As redugoes (3 e
as permutativas no A-calculo correspondem exatamente as reducoes proprias e as permutativas
da Deducao Natural. A nocao de normalidade, e o teorema da forma normal introduzidos
nos dois formalismos também se correspondem. Pode-se demonstrar entao que um sequente
1 A, x, 0 A, = t: A é demonstravel no Calculo de Termos sse Aq,..., A, = A é
demonstravel no sistema de Dedugao Natural gerado pelo isomorfismo Curry-Howard. Além
disto ¢ é um termo normal sse a demonstracao em Deducao Natural é normal.

2.3 Modelos Algébricos e Categoricos

Nesta secao trataremos de modelos matematicos para os formalismos que foram apresentados
nas secoes anteriores. Mais precisamente, apresentaremos dois géneros de modelos baseados em
conceitos bem diferentes da matematica.

O objetivo desta segao é explicar o que significa um modelo categorico e um modelo algébrico
para os formalismos de derivacao de uma logica e examinar a capacidade que cada um deles
tem para explicar processos computacionais. Estas idéias serao usadas nos préoximos capitulos
para apresentar modelos, categdricos e algébricos, de logicas especificas. No iltimo capitulo
serao feitas definicoes formais abstratas destes géneros de modelos.

Serao usados conceitos basicos de Algebra e de Teoria de Categorias. O leitor pode achar
necessario consultar alguma bibliografia, como por exemplo [ML71] no que se refere as catego-
rias.

Modelos Algébricos

O estudo de modelos algébricos nesta tese tem duas motivacoes. Uma delas é que modelos
algébricos sao interessantes quando se esta trabalhando com processos de computacao algébricos
(ou computagoes simboélicas), e a outra é porque modelos algébricos podem ser facilmente
obtidos como uma particularizagao de modelos categoricos, que sao o objetivo central desta
tese.
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A idéia bésica da modelagem algébrica para uma légica é apresentar uma algebra que
simule o efeito dos conectivos da légica junto com uma relagao binaria que espelhe a relagao de
dedutibilidade.

A cada férmula da linguagem deve-se associar um elemento de um conjunto M. Da-se
uma interpretacao Z em M para as varidveis proposicionais e da-se uma operacao n-aria em
M para cada conectivo n-ario da linguagem proposicional. Z estende-se indutivamente as
outras férmulas. Além disto, é preciso uma relagao bindria < entre elementos do conjunto
M que preserve a relacao de dedutibilidade, isto é, toda vez que da férmula A obtém-se uma
férmula B também deve-se ter Z(A) < Z(B) em M, e vice-versa. Isto garante os resultados de
completude e validade (ou “Soundness”).

Os modelos algébricos para uma légica dada constituem uma classe de algebras como a
algebra de Lindenbaum da ldgica (isto é, o conjunto das classes de equivaléncia das férmulas
interdedutiveis, junto com as operagoes induzidas pelos conectivos nas classes de equivalencias).

O exemplo mais destacado deste estilo de modelos sao as dlgebras Booleanas para a Logica
Classica. Por exemplo, neste caso, precisa-se de um conjunto M junto com duas operagoes
bindrias x,+ : M x M — M para tratar dos conectivos A e V. X, 4+ definem um reticulado
distributivo em M, entao a relagao < é a relagao de ordem parcial definida no reticulado. Além
disto, precisa-se de uma operacao bindria, o pseudo-complemento, para tratar do conectivo da
implicacao e de uma operagao unaria de complemento para tratar da negacao.

Trabalhando com modelos algébricos é habitual que a diferenca notacional entre elementos
do conjunto e formulas seja de letras maiisculas e minusculas; assim, para a interpretagao da
féormula A no conjunto M, usaremos sem distingao tanto Z(A) como o elemento a de M.

Modelos Categéricos

Algumas nogoes basicas referentes a conceitos da Teoria de Categorias podem ser encontradas
no Apeéndice F.

A idéia fundamental do tratamento categérico da Teoria da Prova de uma légica é que
férmulas devem ser interpretadas como objetos de uma categoria (ou de uma multicategoria,
ou policategoria, [Lam68, Lam89]), conectivos n-arios como endo-funtores n-arios, e demon-
stragoes devem ser interpretadas como morfismos dessa categoria. Operagoes que transfor-
mam demonstracoes em demonstracoes correspondem a transformacoes naturais, no sentido
categorico, entre hom-funtores apropriados. Os morfismos que modelam as demonstragoes sao
entao construidos usando estas operagoes categoricas, e assim o problema de prover um modelo
categorico é essencialmente o problema de prover as operacoes naturais.

Como é habitual em Loégica Categorica, nao faremos diferenca notacional entre objetos da
categoria e formulas, assim, para a interpretagao da féormula A, usaremos sem distingao tanto
Z(A) como o objeto A da categoria.

Uma demonstracao de um sequente da forma Ai,..., A,, = A, deveria ser interpretada
através de um morfismo m-ario f : Ay,..., A,, — A, isto é deveriamos trabalhar com mul-
ticategorias ([Lam68, Lam89]). Mas, se entre as constantes 16gicas do sistema logico exis-
tir um conectivo, que simule (ou internalize na légica) o comportamento da virgula que se-
para os antecedentes dos sequentes é possivel interpretar tal sequente como um morfismo
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g: A ®...® A, — A numa categoria, onde ® é o bi-endofuntor que representa o conec-
tivo que simula o efeito da virgula. Isto é, neste caso pode-se considerar que a estrutura de
multicategoria esta representada através da interpretagao de um conectivo, e pode-se trabalhar
diretamente com categorias. A identidade do conectivo ® servira para interpretar antecedentes
vazios de sequentes.

Num sistema dedutivo a demonstracao de um sequente é gerada realizando um processo de
“pattern-matching” com as regras do célculo. Isto é, aplicar uma regra ao longo de uma demons-
tracao é instanciar os sequentes superiores da regra ao caso em questao e obter uma instancia do
sequente inferior. Na verdade uma regra de um sistema dedutivo estabelece como transformar
os sequentes superiores no sequente inferior independente de quais sejam as formulas envolvidas
em cada caso. Para aplicar uma regra ¢é suficiente satisfazer as condig¢oes dessa regra.

No modelo categérico este processo de “pattern-matching” é refletido exigindo que cada
regra do calculo tenha associado a ela uma transformagcao natural, isto garante que os morfismos
associados a cada demonstragao sejam construidos segundo cada passo da derivacao de uma
maneira uniforme, independente de argumentos particulares.

Em outras palavras, na modelagem categorica codificam-se os passos de uma dedugao
através de morfismos da categoria. Um modelo categérico associa a cada demonstragao de
um sequente um morfismo composto das construgoes categoricas que identificam cada um dos
passos da derivagao. Mas, nos sistemas dedutivos existem transformacgoes entre derivagdes (ou
entre termos), mais precisamente, os processos de Eliminagao do corte e de normalizagao (e/ou
de contracao de termos) identificam dedugdes (ou termos). Precisamos, entdo, também ref]etir
esta identificacao entre dedugoes na categoria.

Ja que em Légica Categérica deseja-se modelar o processo completo de eliminagao da regra
do corte (e também os processos de normalizacao de demonstragoes e de contragdo de termos)
e nao simplesmente o resultado final do processo, o que se deve garantir é que demonstragoes
que se reduzem se correpondem com os mesmos morfismos. Para isto contamos com diagramas
comutativos (ou equagoes entre morfismos) que estabelecem a igualdade de morfismos na ca-
tegoria. Diagramas comutativos, como os estabelecidos na defini¢ao de categoria, de funtores,
de transformacgoes naturais e os chamados diagramas de coeréncia (que estabelecem que cada
diagrama construido por iteracao de certos morfismos basicos comuta, [ML71, pag.161]) sao
ferramentas que a Teoria de Categorias nos prové para obter o resultado procurado.

Exemplos de modelos categdricos sdo as categorias livres (os objetos sao as féormulas e os
morfismos classes de equivaléncia de demonstragoes, [Sza74, LS86]).

E bem conhecido ([LS86]) que modelos categéricos para a Légica Intuicionista sao as cate-
gorias cartesianas fechadas com coprodutos finitos. Neste caso, o funtor produto corresponde
a conjuncao, o funtor coproduto a disjuncdo e o funtor de internal-hom (adjunto a direita do
produto) corresponde ao conectivo implicacional. Por exemplo, no caso da conjungao temos
que - AANB = A FAAB=BekF A= AAA; um funtor produto x é um bi-endofuntor
que tem associado a ele as transformagoes naturais chamadas projecoes, 145 : A X B — A,

“Wp i AXx B — B, eadiagonal, Ay : A — A x A, que sao os morfismos necessarios para
modelar essas deducoes correspondentes a conjuncao. Além disto, no caso da conjuncao pode-se
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ter que a derivagao:
ANB=A ANB=21B

ANB=AAB

reduz-se a AN B = AAB. Numa categoria cartesiana a equacdo 114 (A x B) x Iy 3(Ax B) =
A x B simula o efeito da reducao anterior.

E importante observar que uma categoria pequena C gera um conjunto parcialmente orde-
nado. O conjunto consiste dos objetos da categoria C e a pré-ordem é induzida pela relacao
A < B sse existe um morfismo A — B na categoria C. No caso das categorias cartesianas
fechadas (um modelo categérico para a Légica Intuicionista) o conjunto ordenado obtido é uma
algebra de Heyting ([L.S86]), modelo algébrico para a Ldgica Intuicionista.

2.4 Conclusao

Neste capitulo examinamos diferentes formalismos tuteis para o tratamento de uma légica em
teoria da Computagao.

O uso, anterior a Gentzen, de formalizagoes axiomaticas teve alguns efeitos enganosos. Por
exemplo, confundia-se que enquanto em uma teoria (como por exemplo a teoria dos grupos) o
interesse principal é estabelecer sentencas vélidas (os teoremas que sao vélidos para os grupos),
e a derivacao de sentencas ¢ um meio para isso, em logica o proprio processo de derivagao ¢é
um objeto de estudo. Formalizacoes axiomaticas, em contraste com os outros formalismos,
tentam mostrar uma légica como a busca de verdades. O efeito disto foi que se pensou em
caracterizar uma légica, nao por uma relacao de derivabilidade, mas pelo conjunto das férmulas
demonstraveis.

Deducao Natural e Calculo de Sequentes sao dois formalismos de derivacao. Eles caracte-
risam uma légica definindo uma relacao de derivabilidade e estabeleciendo uma relagao entre
deducoes, a nocao de reducao. Mas, eles nao sao sistemas equivalentes. Ao estudar os pro-
cedimentos de reducao ha uma diferenca combinatorial entre eles. Um Caélculo de Sequentes
pode ser pensado como um meta-cdlculo para a relagao de derivabilidade no correspondente
sistema de Deducgao Natural, ele parece ser mais adequado para estudar a estrutura de uma
demonstracao. Como nem todas as transformagoes em Céalculo de Sequentes correspondem a
reducoes em Deducao Natural, surge a possibilidade da existéncia de propriedades significa-
tivas das demonstracoes que sejam preservadas pelas reducgoes da Deducao Natural, mas nao
pelas transformacoes da Eliminagao do corte. Pode-se dizer que ha diferencas entre eles num
nivel computacional. Por outro lado, o processo para a eliminagao da regra do corte apresenta
mais dificuldades para ser tratado que o processo de normalizagao. Por exemplo, nem todas
as transformacoes tém uma tnica reducgao, algumas derivacoes se reduzem umas as outras e
alguns cortes, como os chamados triviais, aparecem sem nenhuma necessidade.

O procedimento para construir uma demonstracao légica é mais claramente entendido num
sistema como o de Deducao Natural, onde temos um método para gerar inferéncias a partir de
hipéteses, do que num sistema axiomatico do género Hilbert, onde as inferéncias dependem de
certos axiomas. Além disto, as regras de inferéncia dos cédlculos de Gentzen estao relacionados
a interpretacao operacional intuitiva dos conectivos, e este fato permite construir facilmente as
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demonstracoes. Entre estas demonstracoes estao as deducoes diretas, ou em forma normal, as
quais nao tém contrapartida clara em sistema do género Hilbert.

Neste capitulo, examinamos também o que entendemos por um modelo categérico e por um
modelo algébrico.

Como era de se esperar, ja que a Teoria de Categorias prové construcoes matematicas bem
abstratas, um modelo categdrico para uma légica é uma construcao muito geral que simula o
efeito dos sistemas de derivacao usados para apresentar essa logica. Podemos dizer, entao, que
um modelo categdrico “modela” (o poder dedutivo de) uma légica, apresentada por qualquer
um dos formalismos dedutivos citados neste capitulo. Isto ¢, como ocorre em outro género de
aplicagoes, a Teoria de Categorias é a ferramenta basica que permite explicitar as caracteristicas
de uma logica independentemente de um particular formalismo.

Para conhecer e entender um sistema logico é desejavel ter varias descricoes do sistema.
Os formalismos tratados nesta tese sao diferentes estilos de apresentacoes para uma logica e
quantas mais apresentagcoes possam-se prover para essa légica mais conhecimento sobre o poder
de demonstrabilidade dela se terda. Um modelo categérico pode ser visto, também, como uma
ferramenta que ajuda no processo de prover formulacoes sintaticas para uma légica, e para
estabelecer relagoes entre elas. Por exemplo, em [BBAPH92] o modelo categérico para a Légica
Linear Intuicionista colaborou para descobrir um Célculo de Termos adequado.

Por outro lado, os modelos algébricos sao mais faceis para se tratar mas eles nos dao menos
informagao que os modelos categoricos. Num modelo categérico as diferentes maneiras de
demonstrar um sequente estao representadas por diferentes morfismos na categoria (a menos
de redugoes). No modelo algébrico s6 se representa a existéncia ou nao de uma demonstracao,
sem estabelecer-se as varias maneiras possiveis de se fazer a demonstragao. Assim, modelos
categoricos resultam mais adequados que os algébricos quando se esta interessado em modelar
formalismos que tratam da estrutura das derivacoes e de reducoes entre derivagoes.

Os modelos algébricos podem servir de ajuda para verificar primeiro se um sequente é
demonstravel num dado sistema ou nao, e para verificar a completude da légica. Por outro
lado, se estamos tratando com sistemas que possuem axiomas de identidades e a regra do corte,
entao o modelo algébrico pode-se definir como um conjunto parcialmente ordenado, que é uma
categoria muito particular (onde s6 existe um morfismo entre os objetos), mas também tendo
um modelo categérico é suficiente particulariza-lo ao caso de conjuntos parcialmente ordenados,
e obter assim um modelo algébrico.

Nos préximos capitulos usaremos as idéias tratadas aqui, para estudar sistemas logicos
particulares. Como veremos, do ponto de vista da légica, estes sistemas estao muito relacionados
entre sim, mostraremos como esta relagao manifesta-se, também, na linguagem dos modelos
algébricos e categdricos.
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Capitulo 3

A Légica Relevante R

Anderson e Belnap iniciaram toda uma linha de trabalho, apresentando a légica que surge ao
se restringir a logica classica para impedir certas falacias que aparecem principalmente pela
validade nesta tltima légica do chamado axioma do Paradoxo Positivo, a saber A — (B — A)
(veja [AB75]). Eliminando-se estas faldcias, poder-se-ia obter uma defini¢ao confidvel do que
significa o conectivo de implicacao, chamado de implicacao relevante.

A idéia seguida foi que no conectivo da implicacao a férmula do antecedente deveria ter
alguma relacao com a férmula do consequente. Esta relacao seria que, para obter uma féormula
da forma A — B, a féormula A tem realmente que ser usada durante a demonstracao para obter
a férmula B, i.e. A é de importancia ou relevancia para obter B; relagao esta que é obviamente
perdida se o Paradoxo Positivo é vélido. Por isso a idéia basica de logica relevante é impedir
tanto as derivagoes em que o antecedente nao produza realmente o consequente quanto as
derivagoes em que o consequente nao seja uma consequéncia real do antecedente.

Mas, nao se conseguiu chegar a um consenso sobre quais sao todas as afirmacoes que devem
ser eliminadas e quais desses fatos a logica ainda pode permitir deduzir. Isto deu origem, nao
a uma unica légica, mas a uma familia de logicas, chamadas de relevantes, as quais tem em
comum o fato que em nenhuma delas o Paradoxo Positivo é dedutivel.

Na verdade, a mesma motivacao levou a Lewis a definir a implicagao que é chamada de
estrita. Ele apresentou uma familia de logicas, enumeradas de S1 a S5, e deixou em aberto o
problema de qual delas seria realmente a logica que define exatamente o conceito de ser estrita.
Mas, na familia de logicas de Lewis o critério seguido foi diferente do considerado por Anderson
e Belnap. Como veremos mais adiante, no capitulo 4, as duas familias nao estao totalmente
isoladas.

Este capitulo apresenta a légica R de relevancia e outras logicas relacionadas com ela. E os
proximos capitulos tratarao de outras logicas relevantes com caracteristicas diferentes. Estas
nao sao as Unicas légicas relevantes existentes na literatura, mas elas podem ser consideradas
como paradigmas para a implicacao, ja que cada uma delas corresponde a logicas relevantes
com caracteristicas préprias.

Os trabalhos dos chamados relevantistas usualmente comegam tratando sé do fragmento
implicacional da légica em questdo e depois sdo acrescentados os conectivos aditivos (A, V),
ou feitas somente algumas consideracoes sobre eles. Isto se deve ao fato de que as ldgicas

21



relevantes concentram sua atencao em definir um conceito razoavel de implicacao, sendo os
outros conectivos tao préximos quanto possivel daqueles da légica tradicional. Mas, o fato de
que o Paradoxo Positivo nao é mais valido traz como consequéncia que os conectivos aditivos nao
mais se distribuem entre sim, propriedade valida tanto na légica classica quanto na intuicionista,
por isso os seguidores desta corrente tém que acrescentar esta propriedade explicitamente na
apresentacao da logica. Neste trabalho serao considerados em cada caso todos os conectivos
envolvidos, o que facilita a comparacao entre as diferentes 16gicas que serao analisadas ao longo
de toda a tese.

Na verdade, a auséncia da regra da Atenuacao na apresentacao das légicas relevantes através
de Célculos de Sequentes (ou, o que é mesmo, a falta do axioma do Paradoxo Positivo numa
apresentacao axiomatica) tem como consequéncia que nao possa-se interpretar uma sequéncia
de férmulas como a conjuncao delas, mas sim através de uma outra operacao mais fraca que a
conjuncao. Este fato observado pelos relevantistas, provocou a introdugao de um novo conectivo
no calculo chamado de cotenabilidade (“cotenability”, junto com uma nova identidade para ele,
chamada de t) que corresponde a essa interpretagao. A légica relevante com este novo conectivo
é uma extensao conservativa da légica correspondente sem o conectivo cotenabilidade.

Este fato foi amplamente estudado pela Logica Linear, a qual separa os conectivos A,V em
duas versoes, a aditiva, correspondendo aos conectivos de conjuncao e disjuncao, e a versao
multiplicativa que dao o significado das sequéncias de féormulas em cada lado do simbolo de
deducao =. Na Légica Linear Intuicionista s6 se tem uma férmula no lado direito dos sequentes,
e por isso se considerou que nesta versao nao teria sentido dividir o conectivo da disjungao em
dois. Mas, trabalhos recentes em Logica Categérica mostram que a separacao da disjuncao em
duas, inclusive num contexto intuicionista, é perfeitamente factivel. A logica que surge com
este desmembramento tem sido chamada “Full Intuicionistic Linear Logic” (FILL, [HdP92]).

Segundo as idéias da Logica Linear, as lgicas discutidas neste trabalho conterao o conectivo
da conjuncao em duas versoes, a aditiva e a multiplicativa. Assim, poderiam ser chamadas de
extensoes das logicas relevantes originais, mas isto permite modelos mais claros, como sera
mostrado nas préoximas secoes. Estas extensoes, ademais, ja foram consideradas nos trabalhos
dos relevantistas. Cabe aqui ressaltar que os fragmentos positivos das logicas relevantes estao,
na verdade, incluidos na Ldégica Intuicionista, como se mostra em [AB75, pag 373]. Este
trabalho estara interessado, principalmente, nos fragmentos positivos das logicas relevantes.

Na préxima secao, lembramos a Légica Linear Intuicionista proposicional, sem o conectivo
modal (LLI). Serao tratadas tanto as formulacoes sintdticas, como seus modelos algébricos e
categéricos. Também, um Calculo de Termos é apresentado. E feita a relagao desta logica com
a familia de logicas relevantes.

Na secao seguinte, serd mostrado como, acrescentando a légica anterior a contracao de
formulas iguais, é obtida uma versao da légica relevante R, chamada R™. Os modelos corres-
pondentes e o Calculo de Termos também sao obtidos a partir dos de LLI.

Algumas extensoes da logica R~ sao discutidas; a versao com a expansao ou anti-contragao,
a versao com a distribuicao dos aditivos, e a propria Logica Intuicionista sao apresentadas na
ultima secao junto com algumas conclusoes deste capitulo. Uma formulacao para R onde a
contracao ¢ feita através de uma modalidade é apresentada no capitulo 5.
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3.1 A Loégica Linear Intuicionista

A Légica Linear foi introduzida por J.Y. Girard em 1987 no trabalho [Gir87] e a versao in-
tuicionista foi publicada em [GL87]. A seguir sdo lembradas as apresentagoes sintaticas e
semanticas da Ldgica Linear Intuicionista proposicional sem o conectivo modal (cf. Apéndice
A), a qual é chamada neste trabalho de LLI.

Os conectivos sao —o, ®, &, .

A implicacao linear A —o B pode ser pensada como uma func¢ao que considera seu argumento
examente uma vez.

A conjun¢ao multiplicativa ® ou o conectivo “tensor” pode ser considerado como uma
“justaposicao” de dados, podem-se reordenar mas nao podem-se duplicar nem esquecer. Na
verdade o tensor ¢ uma conjungao fraca porque tem s6 algumas das propridades da conjuncao
normal, como a permutacao de argumentos mas nao tem projecoes. A férmula [ é a identidade
para este conectivo: F AQI Z AZ [ ® A.

A conjuncao aditiva & é como um produto direto, a “identidade” de cada argumento nunca
¢é perdida. 1 é a identidade para este conectivo. E a disjun¢ao aditiva & ¢ como uma soma
direta com 0 como sua identidade.

3.1.1 Sistemas formais
Calculo de Sequentes

Regras Estruturais:

A, B, I = C r = A X AA=2B
(Ident) (Perm,) (Corte)
A= A [,B,AT = C ,T,A = B
Regras Logicas:
= A
[e——— Ig—
rI,I" = A =1
A, B, I = C ' = A A=21B
Qe Xd
A B,I'" = C A = A®B
I = A ABY=/CC I'A = B
—O¢ —Od
AJA—oBTI'Y =C ' = A—oB
' =1 oA = A
AT = C B TI' = C ' = A I'= B

& &q
[ A&B,I” = C  T,A&B,I' =C I' = A&B
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INAA=C I,BA=C r = A I' =B
@
I AGB A = C ‘T= AeB T = AaB

De

Letras maitsculas gregas sao usadas para denotar sequéncias de formulas, e letras maitisculas
latinas para denotar férmulas. A regra da permutagao (Perm) simplesmente permite a per-
mutacao de féormulas dentro de uma sequéncia. Indistintamente pode se considerar esta regra
implicita e considerar as letras gregas maitsculas como “multisets” (ou “bags”) de férmulas ao
invés de sequéncias.

Observe que em LLI pode-se provar - A&A Z A, mas ndo A® A Z A.

Este sistema tem a propriedade de Eliminagao da regra do corte ([Sch90]) e é decidivel

([GL87]).
Sistema Axiomatico do género Hilbert

Uma versao axiomatica para LLI, segundo os trabalhos de [Avr88, Tro90], consiste dos seguintes
axiomas e regras:

1. A—oA
2. (A—o B) = ((B—o(C) —o (A —()) (transitividade)
(4~ (B~ C)) —o (B —o (A — C)) (permutagdo)

(A — (B —()) - (A® B — () (tensor no consequente)
(A B—o () —o (A — (B — () (tensor no antecedente)
(I oA) oA

I —-o(A—oA)

A&B —o A

A&B —- B

10. (A — B)&(A — C) —o (A —o B&C)

11. Ao A B

S A

12. B—o A& B

13. (A—-oC)&(B —oC)—o(A®B ()
14. A—o1

15. 0 o A

24



FA FA-—oB HFA +B
(MP) (Adj) ——
FB - A&B
O axioma de introdugao do & (axioma nimero 10) evita a introdugao do conectivo no caso
em que as férmulas A e B tenham diferentes conjuntos de hipéteses (porque se este fosse o
caso poder-se-iam obter algumas instancias do Paradoxo Positivo, que nao é vélido em LLI),
mas entao é necessaria a regra da adjuncdo (Adj). Este problema foi resolvido na apresenta-
¢ao anterior exigindo nas regras que manipulam o conectivo & que ambas férmulas tenham os
mesmos contextos de sequéncias.
Neste sistema, a nocao de derivacao I' H A, onde I" é um multiset de férmulas, é definida
como sendo uma arvore tal que cada membro é da forma B+ B (B aparece em I') ou é uma
instancia dos axiomas F B da lista, ou é obtido juntando arvores com as regras:

AFC T"HC —o B AFC AFB
AT'HB At C&B

e ' A é a dltimo membro da arvore, [Avr88, Tro90]. O teorema de deducao: I'; A+ B entdo
['F A —o B, vale para este sistema, [Tro90].

A apresentagao original das légicas relevantes, nos trabalhos de Anderson e Belnap ([AB75])
e Dunn [Dun86], é feita usando sistemas axiomaticos. Por isso, a comparacao entre as diferentes
logicas sera feita nesta formulacao.

Observa-se inmediatamente que LLI deve ser uma légica relevante, ja que segundo o critério
que as caracteriza, o Paradoxo Positivo nao é valido aqui. Mais ainda, com um simples confronto
de axiomas, conclui-se que este sistema corresponde ao fragmento positivo da légica que se
tem chamado de R-W com cotenabilidade e sem distribui¢ao dos aditivos em [AB75, Dun86].
Nesses trabalhos, o conectivo de ® é representado por o (chamado cotenabilidade ou conjungao
intensional), I por t (a conjuncao de todas as verdades logicas), & por A, 1 por T (a disjuncao
de todas as proposicoes), @ por V, 0 por F (a conjungao de todas as proposicoes), e, —o por —.

Deducao Natural

A formulacao em Deducgao Natural para LLI é também ja conhecida, mas lembramos como ela
aparece em ([Avr88, Tro90]) usando uma formulagao de sequentes:

A=A
r =4 A=1
1. I;—
A=A =1
' = A®B AABY =C = A A=21H
e &
AT Y =C I'N'A = A® B
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' = A-oB A=A I''A =B

—0

‘ I A = B 'T = A-B
IooA= A =1
I'=> A&B I'=> A&B '=A I'=2HB
&e—— &e—— &;
= A I'=B I'=> A&B
A=ApB Y ATl'=C X.BI'=C '=A I'=HB
De O Qi
S, AT = C '=A®B '=A&¢B

Num sequente I' = A, T' é um multiset de formulas que representa todas as férmulas
que nao foram descarregadas ao longo da dedugao, e a férmula A representa a conclusao desta
deducao. Esta formulacao nao deve ser confundida com a formulagao em Célculo de Sequentes,
onde as regras atuam no lado direito e esquerdo do simbolo =- e nao como regras de introducao
e eliminacao para cada um das constantes légicas.

O sistema acima possui a seguinte propriedade do corte (ou da substituigao): I' = A e
A A Y = B entao AI,Y = B, [Avr88, Tro90]. O Teorema da Normalizacao vale para
LLI, i.e., cada demonstracao do sequente I' = A no sistema de Deducao Natural pode ser
transformada em uma derivagao em forma normal [Avr88].

3.1.2 O Calculo de Termos

A seguir apresentamos o Célculo de Termos correspondente a légica LLI. Neste sistema usa-se
a terminologia de [BBAPH92, BMdP92, Mer90).

z: A=z A

A=s:1 T'=t: A

AT = (letsbeiint): A =i:l

'=t:A®B Axz:Ay:BX=s:C '=st:A A=s:B

AT, Y= (lettbezx®yins):C NA= (t®s): A® B
'=t:A—oB A=s:A e:A=t:B
A= (ts): B I'= (A\zt): A—oB
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I'n:0,A=c: A F'=nh:1

I'=t: A&B I'=t: A&B I'=st:A I'=s:B
['= (mt): A I' = (mot) : B I'= (txs): A&B

l'=su:AdB Ax:AYX=t:C Ay:BYX=s:C

AT, Y = ( case u use (i1x) then ¢ else use (ipy) then s) : C

I'=t: A I'=s:B

I'=(ht): Ae B I'= (izs): A® B

Letras maiusculas gregas denotam conjuntos disjuntos de varidveis (com seus tipos).

Note-se que na regra de introducao de um termo A\z.t de tipo A —o B, a variavel x de tipo
A aparece necessariamente no termo t de tipo B.

O renome da variavel z ® y pelo termo ¢ na regra de construgao de um termo let mantém
a diferenca entre varias ocorréncias da mesma hipotese, representada por diferentes varidaveis
livres do mesmo tipo no A-céalculo.

O seguinte conjunto sao redugoes para os termos do calculo acima:
redugoes operacionais

1. e (Ax.tlx])s — t[s/z]

2. em(txs) — t
o Mt Xs) — s
3. e (caseijr use (i;x) then ¢ else use (igy) then s) — t[r/z]
e ( case ior use (i;x) then t else use (igy) then s) — s[r/y]
4. e letibeiint — ¢

e let stberx®yinu — uls/z,t/y]
reducoes permutativas
5. e m( case u use (i1x) then ¢ else use (ioy) then s) —
case u use (i1x) then mt else use (ioy) then ms
e 7o case u use (i1x) then ¢ else use (iyy) then s) —

case u use (i1x) then mot else use (igy) then mys

6. e (case u use (i1x) then t else use (izy) then s)w —
case u use (i1x) then tw else use (iyy) then sw
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7. e (case ( case r use (i1a) then t else use (izb) then s) use (i1a") then ¢/
else use (igb’) then s') —
( case r use (ija) then ( case t use (i1a") then t’ else use (igt’) then s')
else use (izb) then ( case s use (i1a’) then ¢’ else use (igb’) then s))

8. e let (case u use (i1x) then t else use (izy) then s) be 2’ ® ¢y in w —
( case u use (i;x) then (let ¢ be 2/ ® ¢ in w) else use (igy) then
(let s be 2’ @y in w))
9. e let ( case u use (i1x) then t else use (izy) then s) be i in w —
case u use (i1x) then ( let ¢ be 7 in w) else use (izy) then ( let s be i in w)
10. e case (let u be z® 2’ in w) use (iy2) then s else use (ipy) then t —

let u be z® 2" in ( case w use (i;x) then s else use (iy) then ?)

11. e (letebex®yin flg — letebez®yin (fg)
12. e let (letebex®yin f)bez®@wing — letebexr®yin (let f be z®@w in g)
13. e let(letebex®yin f)beiing — letebex®yin (let f beiin g)
14. e (letebeiin f)g — let ebeiin (fg)
15. e let (letebeiin f)be z®@wing < let e beiin (let f be z® w in g)
16. e let(letebeiin f)beiing — let e beiin (let f beiin g)
reducoes 7
17 e m(t) X mo(t) — t

of1<—>h

18. o \x.lxz — t

19. e case t use (iya) then (iya) else use (i2b) then (izb) — ¢t
o flnt o o
20, eletubex®yintlr®y/z] — tlu/z]

let u be ¢ in t[i/z] — tu/z]

Alguns casos ilustrativos do uso destas redugoes sao mostrados a seguir. Nos dois primeiros
exemplos, a derivacao da esquerda é uma derivagao possivel de ser obtida neste cdlculo, mas
nela existe um desvio na construcao do termo. A derivacao da direita, é obtida aplicando a
derivagao da esquerda uma das regras de redugao anteriores que eliminam a ocorréncia desse
desvio. No ultimo exemplo, na derivacao da esquerda nao hé um desvio visivel mas pode estar
mascarado. Uma redugao é aplicada para, se for o caso, deixar esse desvio explicito e permitir
a aplicacao de uma reducao posterior que o eliminara.
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Iz:A=1t:B

'= (\t):A—oB A=s:A I'Ne:A=t:B A=s:A
reduz-se a
A= (Axt)s: B [A = t[s/x]

'=7r:A

= (r):AeB Azx:AY=t:C Ay:BYX=s:C

AT, Y = (case(iyr) use (i1x) then t else use (igy) then s) : C

reduz-se a

F'=r:A Az AYX=>t:C

AT Y =tr/x]: C

I'=su:AdB Ax:AX=t:C&D Ajy:BYX=s:C&D

A, T, % = (case u use (i1x) then t else use (i2y) then s) : C&D

AT, Y = m(case u use (i;x) then ¢ else use (ioy) then s) : C

reduz-se a:

Ax:AX=1t:C&D Ay: B YX=s:C&D

'=u:A6B
Ax:AY = (mt): C Ay:B,YX= (ms):C

AT, Y = (case u use (i1x) then (mt) else use (ipy) then (ms)) : C

Proposicao 3.1 - Ay,..., A, = A ¢ demonstrdvel no sistema de Deducao Natural para LLI
sse para qualquer conjunto de varidveis {x1 : Ay, ..., x, : A} existe um termo t : A tal que
Faxy: Ay, xn s Ay =t A € obtido no Sistema de Termos para LLI.

Prova: por indug¢ao no comprimento da derivacao. Os axiomas (base da indugdo) sdo traduzi-
dos em azriomas. Os casos indutivos, determinados pela ultima regra de inferéncia usada na
derivacao, sao obtidos das hipdteses indutivas e a correspondéncia entre as regras que definem
cada sistema.

A redugao de um passo — ¢é definida como o fecho da reducao — sob as regras de formacao
de termos. A relagao ~» é definida como o fecho reflexivo-transitivo da reducao de um passo:

o [~ 1

e {—sentaot~ s
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et~ ses~uentao t ~ u

et~ 1t es~ s entao ts~ t's

o t~t' entdao Ax.t ~ Ax.t/
eit~tes~ s entaot X s~ t x 8
o t~t entdo mit ~ mt', j=1,2

o t~t' entao it ~it', j=1,2

o L~ 1t s~ s er~ 1 entdo case r use (i;x) then t else use (ioy) then s ~»
case 1’ use (i1x) then t' else use (ipy) then s’

et~vtes~sdentaotRs~t' Qs
et~tes~dentao letthex®yins ~ lett' ber®yin ¢
O sistema possui a propriedade da substitui¢ao de termos:

Proposicao 3.2 Se-T'=t: AekAjx: A=1:B entao - AT = [[t/z] : B.
Prova: por inducdo no comprimento da derivacao A,z : A= 1:B. Veremos so alguns casos.
Para a base temos que dado I’ =t : A e a derivacio v : A = x : A, entao a substituicao €
o proprio termo I' =t : A.
Para o caso da introdugao de um termo do tipo soma, temos: dado I' =t : A e a derivacao

Az:A=1:B

ANz: A= (Wl): BaC

entdao por hipdtese de indugdo temos que = A" = [[t/z] : B e entao aplicando a regra de
introdugao da soma temos A, I' = (i1l[t/z]) : B® C, ou A,T' = (il)[t/z] : B& C.

Teorema 3.1 Sejall: Aq,..., A, = A uma derivacdao no sistema de Deducdo Natural, e seja
r1: A, 1, Ay, =t A o termo relacionado a derivacao. Entdo t pode ser reduzido a um
termo t' em forma normal que representa a derivagao normal II' correspondente a I1.

Prova: ¢ suficiente notar que cada passo da contragao de termos corresponde a uma reducao
no processo de normalizagao (em Dedugdo Natural). Assim, por indugdo no comprimento do
termo t, que estd relacionado com o comprimento da derivacao 11, prova-se a terminacdo do
processo de contracao. Os passos do processo de normalizacao encontram-se, por exemplo, em
[HPdP92, Gir89).

Corolario 3.1 ~» ¢ normalizdvel.
Prova: direta porque — € normalizdvel pelo teorema anterior.

3.1.3 Semantica

Nesta se¢ao sao apresentadas semanticas da légica LLI, primeiro através de modelos algébricos
e logo depois através de modelos categéricos.
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Modelo Algébrico

Existem na literatura varias notacoes diferentes para apresentar o modelo algébrico de LLI.
Serd seguida aqui a notagdo de [HdP91], apresentando primeiro a estrutura necessaria para
explicar o conectivo de tensor. Acrescenta-se depois a estrutura correspondente ao conectivo
de implicacao e finalmente os aditivos.

Isto permite construir modelos independentes para cada conectivo da logica. A tnica ligagao
existente entre um conectivo e os restantes é entre ele e o tensor. Isto se deve ao fato de que o
tensor € o conectivo que “internaliza” no cédlculo o efeito de ter uma virgula entre duas formulas.
O comportamento da virgula esta explicado através das regras estruturais do cédlculo e que o
tensor se comporta da mesma forma que a virgula esta estabelecido através das regras ®., ®q4.

Lembramos primeiro que um par (M, <), onde M é um conjunto e < é uma relacdo binéria
definida em M tal que < é reflexiva, transitiva e antisimétrica, é chamado de conjunto parcial-
mente ordenado (“poset”). E uma tripla (N, o0,¢e), onde N é um conjunto, o : N x N — N é
uma operacao associativa e com elemento neutro e € N, é chamada de monéide (ou estrutura
monoidal). Se o é comutativa, entao (N, o, e) é um mondide simétrico.

Definigao 3.1 Um mondide ordenado € um conjunto parcialmente ordenado (M, <) com uma
estrutura monoidal simétrica compativel (M, o, e). Uma estrutura monoidal compativel significa
que: Se a < b entao aoc < boc, para todo ¢ em M.

Como é usual, um mondéide ordenado serd representado por uma quadrupla (M, <, o, e).

Interpretando as variaveis proposicionais da linguagem de LLI no conjunto M através de
uma funcao de interpretagao Z, o conectivo ® como a operacao monoidal o e a formula iden-
tidade I como o elemento e, pode-se estender a interpretacao Z as férmulas complexas. In-
terpretando o simbolo de dedutibilidade = como <, podemos provar por inducao no compri-
mento da derivacao que se - Ay,..., A, = B entdao em qualquer mondide ordenado temos
Z(Ay)o...0Z(A,) <Z(B). Para obter que se em qualquer mondide ordenado temos Z(A;) o
...0I(A,) <Z(B)entao+ A,..., A, = B é suficiente mostrar que a dlgebra de Lindembaum
deste fragmento de LLI é um mondide ordenado (ja que se dois elementos estao relacionados
em todos os mondides, em particular estao relacionados na algebra de Lindembaum, mas os
elementos relacionados nesta algebra correspondem exatamente aos sequentes provaveis). Além
disto, como F= B sse - [ = B obtemos que e < Z(B) como um caso particular dos resultados
acima. Por tanto, qualquer mondide ordenado (M, <, o, e) modela algebricamente o fragmento
de LLI que consiste do conectivo tensor e a identidade I, [HAP91].

Defini¢ao 3.2 Um mondide fechado é um mondide ordenado (M, <, 0, ¢€) tal que para cada a,b
em M existe um maior x em M tal que xoa < b (ou, o que é 0 mesmo, aox < b). Este
elemento € denotado por a —o b e é chamado o pseudo-complemento (ou “residuo” [MR72]) de
a em relacao ab.

Um monéide fechado serd representado por uma quintupla (M, <,o,e,—o). Note que se

(M, <,0,e) é um mondéide ordenado tal que (M, o, e) seja um grupo entao ele é um mondide
fechado.
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A classe dos mondides fechados modela o fragmento de LLI que consiste dos conectivos
®,—o e a identidade I,[HdP91], j& que podemos interpretar o conectivo —o como o pseudo-
complemento e obter - Ay, ..., A, = B sse Z(A;)o...0Z(A,) < I(B), e como um caso
particular disto, F= B sse e < Z(B).

Defini¢ao 3.3 Um monodide fechado aditivo (M, <,0,e,—o,V,0,A,1) é um mondide fechado
(M, <,0,e,—0) com duas operagoes bindrias tais que:

aANb<aeaANb<b

sem € tal quem < aem <bentaom<aAb
1 € a identidade de N :aNl=a=1ANa
a<aVbeb<aVb

sem € tal que a < m eb<m entaoaVb<m

0 € a identidade de V :aV0=0Va=a

Em outras palavras, V é o o supremo binario para < em M, e A o infimo. A classe dos
mondides fechados aditivos é um modelo algébrico de LLI, [HdP91] (onde esta estrutura é
chamada de “additive lineal”).

Observe que um mondide fechado aditivo tem a seguinte propriedade, observada em [HAP91]:
ao(bVe)=(aob)V(aoc).

Esta estrutura tem recebido diferentes nomes na literatura, por exemplo ela é chamada de
uma Algebra de Lafont em [Age91], ou de Algebra de Consequéncia em [Amb91]. Note que tem-
se considerado que o modelo algébrico para LLI sao os chamados quantales, mas a completude
dos quantales (i.e., que o reticulado subjacente seja completo) néo é necessaria para modelar a
légica linear intuicionista proposicional.

Exemplos de mondides fechados que modelam LLI sao as algebras de Heyting, onde o
coincide com A e [ coincide com 1.

Modelo Categoérico

Seguindo a disposicao da segao anterior, apresentamos primeiro quais sao as categorias que
correspondem a ter na logica s6 o conectivo ®, para logo depois acrescentar os demais simbolos
l6gicos. Obteremos, desta maneira, modelos categéricos onde a construcao que modela um
conectivo é independente das outras construcoes a menos do tensor, o qual da significado a
virgula entre férmulas.

Definicao 3.4 Uma categoria monoidal é uma categoria C junto com um bi-funtor (covariante
nas duas componentes) ® : C x C — C e um objeto I € C tal que existem os sequintes trés
isomorfismos naturais:

a: X(Y®2)>5(XQY)®Z;

b:I®X = X;

VXIS X.
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Estes isomorfismos satisfazem as seguintes equacoes:
N

AR( ®C) > ARl ®C

d®b\ /b@d

AR (B Q(C D) ——» (AQB) ®(CRD)——p (A ®B)RC) ®D

id @ a a® id

A Q((BRC) ® D) 2 » (AQ(B ®C))RD

Definicao 3.5 Uma categoria monoidal simétrica é uma categoria monoidal C tal que existe
o0 isomorfismo natural:
c: XY SY®X.

Este isomorfismo satisfaz as seguintes equacoes:

c.c=1d
AQBRC)——— (A®B) ®C —°  pCc@A®B)
id®@ c a
AQC®B) 2 o (A®C) ®B_—RHY J (CRA ®B
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A®( ®0C) > (AQN) ®C

id® b cQid

ARQC < bR (I QA KQC

O isomorfismo natural ¢ é chamado de “twist isomorphism” em alguns trabalhos ([Ben87]).

Podemos obter uma interpretagao categorica do fragmento de LLI que consiste do conectivo
® e da identidade I da seguinte maneira, [BBAPH92]: interpretan-se as férmulas da linguagem
de LLI como objetos da categoria simétrica monoidal C, o conectivo ® como o funtor tensor
®, a formula identidade I como o objeto I identidade do tensor e o simbolo de dedutibilidade
= como a existéncia de morfismos na categoria. Associando-se os axiomas A = A com os
morfismos identidades id4 : A — A, temos por inducdo no comprimento da derivacao que se
F Ay, ..., A, = B entao existe um morfismo f : Z(A4;) ® ... ®Z(A,) — Z(B) e jd que F= B
sse - I = B temos entao que existe um morfismo h : I — Z(B). Por tanto podemos dizer que,
uma categoria simétrica monoidal modela categoricamente o fragmento de LLI que consiste do
conectivo ® e da identidade 1.

A nocao de mondide fechado corresponde a seguinte definicao:

Defini¢ao 3.6 Uma categoria simétrica monoidal fechada (também chamada de auténoma) é
uma categoria simétrica monoidal C tal que o funtor _.® A : C — C tem como adjunto a direita
o funtor (associado ao) de internal-hom A —o _: C — C.

Que o funtor - ® A tem este adjunto a direita significa que para cada X, A,Y em C:
hom(X ® A,Y) = hom(X,A —o Y'). Uma categoria simétrica monoidal fechada C sera repre-
sentada por uma quadrupla (C, ®, I, —o).

Em ([EK66, Bar79]) é mostrado que em uma categoria simétrica monoidal fechada (repre-
sentando o funtor de internal-hom por [, ]) tém-se as seguintes equivaléncias:

A1, AL [V, [V, V] 2 V[V, V)

e também que podem-se definir as transformacgoes naturais:
evap: A, Bj® A— B

dyyiye [V, V= [V, V][V, V)
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Jjv i I — [V, V]
evyyr [Va V/] - [[V/7 V”]u [V> VHH

Um exemplo deste género de categorias é a categoria Ab, que tem como seus objetos os
grupos abelianos e os homomorfismos de grupos como os morfismos da categoria. O tensor
A® B de dois grupos A e B é o objeto tal que para qualquer outro grupo abeliano C' e qualquer
funcao bilinear f : A x B — C, hd um unico homomorfismo h : A® B — C tal que o seguinte
diagrama comuta:

AxB ® » AR B
|
I h

v

C

A identide deste tensor é o grupo Z dos nimeros inteiros. O adjunto deste funtor para objetos
A, B é dado pelo grupo abeliano dos morfismos de B em A.

Uma categoria simétrica monoidal fechada modela categoricamente o fragmento de LLI que
consiste dos conectivos ®, —o e a identidade I, [BBAPH92]. Interpretando-se o conectivo —o
como o funtor de internal-hom pode-se obter que sequentes demonstraveis tém um correspon-
dente morfismo na categoria, em [BBAPH92] é mostrado como os morfismos que se reduzem
correspondem ao mesmo morfismo na categoria.

Definicao 3.7 Uma categoria linear é uma categoria simétrica monoidal fechada com produto
e coproduto para cada par de objetos da categoria e com objetos terminal e inicial.

Uma categoria linear é um modelo categorico para LLI, como apresentado em [GL87] e em
[Tro90, pag 56] onde esta estrutura é chamada de categoria intuicionista linear. O produto
modela o conectivo & e o coproduto modela o conectivo @. Além disto, as reducoes entre
derivagoes sao equagoes validas nas categorias lineares.

Exemplos destas categorias sao as categoria cartesianas fechadas com coprodutos (ou cate-
gorias bicartesianas fechadas).

Uma categoria linear modela o cdlculo LLI, mas produtos e coprodutos poderiam ser fracos,
onde a propriedade universal nao seja verdadeira. Um modelo para LLI com coprodutos fracos
¢ a Categoria Dialética DC, apresentado em [dP88] (cf. Apéndice D).

3.2 A Loégica R~

Nesta secao acrescenta-se a légica LLI a possibilidade de contrair ocorréncias repetidas de uma
mesma férmula.
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O Calculo de Sequentes e a regra da Contragao

No Calculo de Sequentes isto representa acrescentar a LLI a regra chamada da contracao
somente do lado esquerdo do simbolo de sequentes =, isto é deve-se acrescentar a regra:

T AAT = C

l ()
AT = C

somente valendo no sentido de cima para baixo. Neste novo calculo é possivel obter uma
derivacao dos seguintes sequentes A = A® A, A&B = A ® B, mas nao de suas inversas.

O Teorema de Eliminacao do corte vale também para este caso (cf. Apéndice B).

A primeira apresentacao usando sistema de Sequentes, livre da regra do Corte, para o frag-
mento implicacional desta légica encontra-se em [Kri59], onde é obtida a partir da formulagao
para a Loégica Classica LK, restringindo-se a regra do —o,. de maneira que ela possua s6 uma
formula do lado direito do sequente e abandonando a regra da Atenuacao.

Sistema Axiomatico do género Hilbert

Acrescentamos ao sistema axiomético correpondente a LLI o seguinte axioma:
(A — (A — B)) — (A —o B) (contragao)
A nocao de dedugao é definida como no caso para LLI, mas na regra que junta arvores:

AFC T'"FC —oB

Y+-B

¥, é um multiset que é uma contracao dos multisets A, TV, [Avr88]. Este sistema correponde ao
fragmento positivo da chamada logica de relevancia R~ com cotenabilidade e sem a distribuicao
dos aditivos. O fragmento implicacional de esta légica, R_, ou Ry, é chamado de teoria fraca
da implicacao de Church.

Deducgao Natural

O sistema de Deducao Natural, num estilo de sequentes, para representar LLI com a contracao
de férmulas é obtido a partir do sistema para LLI acrescentando-se a seguinte regra:

'=A AAAY=DEB

AT Y= B
Esta é a regra num estilo de sequentes de Deducao Natural que corresponde a regra:

AT AY
A ¢
C
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onde A*, AY, A* significam ocorréncias diferentes da férmula A. Numa formulagao de Dedugao
Natural como a usada em [Pra65], esta iltima regra permite contrair as diferentes ocorréncias
de uma mesma féormula. Na verdade, esta regra pode ser considerada como uma regra de
substituicao mailtiple.

Neste sistema letras gregas maitisculas denotam multisets de hipdteses, mas com a regra
adicional que permite “colar” duas ocorréncias da mesma férmula. Este sistema corresponde
ao apresentado em [Avr88, pag.167], onde define a relagao de consequéncia légica para a légica
R com uma contragao dos multisets de hipdteses.

Proposicao 3.3 O sequente I' = A é demonstrdvel no Cdlculo de Sequentes para LLI mais a
regra da contracdao sse I' = A é demonstravel na formulacdo em deducdo natural acima.
Prova: por inducdao no comprimento da derivacao de I' = A. Por exemplo, para o caso da
regra da Contragao temos que dada uma derivacao de I' = A no Cadlculo de Sequentes, onde a
ultima regra aplicada é a regra da contracao, i.e.

AB,B,Y = A

AB)Y = A

por hipotese inductiva, a derivacao do sequente superior corresponde com uma deriwacao em
Dedug¢ao Natural: A, B, B, = A e assim obtem-se:

B=DB A B,BYXY=A

ABY=A

Por outro lado, se temos uma derivacao de I' = A no sistema de Deducdo Natural onde a
ultima regra aplicada é a substitui¢cao maultiple,i.e.

I"'=B AB,BYX=A

AT Y= A

por hipdtese indutiva, temos as sequintes derivacoes no Cdlculo de Sequentes: T" = B e
A, B,B,> = A. Aplicando cortes sucessivos nessas duas ocorréncias de B obtemos o se-

quente ATV, 1", ¥ = A. Por adequadas permutacoes e contracoes obtemos o sequente desejado:
AT Y = A

Teorema 3.2 Cada sequente no sistema de Dedugcao Natural para R~, pode ser derivado
através de uma demonstracao em forma normal.

A prova é um procedimento que analisa cada um dos casos onde podem ocorrer formulas
mdazrimas e as elimina.

A regra de substituicao multiple nao produz novas formulas mdximas em relacdo a LLI,
mas pode mascarar ocorréncias deste tipo. A idéia € acrescentar reducoes permutativas. FEstas
reducoes aplicam-se no caso em que a regra de substituicao multiple interage com outras regras
e produz formulas mdzrimas ocultas. As redugoes permutativas mudam a ordem da aplicacao
das regras, permitindo continuar com o processo de mnormalizacio (as redugoes permutativas
para R~ sao apresentadas na se¢ao sequinte na forma de redugoes de termos).
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3.2.1 O Calculo de Termos

O A-célculo correspondendo a idéia de impedir a introdugao de ocorréncias irrelevantes numa
derivagao é o chamado Al-calculus, apresentado por Church em 1941, (veja, por exemplo,
[Bar85]), onde s6 é permitida a formacao de um termo de tipo A —o B se a variavel x de
tipo A aparece entre as variaveis livres do termo e : B a abstrair.

Mas, aproveitando o cédlculo de termos para LLI, pode-se obter um calculo de termos que
permite contrair ocorréncias repetidas de uma mesma férmula, isto é correspondendo a logica
R~. Para isto, ao cdlculo de termos de LLI da segao anterior, deve-se acrescentar a seguinte
regra de formagao de termos:

'=t:A Az:Ay:A=s:B

A= (copytasz,y, ins): B

Com as seguintes redugoes permutativas:

(copy e as z,y in f)g — copy e as z,y in (fg)

let (copy e as z,yin f) be z®@win g < copy e as z,y in (let f be z ® w in g)
let (copy e as z,y in f) beiin g < copy e as z,y in ( let f be ¢ in g)
copy ( copy e as z,y in f) as z,w in ¢ < copy e as x,y in ( copy f as z,w in g)
mj(copy e as z,y in f) — copy e as z,y in m;(f) j=1,2

case (copy e as x,y in f) use i;(z) then ¢ else use iy(w) then s —
copy e as x,y in(case f use i1(z) then ¢ else use iy(w) then s)

. copy (e xt)asz,yin f —

copy; zi as x;,y; in fle X t/z, e xt/y]. copy; z; as x;,y; 0 < i < n significa aplicar varias
vezes a regra “copy’ para eliminar as n ocorréncias repetidas das hipéteses de e e t.

copy (i1e) as x,y in f —
copy € as z,w in f[(i12)/z, (ihw)/y]

copy (ige) as x,y in f —
copy e as z,w in f[(izz)/z, (iaw)/y]

copy (e®t) as x,y in f —
copy t as z,w in (copy e as 2/, w' in flz® 2'/x,w @ w'/y])

copy (i) as z,y in f — f

copy (Ax.t) as z,y in f —
copy; zi as x;,y; in f[t/x,t/y]. copy;z; as x;,y; 0 < i < n significa aplicar varias vezes a
regra “copy’ para eliminar as n ocorréncias repetidas das hipoteses de t.
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Também temos a reducao: set ~» t' e s ~ s’ entdo copy t as x,y, in s ~ copy t' as x,y, in s

O primeiro grupo de redugoes aplica-se quando uma regra de eliminagao é usada apds uma
contragao. Isto se reduz a eliminar primeiro e depois contrair as variaveis.

O segundo grupo de redugoes aplica-se quando o termo que substitui ocorréncias repetidas
de uma variavel, é construido, no 1iltimo passo, por uma regra de introducao. Neste caso, uma
formula méxima pode ficar mascarada e o processo de normalizacao deve po-la em evidéncia
para que possa ser futuramente eliminada. Por exemplo (usando a Dedugao Natural) no caso
da reducao onde se introduz um termo ® pode-se ter:

A,B A,B

roa A®B C A®B C

A® B :
D
D
que se reduz a:
AB A,B
A B : A B :
C C
- A®B A® B
: C C
2 A
: D
B
D
D

sendo que a férmula maxima A ® B pode ser eliminada pela reducao correspondente.

Proposicao 3.4 - Ay,..., A, = A é demonstrdvel no sistema de Dedu¢ao Natural para R~
sse para qualquer conjunto de varidveis {x1 : Ay, ..., x, : Ay} existe um termo t : A tal que
Fay: Ay, s Ay =t A € obtido no Sistema de Termos para R™.

Prova: num sentido € por induc¢do na complexidade da formula A, no outro por indugao na
estrutura do termo t.

Proposigao 3.5 SeI'=t: AeA,x: A=1:B entao I',)A = [[t/z] : B.
A prova € similar ao caso de LLI, pois o fato importante € que os antecedentes dos sequentes
sao conjuntos disjuntos de varidveis com seu tipo.

Teorema 3.3 ~» ¢ normalizdvel.
Prova: similar a prova para o sistema de Deducao Natural.
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3.2.2 A Semantica de R~

Como na secao anterior apresenta-se primeiro uma semantica algébrica para logo depois passar
a uma semantica categoérica.
A semantica algébrica

Uma maneira de modelar a regra da contracao

AAT = C

()
AT = C
é exigir que para cada objeto a num monoéide fechado (M, <, o, e, —o) acontega que a < a o a,
isto é que a operagao monoidal seja “quadrado-crescente” (“square-increasing”). Porque, assim,
seboaoaob < ¢, entao pela compatibilidade temos que, boaob’ <boaoaol < c.
Entao temos a seguinte definicao:

Definigao 3.8 Um mondide com diagonal é um mondide ordenado (M, <,0,e) onde o € qua-
drado-crescente (ou semi-idempotente), i.e., a < a o a para todo a em M.

Note que multisets com a inclusao, uniao, diferenca e o multiset vazio sao exemplos de
mondides fechados com diagonal, enquanto as sequéncias com a concatenacao sao exemplos de
mondides fechados semi-idempotentes nao comutativos.

A classe dos mondides fechados, aditivos, com diagonal é um modelo algébrico para R~
[IMR72].

A semantica categérica

Neste modelo serao generalizadas as idéias do modelo algébrico.

Definigao 3.9 Seja C = (C,®, I) uma categoria simétrica monoidal. C tem diagonal se eziste
uma transformagao natural 6 : Id — Ay, onde Ay, € o funtor diagonal tensorial, definido por

AL(X) = X®X (ndo confundir com o mais usual funtor diagonal cartesiano Ay (X) = X x X ).

Além disto, os seguintes diagramas tém que comutar:

A ——e a0 L,gnea
0 a
A QA 0 Qi > (AQA) ®A
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| ®) >

A QA » A QA

Um exemplo destas categorias é a categoria Set, de conjuntos “marcados” (“pointed sets”).
Esta categoria tem como objetos conjuntos nao vazios com um elemento selecionado, chamado
de ponto base (“base-point”) e os morfismos sao as fungoes que preservam o ponto base.

O produto tensorial de dois objetos quaisquer desta categoria < P,xp > e < Q,*g >, é
definido por < Pixp > ®@ < Q,*g >=< (P — {*p}) x (Q — {*q}) U{(xp,*q)}, (xp,xq) >. A
unidade do tensor é qualquer conjunto “marcado” que possua dois elementos < {p, q},p >.

O adjunto a direita A —o B, < R, *r >, é o conjunto marcado definido por:
<A{f:<Axs>—< B,xg > / f preserva ponto base}, f(x) = x5, Vo € A >.

A diagonal para um conjunto “marcado” < A, %4 > é definido por a =< a,a > se a # *a
€, kA — *AxA-

A categoria dos conjuntos parcialmente ordenados com fungoes estritas, que preservam
o ultimo elemento do reticulado (“the least element”), tem uma estrutura monoidal, dada
pelo chamado “smash product” (se D;, Dy sdo conjuntos parcialmente ordenados, Dy ® Dy =
{(z,y) / * =L ssey =1}), com diagonal 6 : D — D ® D, dada por 6(x) = (z,z), [Jac9l].
Outro exemplo de categoria simétrica monoidal com diagonal, também observado no trabalho
citado, é a categoria RC,4 dos reticulados completos com fungoes estritas.

Uma categoria linear C com diagonal é um modelo categérico para R~ ([Sza78]). Dado um
morfismo [ : I'® A® A®I" — B correspondente ao sequente superior da regra da contracao,
precompondo com o0 morfismo idr @4 Qidr : TQARIN” - TR AR AR, obtemos um morfismo
correspondente ao sequente inferior da regra, com isto garantimos que = Ay, ..., A, = B entao
existe na categoria um morfismo A; ® ... ® A, — B. Como um caso particular, temos que se
F= B entao existe um morfismo f : [ — B. Além disto, temos que reduzoes entre derivacoes
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correspondem ao mesmo morfismo. Por exemplo, a reducao

m(copy z: Aasz,yin f: C x D) — copy z: Aasz,yin m(f:C x D)

corresponde a equagao e p.(f-ma) = (Ilc p.f).ma entre morfismos.

A redugao: copy (copy 2’ : Aasx,yin f:C) as z,win g < copy 2’ : A as z,y in ( copy f :
C as z,w in g) corresponde a equacao g.me.(f.ma) = (g.mc.f).m4 entre morfismos.

A redugao: copy (i1e) : C@D asz,yin f: A — copy e: C as z,w in f[(i12)/z, (lhw)/y] : A
corresponde ao seguinte diagrama comutativo:

CPD 6_> CED R CPHD f > A

(1) @ f

i | i
c_% sc®c Qi cAD®CPD

(1) comuta porque 6 é uma transformagao natural, e (2) comuta trivialmente.

3.3 A légica LLI e outras extensoes

Nesta secao apresentam-se algumas outras extensoes da légica LLI que surgem bastante natu-
ralmente da analise feita nas secoes anteriores.

3.3.1 A légica LLI mais Contracao e Expansao

Num sistema de Célculo de Sequentes com as trés regras estruturais, como LJ ou LK, todas
estas regras valem naturalmente no sentido de cima-para-baixo, e com a ajuda das outras
regras ¢é possivel derivar o outro sentido (pelo menos para algumas delas). Mas, quando alguma
das regras estruturais é proibida, pode-se perder, entre outras propriedades, a validade de
algum dos sentidos de baixo-para-cima das outras regras que ainda continuam no sistema. Se é
desejado que o sistema possua algumas das propriedades que foram perdidas entao elas devem
ser reintroduzidas no calculo.

Este é o caso quando a regra da atenuacao é proibida no sistema LJ. Em LJ a regra da
contragao é valida nos dois sentidos, de cima-para-baixo e de baixo-para-cima, ja que este
ultimo sentido é um caso particular da regra de atenuagao, o qual é de importancia quando
interessa o niimero de vezes em que uma férmula aparece numa derivagao.

Obtém-se, entao, duas logicas subestruturais diferentes. Um é o sistema que chamamos nas
secoes anteriores de LLI mais a contragao (i.e. a regra vale s6 no sentido de cima-para-baixo).
Outro é o sistema onde tanto esta regra quanto sua inversa (chamada de repeticao de premissas
em[Rea88] ou de anticontragao ou expansao em [Tam71]) sdo permitidas. Estes dois sistemas
correspondem a duas logicas relevantes diferentes apresentadas nos trabalhos de Anderson e
Belnap. J& foi mostrado nas se¢oes anteriores como a logica LLI mais a contracao corresponde
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exatamente a légica relevante R sem a distribuicao dos aditivos. A segunda possibilidade
corresponde a légica relevante chamada RM em [AB75, Dun86].

A sintaxe da logica RM

O Calculo de Sequentes para RM é definido acrescentando ao Célculo de Sequentes para LLI,
a seguinte regra:

VAAT = C
Tl

AT = C

Uma consequeéncia da validade desta regra é que as sequéncias de hipéteses no lado esquerdo
do simbolo = podem ser interpretadas como conjuntos. Isto é a idéia de diferentes ocorréncias
de uma mesma férmula numa derivagao foi totalmente perdida. Neste sistema é possivel provar
AS A® A

Observe-se que o sentido T desta regra é realmente um caso particular da regra de atenuagao,
onde a féormula que se introduz ja pertencia ao conjunto de hipéteses do sequente.

O resultado obtido ao acrescentar esta forma particular de atenuacao pode ser alcancado
através de diferentes maneiras. Na verdade, a regra da anti-contracao é equivalente a regra

chamada mistura (“mingle”):
Y=A I'=s A

mis
. I'= A

Facilmente pode-se ver a equivaléncia entre os sistemas obtidos com o intercambio das regras
de mistura e da expansao:

A=A
Re
Y=A I'=s A AA= A
R4 exp
Y2 II=ARA AR A=A
corte
Y, I'= A
A=A A=A
mistura
AA= A ATl =B
corte
A AT=B

Alternativamente pode-se também apresentar o sistema de Sequentes para RM como o
Calculo de Sequentes para LLI, onde os contextos (i.e., as letras maitisculas gregas), sdo in-
terpretados como sequéncias sem repeti¢oes (ou como conjuntos, ao tirar também a regra da
Permutagao) e nao como multisets. O Teorema da Eliminacao do corte, entao, é provado como
em LLI.
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Por outro, lado o sistema axiomatico para esta logica é o sistema axiomatico de LLI junto
com os seguintes dois axiomas:

(A — (A — B)) —o (A —o B) (contracao)
A —o (A — A) (mistura)

Note que o axioma chamado de mistura é equivalente ao axioma da expansao, o qual é
realmente a inversa do axioma da contracao:

(A — B) —o (A —o (A —o B)). Neste caso uma derivacao ¢ definida como em LLI, mas usando
conjuntos no lugar de multisets de premissas, [Avr88|.

Este sistema corresponde ao fragmento positivo da chamada légica RM (sem a distribuicao
dos aditivos) em [AB75, Dun86]. Surpreendentemente, foi provado que o fragmento implica-
cional de R, R_,, estendido com o axioma de mistura, chamado RMO0_,, nao é o fragmento im-
plicacional de RM. Também foi demostrado que RM nao é uma extensao conservativa de RMO0_,
([AB75, Avr87]). A l6gica RM é decidivel, [AB75, pag 413]. Anderson e Belnap acrescentaram
o axioma de mistura porque pensaram que era natural que as premissas fossem conjuntos e nao
sequéncias. Realmente, parece muito estranho que um argumento vélido deixe de sé-lo porque
foram repetidas algumas vezes as mesmas premissas. Mas esta parece ser a conclusao a que o
critério de relevancia leva [AB75, p. 395]. Na verdade, RM perde caracteristicas proprias da
relevancia.

O sistema de Deducao Natural que corresponde ao Célculo de Sequentes acima é o sistema de
Deducao Natural que corresponde a LLI mas onde as letras maitisculas gregas sao interpretadas
como conjuntos de formulas e nao como multisets de formulas. De novo, esta definicao coincide
com a apresentada em [Avr88, 166,167] para a légica relevante que contém a regra mistura.

O célculo de termos para RM é também obtido a partir do calculo para LLI, mas onde as
letras gregas maiusculas sao interpretadas como conjuntos de varidveis.

A semantica para RM

Como ja foi mostrado por Meyer em [MR72] uma seméantica algébrica para a légica RM é
a classe dos mondides fechados aditivos (M, <, o0,e,—0,A,1,V,0) onde o é tanto quadrado-
crescente quanto quadrado-decresciente (“square-decreasing”), a o a < a, i.e., o é idempotente.

Conjuntos com a inclusao, uniao, diferenca e o conjunto vazio sao exemplos de mondides
fechados idempotentes. Mas (N, >, +,0, —), i.e. o conjunto dos nimeros naturais com ordem
inversa, soma e diferenga truncada (b—c é b—c se b>c e, 0 em qualquer outro caso) é
um exemplo de mondide fechado quadrado-decrescente.

Por outro lado, para modelar categoricamente a inversa da regra da Contracgao, precisa-se
da nocao “inversa” do fato de um tensor ter diagonal.

Defini¢ao 3.10 Seja C = (C,®, I) uma categoria simétrica monoidal. C tem antidiagonal se
existe uma transformacdo natural &' : Ay — Id, onde o funtor AL(X) =X ® X € o funtor
diagonal.

Além disto, os seguintes diagramas (inversos dos diagramas para a nogao de diagonal) devem
comutar:

44



A = ARA o 1983 AR (A RA)

A QA - 8 ¥ A®A) @A

id

| QI > |

Um exemplo deste género de categorias sao as categorias de monoides.

Defini¢ao 3.11 Um mondide numa categoria monoidal C é uma tripla (A,m,n), onde A é
um objeto da categoria C junto com dois morfismosm: A® A — A, n: I — A tais que 0s
sequintes diagramas comutam
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| QA n Xid > A®A<id®n AR

A QA = m Qid (ARA) QA

Observe que se (C,®, ) é uma categoria monoidal simétrica, o objeto I é um monoide.

Dada qualquer categoria monoidal C, é sempre possivel construir a categoria Mon¢ cujos
objetos sao mondides da categoria C e os morfismos f :< A,m,n >—< A" ,'m’,n’ > sdo
morfismos f : A — A’ em C tal que fom = m/'.(f ® f) e fn = n/. Entdo, Mon¢g é uma
categoria que possui antidiagonal. Outro exemplo deste caso é a categoria dos anéis, com
morfismos preservando as unidades.

Nas categorias cartesianas fechadas nao é verdade que cada objeto seja um mondide, mas
cada objeto é trivialmente um comonéide (com a diagonal A, (X) = X x X e o morfismo de
cada objeto indo no objeto terminal).

Uma categoria linear C onde existe um isomorfismo natural é : Id = A junto com os dia-
gramas comutativos correspondentes (i.e. 6 é diagonal e antidiagonal) é um modelo categérico
para RM. Isto é, para modelar a regra da contracao no sentido de cima para baixo, temos que,
dado um morfismo f: I'® A® A® X — C que corresponde ao sequente superior da regra, é
construido o morfismo para o sequente inferior: g = f.(Ir @ 6, @ 1x) : TR AR YL — C.

Da mesma forma, para modelar a regra no sentido de baixo para cima, dado um morfismo
h:T®A®Y — C, obtemos um morfismo: | = h.(lr @ 64 ®1s) : ' AR ARY — C que
corresponde ao sequente '@ AR A® X = C.

Além disto, derivacoes que se reduzem no calculo, correspondem ao mesmo morfismo na
categoria. Isto ocorre devido a que a regra de contragao-expansao nao introduz novas redugoes
sobre as ja existentes em LLI, j4 que estd indicando que os contextos nao devem distinguir
diferentes ocorréncias da mesma férmula, assim como o isomorfismo natural “nao distingue”
entre Ae A® A.
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3.3.2 LLI mais contracao e distribuicao dos aditivos
A sintaxe

Se no sistema de Calculo de Sequentes que caracteriza uma légica, algumas das regras estru-
turais tradicionais é proibida, também se perde a propriedade da distributividade dos aditivos,
propriedade valida tanto na légica Intuicionista quanto na Cléssica. Em particular, nao é
possivel provar a versao mais fraca da distributividade dos aditivos A&(B&C) = (A&B)@C.
Desta maneira obtém-se uma logica nao-distributiva. Por exemplo, a Légica Linear é uma logica
nao-distributiva. O sequente valido em LLI é F A® (B® C) = (A® B)® (A® C). Porém
este sequente nao ¢é a distribuicao entre aditivos.

Para trabalhar com uma légica onde a distributividade dos aditivos exista, deve-se re-
introduzir, no sistema, a capacidade para obter esta propriedade. Varias versoes em Célculo de
Sequentes (onde vale o Teorema da Eliminacao do corte) para l6gicas que possuem a propriedade
da distribuigao dos aditivos (e sem a regra estrutural de atenuagao) tém sido apresentadas.
Todas elas usam sistemas de sequentes de niveis superiores ou com sequéncias de dois tipos,
chamadas extensionais e intensionais, onde na verdade, uma especie de atenuacao é permitida
num destes tipos de sequéncias [Sla84]. Neste trabalho, s serd considerado o simples caso de
acrescentar a LLI um axioma inicial que expresse a distribuigdo, A&(B @ C) = (A&B) ®
(A&C) (como em [OK85]). Mas, neste caso vale um teorema de eliminagao da regra do corte
fraco, isto é, os cortes podem ser eliminados, menos nos casos onde aparece o sequente inicial.
Na verdade, parece que os relevantistas insistiram na distributividade meramente para manter
os conectivos da légica relevante (con excegao da implica¢@o), o mais parecidos possivel como
os conectivos tradicionais. Atualmente, principalmente com o surgimento da Ldgica Linear e
da Teoria da Computacao, esta idéia de manter os conectivos classicos nao parece ser assunto
de fundamental interesse.

Acrescentando a légica R~ a distributividade dos aditivos, obtém-se o fragmento positivo da
l6gica chamada R em [AB75, Dun86], mais a cotenabilidade. Esta l6gica é obtida acrescentando
ao sistema axiomatico da logica LLI, os seguintes axiomas:

(A— (A — B)) — (A— B)
A&(B @ C) — (A&B)® C

Esta logica ¢ indecidivel, devido a que o fragmento positivo de R ¢ indecidivel, como provado

em [Urq84].

A semantica

A classe dos mondides fechados, com diagonal, aditivos e distributivos, i.e., com supremos e
infimos que se distribuem entre si (a A (bV ¢) < (a Ab)V ¢), é um modelo algébrico para R,
[MR72, Bri88] onde esta estrutura é chamada de monéide de Dunn.

Por outro lado, na semantica categorica para R deve-se considerar a distribuicao de produtos
sobre coprodutos.

Uma categoria cartesiana fechada (i.e., uma categoria onde o funtor produto tem um adjunto
a direita) com coproduto é distributiva (produtos se distribuem sobre coprodutos), ji que
funtores que possuem adjunto a direita preservam coprodutos ([LS86, pag 25]).
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Nas categorias monoidais fechadas com produto e coproduto, o funtor que possui adjunto
a direita é o tensor ®. Assim ® se distribui sobre o coproduto. Isto é, tem-se a propriedade
AR (BaC) = (A® B)® (A® (), que é a condi¢ao valida em LLI. Mas, nada se diz do
funtor produto em relacao ao coproduto.

Definicao 3.12 Uma categoria C com produto e coproduto diz-se distributiva se o produto

se distribui sobre o coproduto, i.e. existe um isomorfismo natural dapc : A X (B® C) =
(Ax B)® (AxC).

Um contra-exemplo desta situagao é proporcionada pela categoria dos grupos abelianos Ab,
esta categoria é bicartesiana mas nao é distributiva [Sza78, pag 71].

Em trabalhos recentes [CS91, Coc89, BS91], tem-se apresentado o conceito de categorias com
distribuicao fraca (“weakly distributive categories”), como uma generalizacdo da distribuicao
para tensores em geral. Mas, para categorias bicartesianas esta nocao coincide, praticamente,
com o conceito de categoria distributiva [CS91, pagl1,13].

Uma categoria linear C distributiva e tal que o tensor possua diagonal é um modelo
categorico para R, ja que a transformacao natural d modela o axioma da distribuigao. Além
disto, o axioma da distribuicao nao gera novas reducoes entre derivacoes, e as derivagoes em
que aparece este axioma, nao sao reduzidas.

3.3.3 LLI e a negagao

Estender LLI para incluir a negacao, nao é muito elegante nem interessante. Na verdade, como
em LLI pode-se ter, no maximo, uma férmula do lado direito dos sequentes, as regras que
definem o comportamento do conectivo da negacao sao:

= A A =

F,_\A=> dF:}ﬁA

Note que agora pode-se ter sequentes com sucedentes vazios, caso este que nao podia acon-
tecer em LLI sem a negacao.

Na versao axiomatica, acrescenta-se ao conjunto de axiomas de LLI:

(A — —-B) — (B — —4)
Ou equivalentemente:

A —o——A

(A — B) —o (B —0 —A)

Alternativamente, pode-se acrescentar a LLI uma nova e arbitraria constante, chamada L,
através da qual possa-se definir a negacao de uma férmula. Isto é, por definicao, = A := A —o L.
Em LLI deve-se acrescentar as regras que permitam manipular esta constante e que sejam
simétricas as regras para a constante I:

I'=
1

d Le —
I'=1 1=
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Observe que a regra 14 na verdade é uma regra derivada em LLI com 1.:

1= I'=>
Corte
1, I'=
—Og
I'=1

Porém, em LLI, o sequente I', L = A nao é valido. Este sequente é o axioma que define
a constante L no caso da légica Intuicionista. Na realidade, em LLI, a constante 1 nao tem
nenhuma caracteristica especial; por isso em LLI a negacao definida é uma negacao puramente
implicacional no estilo minimal [Pra65].

Um modelo algébrico para LLI com a negacao definida através da constante 1 é o modelo
algébrico de LLI (M, < o0,e,—0,A,1,V,0) com uma constante adicional L € M. Assim, a
interpretagdo de =B := B —ol no mondide é o elemento do mondide b —o L (i.e. o pseudo-
complemento de b com respeito a L). Em [HdP91, pag 109] é mostrado que esta defini¢ao
satisfaz aos axiomas.

Por outro lado, no modelo categérico para LLI, deve existir um objeto que seja a inter-
pretacao da constante 1 da légica linear. Assim a interpretacao de =B := B —ol é o funtor
contravariante - —o_l. Como consequéncia direta de que —o é um internal-hom e é o adjunto
de ®, a interpretagdo da negacao satisfaz aos axiomas (cf. Apéndice B).

Os trabalhos originais dos relevantistas contemplaram somente o caso das légicas relevantes
com uma negacao classica. Mais recentemente, Kosta Dosen apresentou varias versoes da logica
relevante R com negagao intuicionista [Dos81].

A légica obtida acrescentado a R~ uma nova constante L e definindo -4 := A —ol, ¢
chamada RA’ [Dos81, pag 405] . Ela possui uma negagao minimal e satisfaz as condigoes:
A—o——A
(A~ B) = (~B - —A)

(A - =B) — (B — —A)

O sistema equivalente a RA’, chamado RA em [Dos81], tem como primitivo o conectivo —
e ¢ definido pelos axiomas e regras de inferéncia da l6gica R™, mais o axioma (A —o =B) —o
(B —o —A).

Na verdade, toda negacao intuicionista definida no contexto das légicas relevantes, através
de uma constante 1, é uma negacao minimal. Isto se deve ao fato que nas légicas relevantes, o
consequente de uma implicagao tem que ser uma consequéncia real do antecedente. Assim uma
regra como na Ldgica Intuicionista I', 1 = A (significando que a constante “absurdo” implica
qualquer coisa), invalida o principio das ldgicas relevantes. Nos trabalhos dos relevantistas a
constante | é chamada f e interpretada como a disjuncao de todas as falsidades légicas.

3.3.4 LLI e a Atenuacao

Embora a intengao deste trabalho seja estudar légicas relevantes, por completude e por estar
de alguma maneira relacionadas com a logica R (através da ldgica LLI), nesta se¢@o serd apre-
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sentada a logica obtida ao acrescentar a LLI a regra da atenuacgao. Esta logica, que possui a
regra da atenuagdo, mas nao a de contragao tem sido chamada ldgica Afim ([Bla90]).
A sintaxe

No Célculo de Sequentes para LLI acrescentamos a seguinte regra:

I = C
(At)

I'AT = C

Note que nesta regra é permitido introduzir (ou re-introduzir) uma férmula A, que pertence
as sequéncias de hipdteses IV e I'. Isto é, temos o seguinte caso particular:

I"'AT = C

I"'AJAT = C

Este caso coincide com a regra de expansao. O teorema de Eliminacgao do corte é provado
no artigo [OK85].

Tendo no sistema a regra da atenuagao, pode-se derivar o sequente - A® B = A&B, mas
nao a inversa.

Alternativamente, pode-se apresentar a logica Afim, como o Céalculo de Sequentes para LLI,
onde o axioma inicial da identidade A = A é substituido pelo axioma I'’/A = A. Outra
forma equivalente de obter o mesmo efeito é deixar os axiomas iniciais A = A, mas permitir a
aplicagao das regras &, e @, com diferentes contextos, i.e. substituir as regras de LLI por:

I's=A A=B NNA=C A B=C
De
A = A&B I'AJAe B=C

No sistema axiomatico para LLI, tudo o que tem que ser feito para obter a logica Afim
é acrescentar o axioma chamado Paradoxo Positivo: A —o (B —o A) e definir uma derivacao
como no caso para LLI, mas com a regra:

AFC YFB

A Y C&B

Se no sistema de Deducao Natural para LLI acrescenta-se a regra correspondente a in-
troducao de hipoteses novas numa derivagao, obtém-se um sistema de Deducao Natural para a
logica Afim, i.e., tem que se acrescentar a seguinte regra:

I'=sA A=2HB

A= B
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Alternativamente pode-se substituir a derivacao inicial A = A do sistema de Deducao Natural
para LLI, pela derivacao I'; A = A. Também, podem-se substituir as regras &; e @, por:

'=A A=2B I'=A¢B AA=C AN B=C
. @e
I, A= ALB A A = C

Assim, obtém-se diretamente o Teorema da Forma Normal.

Para obter um Calculo de Termos da légica Afim, modifica-se também o sistema LLI por
uma generalizagao que permita a introducao de varidveis novas no axioma inicial ou nas regras
de introducgao do & e de eliminacao do &.

A semantica

Uma maneira de modelar a regra da Atenuagdo é exigir que todo elemento a de M, onde
(M, ®,e) é um monéide ordenado, cumpra a < e. Assim, se bo b’ < ¢, pela compatibilidade
das estruturas, tem-se que boaobd' <boeod' <c

Daqui, pela transitividade da relacao <, obtemos boao b’ < c.

Também, se a < e Va € M, obtemos as “projecoes”, aob < aeaob < b. Isto se deve a que,
aob<aoe=aeaob < eob=>b Poroutro lado, se na definicao das “projecoes”, b é
substituido por e entao, a < e para qualquer a.

Entao podemos dizer que a classe dos mondides fechados aditivos com projecoes é um modelo
algébrico para a Légica Afim, ja que obtemos - Ay, ..., A, = Bsse Z(A;)o...0Z(A,) <Z(B)
(a prova é feita, num sentido por indugao no comprimento da deriva¢ao, no outro sentido deve-
se provar que a algebra de Lindembaum ¢é um mondide deste tipo). Também obtemos que
F= B sse e < Z(B).

No modelo categdrico precisa-se definir o conceito que caracteriza as projecoes de um funtor
tensor. Encontra-se na literatura, por exemplo, a seguinte definicao: um tensor @ : C x C
— C tem projecoes, se sua identidade I é o objeto terminal da categoria C ([Jac91, Jac92]).
Se este for o caso, temos duas transformacoes naturais, P : ® — Pm e S : ® — Sg, cujos
componentes s30 AQB — A®I e AQ B — I®@ B !, e tal que os seguintes diagramas comutam:

A QB KC) S » B ®C P > B
a id
A®B)RC P > A ®B S > B

'Observe que, A® I =2 A e I® B = B, nio se fazendo diferenca notacional entre Pa.p eba.Pyp e entre
SA,B e bB-SA,B
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AQB

Ae—S BRA_P B

AR®BC) > A

(A®B) ®C > ARB

AQBQR®C) »>B QC

\/ \/

(A®B)®C > > C

Alternativamente é possivel obter o mesmo efeito das projecao P e S através de uma tnica
transformacao natural:

Definicao 3.13 Dada C uma categoria monoidal simétrica, o tensor @ tem projecoes sse existe
uma transformagao natural p : Id — I em C, onde I € o funtor constante T : C — C, que
associa a cada objeto C' a identidade I e a cada morfismo f: A — B a identidade id; : [ — [
([HS73, pag 97]), e tal que satisfazem as sequintes equagoes:

pr = idy
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id ® P 0

AQB ®C)LBY | @eRe)zBRC AP

ARB®C__Y ®P L A®B)QI = AgB LS9

id .
ARI &A®B P& id » | XB
A c B

QA «———BXRA — p» B

P& id id ® P
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AREBQ C) 4 QP > AQI

(A®B)®C d QP > (ARB)®I

P id

AQ®BC)

° P id
v

(A®B)®C PR id e | ®C

A partir da definicao da transformacao natural p, é possivel definir as transformagoes natu-
rais Py p =1ids @ pp e Sap = pa ®idp. Os diagramas comutativos que devem satisfazer P e
S sao obtidos dos diagramas para p.

A categoria dos reticulados completos afins (onde cada conjunto nao vazio tem supremo)
com funcoes afins (fungbes que preservam os supremos) tem uma estrutura monoidal com
projecoes. Esta estrutura deve-se a que a identidade do tensor (o reticulado completo com s6
um elemento) é também o objeto terminal ([Jac91]). No caso da defini¢ao das projegoes para um
funtor tensor, através da existéncia da transformacao natural p, estamos considerando também
categorias onde o objeto I nao é objeto terminal. Mais ainda, estamos considerando categorias
que podem nao ter objeto terminal. Por tanto esta nocao é mais geral que a considerada até o
momento.

Foi visto, na segao referente a logica RM, o significado de antidiagonal numa categoria C.
Na verdade este é um caso muito particular de projecoes.
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Proposicao 3.6 Se em uma categoria simétrica monoidal existe a transformacdao natural p :
Id — T, entao a categoria tem antidiagonal.

Prova: defina 6’y = V,.ida @ pa = ba.pa @ ida. A comutatividade dos diagramas de coeréncia
e transformacdo natural para 8" sao diretos dos diagramas para a transformacao natural p.

Uma categoria linear com transformacao natural p : Id — Z, modela a Logica Afim, ja que
dado o morfismo f : IV ®T — C, que corresponde ao sequente superior da regra da atenuacao,
obtemos o morfismo f.(idr @ pa ®idr) : I'® A® ' — C, correspondente ao sequente inferior.

3.3.5 LLI mais Contracao e Atenuacao
Se ao sistema de Sequentes para LLI acrescentamos as duas regras:

I AAT = C I = C
(C) , (4) ;
AT = C AT = C

obtemos o sistema de Légica Intuicionista LJ (cf. Apéndice A), como apresentado em
[Tak75]. Com a ajuda destas duas regras estruturais pode-se provar que os conectivo de & e
® sao equivalentes (i.e., que valem os sequentes A ® B = A&B e A&B = A ® B). Obtem-se
também que as regras de —. sao equivalentes nestes dois sistemas e que a constante 1 com o
axioma ', | = A é adequada para definir -A := A — 1.

Este calculo foi chamado de LJ* em [OK85]. O Teorema da Eliminagao do corte vale para
este caso e é um fato conhecido que a Légica Intuicionista proposicional é decidivel.

Uma apresentagao equivalente a anterior obtém-se ao substituir o axioma inicial de LLI
A= AporI',A= A e considerar as letras gregas maiusculas como sequéncias sem repeticoes
(ou como conjuntos, se tiramos também a regra da Permutacao, [Pra65]).

Um sistema de Dedugao Natural pode ser encontrado em [Pra65| e uma apresentagao axio-
mética em [Avr88|.

O sistema de A-célculo que corresponde a LJ é o chamado AK-calculus (veja [Bar85]). Na
verdade, o calculo para LJ obtém-se facilmente do cédlculo de termos correspondente a LLI,
i.e., substitui-se o axioma inicial x : A = x : Apor 'z : A = z : A, onde as letras gregas
maiusculas devem ser interpretadas como conjuntos de variaveis.

Um modelo algébrico para LJ é uma algebra de Heyting (P,0,1,A,V,—), onde (P, A,V) é
um reticulado distributivo, 1 é o maior elemento do reticulado, 0 é o menor elemento e — ¢
uma operagao bindria tal que a Ab < ¢ <= a < b — ¢ para todo a,b,c em P (< é a ordem
parcial definida pelas operagdes do reticulado).

Um modelo categérico para LJ é uma categoria bicartesiana fechada [L.S86].

Mas, pensando num processo passo-a-passo e seguindo as construgoes categéricas das secoes
prévias, obtemos que comecando com uma categoria simétrica monoidal fechada C com pro-
dutos e coprodutos finitos (i.e., um modelo para LLI) e acrescentando as condigoes de que o
funtor tensor tenha “projecoes” e diagonal, nao podemos concluir que o tensor seja um funtor
produto. Isto é, chega-se a categorias com dois funtores diferentes, um que tem a propriedade
universal do produto e o outro que nao tem.
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Por outro lado, se no sistema LLI acrescentam-se as regras de atenuagao e contra¢ao (mo-
deladas pelas projegoes e pela diagonal do funtor), obtem-se a légica LJ, onde os conectivos A
e ® (modelados pelos produtos e pelo tensor respectivamente) sao equivalentes.

Na verdade o que acontece é ue na estrutura categorica é necessario acrescentar diagramas
de coherencia que relacionem o efeito da diagonal com o efeito das projegoes. Isto é, devemos
acrescentar os seguintes diagramas comutativos:

(AQB)

(A QB) R(ARB) » (A X B)

Dadas as condigbes acima, o tensor transforma-se num produto (cf. Apéndice B), e como o
produto é tinico, a menos de isomorfismos, obtemos que os dois funtores x, ® sao isomorfos.

3.4 Conclusao

A partir da Logica Linear, que tem tanto uma Teoria da Prova bem desenvolvida como mo-
delos categdricos conhecidos, apresentaram-se neste capitulo algumas extensoes desta logica.
Estas extensoes, obtidas pelo acréscimo no Célculo de Sequentes de certas regras estruturais,
correspondem, numa apresentagao da logica do género Hilbert, com ldgicas bem conhecidas
na literatura. Para cada uma delas apresentaram-se modelos algébricos e categoricos que as
caracterizam, e a partir dos sistemas de Deducao Natural obteve-se o sistemas de Termos
correspondentes.

Este capitulo cobriu a légica de relevancia R e as légicas proximas a ela. A situagao estudada
pode ser representada no seguinte desenho, onde as flechas indicam que a légica de partida é
uma extensao (que preserva provabilidade) da outra légica:

56



./

Afim R

ILL = R-W

No préoximo capitulo serao analisadas outras légicas relevantes que nao tém a regra da
comutatividade ou da associatividade no seus sistemas. No capitulo seguinte serao analisadas
algumas légicas modais e a relacao que elas tém com as logicas relevantes. Também sera
apresentada a versao modal da légica relevante R, ao estilo das modalidades de Girard, que
permitem re-introduzir num célculo, certas propriedades ausentes.
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Capitulo 4

Loégicas nao comutativas e nao
associativas

O objetivo deste capitulo é analisar algumas 16gicas nado comutativas e/ou nao associativas e
obter os correspondentes modelos algébricos e categéricos. Algumas das légicas que trataremos
aqui correspondem a certas l6gicas relevantes estudadas em [AB75] e também a 16gicas definidas
em [Hac63|, chamadas l6gicas de implicagao estrita.

4.1 A Logica Linear nao associativa

Na légica LLI o conectivo ® é associativo, i.e. em LLI é possivel demonstrar - A® (B®C) =
(A® B) ® C, além de ser comutativo, - A® B = B ® A. Da mesma forma, os contextos que
ocorrem nos sequentes sao sequéncias comutativas (isto é, multisets de férmulas) e a virgula
entre as formulas dos sequentes é a operacao que constréi sequéncias de féormulas (ou multisets).

Ao pretender estudar certas logicas achadas na literatura, como as légicas da implicagao
estrita, surgiu a necesidade de formular sequentes onde os contextos tenham uma estrutura
mais geral que a estrutura de sequéncia. Além disto, como queremos estudar estas lo6gicas mas
também queremos relaciona-las com a Légica Linear, apresentamos a seguir uma formulagao nao
associativa (de um fragmento) da Légica Linear e a partir dela trataremos de légicas relevantes
mais fracas que as légicas do capitulo anterior.

Se em LLI é restrita a capacidade de associar férmulas, entao é necessario que os contextos
sejam arvores de férmulas (ou sequéncias nao associativas) e que a virgula corresponda a uma
operacao que constroi arvores. Definiremos a seguir, de uma maneira mais precisa, conceitos
necessarios para estabelecer os calculos dedutivos para logicas deste género.

Dada uma linguagem proposicional definimos:

Definicao 4.1 () € uma arvore bindria, a drvore vazia.
(B, A) € uma &rvore bindria, onde A é uma formula. Esta drvore é denotada por A.
Se I', 3 sdo drvores bindrias, entdo (I',¥) € uma arvore bindria.

Observacao: (A, () nao é necessariamente igual a formula A, esta diferenga notacional é
importante no caso de tratar com logicas onde nao é permitida a permutagao de férmulas.
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Neste capitulo, letras gregas maitisculas denotarao arvores binarias e letras latinas maits-
culas denotarao féormulas. Casos especiais nos quais esta notacao nao é usada serao observados
adequadamente.

Também é necessaria a seguinte defini¢ao:

Definicao 4.2 A drvore II € uma sub-arvore de II.
Se (I',X) é uma subdrvore de 11, entio I' e ¥ sao sub-arvores de II.

Notacao: II[I'] denota que I' é uma sub-arvore da drvore II. Se A é uma subérvore da arvore
IT, i.e. TI[A], entdao A é chamada uma subdrvore folha ou terminal; IT[()] = IT; II[[I"y], ..., [T}]]
denota que 'y, ..., T, sdo subarvores de IT; (0,0) = 0.

4.1.1 Sistemas Formais

A seguir apresentamos uma légica (de idealizacao prépria) a través de um céalculo de sequentes
obtido a partir do calculo para o fragmento multiplicativo de LLI, mas onde a capacidade de
associar férmulas é restrita. Neste calculo, sequentes sao pares < II, A >, representados por
II = A, onde II é uma arvore e A é uma féormula. Chamamos a este sistema LLI*.

Regras Estruturais:

Y= A T[4 =B

(]dent)A:A (Corte) Y S B
(Perm)r[(A B)] = C ASSOCEF[(A, (B,C))] = D
I'(B,A)] = C I'((A,B),C)] = D
Regras Logicas:
L0, A)] = B
I, Ij——
I'((I,A)] = B D=1
I'(A,B)] = C II=A A=2-H

®
MA®B] = C “(MLA) > Aw B

A=A IB = C (I,A) = B
—0 —0

T[(A — B,A)] = C ‘M= 4B

Neste célculo estabelecemos que (A,0) = (0, A) = A. Observe que neste Cédlculo de Se-
quentes as regras Perm e Assoc, podem ser substituidas por regras similares que permitam
manipular arvores no lugar de simples féormulas. Se as regras estruturais permitem permutar
drvores, entdo lograriamos o efeito obtido com (A,)) = A, acrescentando ao célculo LLI* a
seguinte regra:

(A,0) = D
A= D

59



Observe que ha uma forma fraca de associatividade dada pela regra Assoc.. Isto tem como
consequéncia que as arvores binarias podem ser representadas através de uma forma canonica,
com todas as férmulas associadas na esquerda da estrutura. Por exemplo, a arvore

((A,B).(C,D))

(A,B)

/\ /\

é transformada, por varias aplicagoes da regra Assoc., na arvore:

. / \
VAN
A/\B

A nocao de sequentes com antecedentes representando arvores é interessante porque arvores
correspondem a estrutura mais geral obtida através de uma operacao construtora bindria. Isto
é, o conjunto das arvores é o conjunto dos termos (obtidos pelas varidveis proposicionais e a
operagao bindria virgula). Na verdade, as estruturas de multisets, conjuntos e sequéncias sao
obtidas a partir das arvores, i.e. do conjunto dos termos, fazendo certas identificagoes entre
elas (se tém os mesmos elementos, a mesma quantidade de ocorréncias dos elementos, etc.). No
caso de LLI*, a regra Perm nos permite identificar algumas arvores com as mesmas folhas e a
regra Assoc, identifica as arvores onde as folhas podem ser associadas a esquerda.

A capacidade de associar formulas a esquerda é importante para ter no sistema suficiente po-

der de demonstracao. Por exemplo, sem a regra Assoc,, na derivagao (A, (B,C)) = A® (B® C)
nao seria possivel aplicar a regra —oy.

Observe que acrescentando a LLI* o sentido de baixo para cima da regra Assoc., entao os
antecedentes dos sequentes se transforman em sequéncias e obtemos o calculo LLI (do capitulo
anterior). Uma versao totalmente ndo associativa pode ser facilmente obtida, eliminando do
calculo para LLI* a regra Assoc,. E importante observar que em [Yet90] é apresentada uma
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versao nao comutativa de logica linear. Nesse caso a regra da permutagao foi substituida por
uma regra que permuta as férmulas de uma maneira circular, chamada “cycle exchange”, mas
a operacao entre férmulas (e assim o conectivo ®) é associativa.

Teorema 4.1 Cada sequente no sistema de Sequentes para LLI* pode ser demonstrado através
de uma derivacao sem a regra do corte.
Prova: cf. Apéndice C.

Uma axiomatizacao para LLI* do género dos sistemas de Hilbert é apresentada a seguir:
e A—oA

(A— B) - ((B—oC)—o(A4—C))

(A B)@C <o A® (B ()

(A—o (B —C()) —=(B—o(A-C))

e t—o(A—0A)

o (t—0A)—oA
Este sistema possue as regras:
HFA FA-—oB FA® B —oC
- B II—A—o(B—oC’)

Proposicao 4.1 = Il = B no sistema de sequentes para LLI* sse = 1I* —o B no sistema
axiomdtico, onde IT* € a formula obtida substituindo cada virgula que aparece na drvore 11 pelo

conectivo ®, e cada ocorréncia da drvore vazia () pela férmula t.
Prova: cf. Apéndice C.

Uma formulacao em Deducao Natural para LLI* é apresentada a seguir:

A=A
T, x)] = C (T, (2,A))] = D
Perm Assoc,
.1 = ¢ H((T,3),A)] = D
A=1 T =4
1. [i——
(AT)= A D=1
I'= A®B Al|(AB)] =C '=A A=2B
Qe &
All'l =C (I''A) = A®B
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' = A—-oB A=A (I'A) = B
—0, —o

(I,A) = B 'T' = A—oB

Sendo que (A, () = (0, A) = A. Para este sistema em Dedugao Natural obtemos os seguintes
resultados:

Lema 4.1 SetT' = A et A[A] = B entao - A[l'] = B.
Prova: por indu¢do no comprimento da derivacao de A[A] = B.

Proposicao 4.2 O sequente I' = A é demonstravel no Calculo de Sequentes para LLI* sse
I' = A € demonstrdvel na formulag¢ao em dedugao natural acima.

Prova: por inducao no comprimento das derivacoes. Para mostrar que sequentes demonstraveis
no Cdlculo de Sequentes podem ser obtidos no sistema de Deducao Natural € necessdrio usar
o lema da substituicao. Para mostrar que as regras estruturais de Perm e Assoc. da Deduc¢ao
Natural podem ser obtidas no Cdlculo de Sequentes € preciso usar a regra ®. para substituir
arvores por uma formula equivalente.

Teorema 4.2 Cada sequente no sistema de Dedu¢ao Natural para LLI*, pode ser derivado
através de uma demonstracao em forma normal.

As regras Assoc. e Perm nao produzem novas formulas mdzimas em relacao a LLI nem podem
mascarar novas ocorréncias deste tipo de formulas.

Um Calculo de Termos para LLI*, equivalente a formulacao em Deducao Natural e que
possue a propriedade da substituicao, é facilmente obtido:

r: A=A
or,x)]=s:C (T, (A,X)]=s: D
Ipr=s:C j(r'A),Y)] = s: D

'=t:A A=s:B '=t:A®B Allz:Ay:B)]=s:C
A= (t®s): A® B All = (lettbez®yins): C
A=s:1 I'st: A
=11 (A,T)= (let sbeiint): A

(Ie:A)=1t:B '=t:A—oB A=s:A
'=(M\zt): A—oB (IA) = (ts) : B

Neste caso letras gregas maiusculas denotam Aarvores bindrias de variaveis com seu tipo.
Uma arvore nao pode ter ocorréncias repetidas de uma variavel e numa derivagao todas as
drvores devem ser disjuntas entre si. Além disto, (0, z: A) = (z: A,0) =z : A.

As redugobes para o calculo LLI* sdo as mesmas que das redugoes do fragmento multiplicativo
de LLI.
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Proposicao 4.3 - Ay,..., A, = A € demonstrdvel no sistema de Dedu¢ao Natural para LLI*
sse para qualquer conjunto de varidveis {xy : Ay, ..., x, : Ay} existe um termo t : A tal que
Fay: A, .., Ay =t A € obtido no Sistema de Termos para LLI.

Prova: num sentido, por inducao no comprimento da derivacao; no outro sentido por induc¢ao
na estrutura do termo t.

O sistema possui a propriedade da substituicao de termos:

Proposicao 4.4 SetT'=t: Aet Alx: Al = 1: B entio - A[l'] = l[t/z] : B.
Prova: por indugdo no comprimento da deriva¢ao Alx : Al =1 : B.

4.1.2 Semanticas algébricas e categodricas

Defini¢ao 4.3 Chamamos a uma quintupla (M, o, e, —o) de quasi-mondide fechado se (M, <)
¢ um conjunto parcialmente ordenado, o : M x M — M € uma operacdao comutativa compativel
com <; e € a identidade da operacao o. —o € a operacao de pseudo-complemento, i.e. para
cada a,b em M existe um maior x em M tal que xoa < b. Além disto, o € quasi-associativa:
(a1 0ag) oaz < ajo(ayoas).

Dado um quasi-mondide fechado (M, <,o0,e,—o) e uma fungao de interpretagdo Z em M
para as variaveis proposicionais da linguagem de LLI* que se estende indutivamente as férmulas
complexas (usando o, —o, e), temos, por indugao no comprimento da derivacao, que se - II = A
entdo Z(IT*) < Z(A), onde IT* é a férmula obtida substituindo cada virgula da &rvore II pelo
conectivo ®. Também temos que se Z(IT*) < Z(A) entdao - II = A, j4 que a &lgebra de
Lindenbaum de LLI* é um quasi-mondide fechado. Destes resultados, obtemos que e < Z(A)
sse - I = Asse = A. Por tanto, a classe dos quasi-monoéides fechados modela algebricamente
a LLI*.

Da mesma forma, um modelo categérico é facilmente obtido a partir do modelo categérico
para LLI. A idéia é associar cada formula da linguagem da légica com um objeto de uma
categoria e cada demonstracao de um sequente com um morfismo. Os morfismos sao associ-
ados as demonstracoes de tal maneira que eles espelhem a construcao passo-a-passo feita na
derivagao. Assim, a interpretacao das demonstracoes deve ser feita por inducao no comprimento
da derivacao e conectivos devem estar associados com endofuntores. Para isto, estebeleceremos
primeiro a estrutura necessaria na categoria.

Defini¢ao 4.4 Uma quintupla (C,®,1,—0) € uma categoria quasi-monoidal fechada se C €
uma categoria, @ : C x C — C é um bi-funtor, —o: C? x C — C € um funtor de “internal-
hom” tal que € adjunto a direita de ®, i.e., hom(X ® A,Y) = hom(X, A —o Y). Além disto, ®
vem acompanhado da transformagao natural a : (XQY)®Z — X®Q(Y ®Z) e dos isomorfismos
naturaisb: A S AQI, VA5 T®Ae c: XQY =Y ®X tal que satisfazem as sequintes
EqUACOES:

c.c=1d
by =1,
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AR KC > ARQ( ®C)

b& %

AQ (B ®(C ®D)) +—— (A®B) ®(CRD) <—2— (A RB)RC) QD

@ a a@id

AR®(BRC) @ D) = 2 (A®(B ®C))®D
AR B RC) +—2 (A®B) C 4+————C® (A RB)
idQ) c a

ARC®B) <42 ARC) @B «R4 _(CcRA) ®B
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AR( QC)= ARl ®C

id Qb c®id

| A C
A®C< i >(®)®

Dada uma categoria quasi-monoidal fechada (C, ®, I, —o), associamos as férmulas com ob-
jetos da categoria e os sequentes inicias com os morfismos identidades. A regra do corte estd
modelada pela composicao de morfismos, nos outros casos temos que dado um morfismo que
corresponde ao sequente superior de cada uma das regra do sistema de calculo de sequentes
para LLI*, compondo adequadamente obtemos um morfismo para o sequente inferior. Por e-
xemplo, dado um morfismo f : T[A® (B ® C)]* — E que corresponde ao sequente superior da
regra Assoc, usando aspc : (A® B)® C — A® (B® () e o funtor ® temos um morfismo

correspondente ao sequente inferior: T[(A® B) @ C]* %> T[A® (B ® C)* & E, onde a* 6
obtido aplicando o funtor ® entre o morfismo a4 p ¢ e os morfismos identidades nas férmulas
que aparecem em I'. Isto é, temos que F Il = A entdao Z(IT*) — Z(A), onde II* é a férmula
obtida substituindo cada virgula da arvore II pelo conectivo ® e cada ocorréncia da arvore
vazia () pela férmula I, e também que se F= A entao I — Z(A). Além disto, as redugoes
entre derivagoes (as redugoes de LLI* sao as mesmas que as de LLI) correspondem a equagoes
categoricas entre morfismos.

4.2 Légicas de implicacao estrita intuicionista

C.I. Lewis apresentou os sistemas l6gicos, chamados de S1-S5 ([Lew32]) como uma contribuicao
ao estudo da “implicacao estrita”. Mas, em sua formulacao o conceito da implicagao es-
trita ficou inter-relacionado com outras nocoes, tais como possibilidade, necessidade e negacao.
Hacking ([Hac63]) resolveu o problema de separar as propriedades da implicagao estrita.

A implicagao estrita, como a implicacao relevante, tenta estabelecer uma nogao de vinculo
entre as formulas envolvidas numa férmula implicacional mais forte do que a implicacao cléssica
ou intuicionista o fazem. Mas, ao contrario das légicas relevantes, Lewis nao rejeitou de vez
o axioma do Paradoxo Positivo, pelo contrario, ele entendeu que este axioma devia “ser in-
terpretado corretamente”. Essa interpretacao seria que uma formula implicacional A — B é
verdadeira quando ela é necessariamente verdade. Sem embargo, este critério nao impede de
ter certos aspectos paradoxais, chamados de falacias modais, como por exemplo, féormulas da
forma B — (A — A), que nao sao vélidas nas légicas relevantes.

Se bem Lewis nao tenha estabelecido entre os varios sistemas propostos qual seria o que
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definia realmente a nocao procurada, ele deixou claro sua preferéncia pelo chamado sistema S2.
Mas tarde, foram os sistemas S4 e S5 os que se mostraram mais interessantes.

Nesta secao serao tratados os fragmentos proposicional e multiplicativo da logica que tem
uma implicagao estrita intuicionista (no estilo da implicacao da légica classica S4) e da légica
que tem uma implicagao estrita e relevante, do género da l6gica E de [AB75].

4.2.1 Formalismos para a légica de implicacao estrita intuicionista
S4

Meyer,[Mey70], estabeleceu um conjunto de axiomas junto com a regra de M.P. para apresentar
a implicacao estrita para S4 de forma equivalente a formulagao original de Hacking ([Hac63,
pag.52]). A seguir lembramos a formulagao de [Mey70] para o fragmento multiplicativo, que
chamamos de TES4:

1. A—A

2. (A-(A—B))— (A—B)

33.A—=B)—(B—=0C)—(A—20))

4. (A— (B—C)) — (B— (A— (C)) onde B é uma férmula implicacional (permutacao
restringida).

5. B — (A — A) (atenuagao restrita).

E a regra:
FA FA—B

MP

- B
Note que para este conectivo implicacional tem-se uma espécie de atenuagao e de permutagao
restritas. Neste sistema ¢é possivel obter a regra ([Fuh90)):

HA

Assercao
F(A—B)—B
Os axiomas e regras para acrescentar o conectivo ® e sua identidade foram estabelecidos
em [MR72]:
A— (B—2C0C)

A®B—C
t— (A— A)
(t—A) — A

Um Calculo de Sequentes para o fragmento implicacional da légica da implicacao estrita
encontra-se em [AB75], onde se usa um operador p para obter a capacidade de misturar con-
textos (chamado “Merge”). Em [Kri59] é apresentado um Célculo de Sequentes (livre da regra
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do corte), sem o conectivo cotenatibilidade e com vérias férmulas nos sucedentes dos sequentes,
onde a regra da implicacao a direita tem a restricao que as féormulas no contexto devem ser
todas formulas implicacionais. Alternativamente apresentamos o seguinte sistema para a logica
[ES4:

Regras Estruturais:

' = A X[4 = B

(]dent)A:A (Corte) ST
» I'[(A,(B,C))] = D ) I'[(A,(B,C))] =D (A,0) = D
N NGA O s Aol oD ' AsD
CH[(A,A)] = B " 1[(®,C)] = D
II[A] = B I[(A,C)] = D
Regras Logicas:
[eF[(Q),C)] = B L
r|(/,C)] = B 0=1
I'(A,B)] = C '=A A=2B

®e Xa
INMA® B] =C (I'A) = A®B

I'=A ABl = C (I'A) = B

—_— —_—

" A(A—BJT) =C ‘T= A8

Observe que a regra I, é um caso particular da regra At,.

Proposicao 4.5 F II = B no sistema de sequentes para IES4 sse = 1I* — B no sistema
axiomdtico, onde I1* é a formula obtida substituindo cada virgula que aparece na darvore 11 pelo

conectivo @ e cada ocorréncia da drvore vazia pela formula t.
Prova: cf. Apéndice C.

O Teorema da Eliminagao da regra do corte nao é valido neste sistema porque por exemplo
na seguinte derivacao:

I=1
=7 —
(A1) =1
(A, 0) =1
A=1

nao é mais possivel obter o sequente A = [ através de uma derivagao sem o uso da regra do
corte, ja que s6 pode-se usar a regra da atenuacao quando existe pelo menos uma férmula no
antecedente do sequente.
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Semantica algébrica e categorica

Em [MRT72] é estabelecido que um modelo algébrico para IES4 é uma 5-upla (N, < 0 e,—),
onde (N, <) é um conjunto parcialmente ordenado, o : N x N — N é uma operagao compativel
com < (i.e.,, se a < bentdo coa < cob, e, aoc < boc) com identidade a esquerda e, a = eoa
para todo a € N, e para cada a,b € N existe o maior x € N tal que x oa < b. z é denotado
por a — b e é chamado o pseudo-complemento a direita.

Além disto, para todo ay, as, a3 € N (aj0az)oaz < ajo(azoaz), (ajoaz)oas < azo(ajoas),
e também, a <aoe,a<aoaeaob<bparatodoa,be N.

E importante observar que as condigdes adicionais impostas em [MR72] sdao dedutiveis a
partir destas.

De forma similar, podemos estabelecer o que é um modelo categérico pra IES4.

Um modelo categorico para IES4 é uma categoria C com um bi-funtor ® : C x C — C,
e um funtor de “internal-hom” [, ] : C? x C — C tal que é adjunto a direita de ®, i.e.,
hom(X ® A,Y) = hom(X, [A,Y]). Além disto, ® tem diagonais 6 : A — A® A e também vem
acompanhado das transformagoes naturais a : (X QY )7 - X (Y ®Z),d : (XQY)®”7Z —
YR(X®Z),s:A®B — B,b: A— A® I e do isomorfismo natural ¥’ : A = I ® A, com as
seguintes equacoes:

by =1,
A AA = GIA,A,A

ARl QC > AQ( ®C)

b & id id @b’

AQRC
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AQ® (B ®(C QD)) +—— (AQB) ®(CRD) «—2— (A ®B)RC) QD

@ a a® id

A®(BXC) ®D) = (AQ(B ®C)) QD

(I B)KC —>B®|®C

b& '/®b

i b'
BRI QC) «=———» BXRC
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(A ®B)®C)®D > CQ((AXB) QD)

a' Qid
(B XARC)XD id ®a
l N v
(AQC) QB D) » CRAX®EB XD))
AR C : ~BR(A®OC)
s @ id id Qs

B®C

70



A 5 > A QA id @ & > AQARA
5
a
A XA d Qo » (ARA) QA
|
5 id
| QI |
<—>b.
o)
A » AQRQA
id S
A

Com esta estrutura categérica é possivel mostrar que para todo sequente demonstravel
no logica héa associado a ele um morfismo na categoria. Para isto, verificamos que dado um
morfismo que corresponde ao sequente superior das regras do calculo de sequentes podemos
obter um morfismo para o sequente inferior. Por exemplo, dado um morfismo f : I'[4A ®
(B ® C)]* — E que corresponde ao sequente superior da regra P, usando a/y g : (B ® 4) ®
C - A® (B®C(C) e o funtor ® temos um morfismo correspondente ao sequente inferior:

I'(B® A) @ C] < ['NA® (B® C)]* = E, onde a™ é obtido aplicando o funtor ® entre o
morfismo a/y p - € os morfismos identidades nas férmulas que aparecem em I,
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4.2.2 A légica relevante E

Em esta secao serd discutida a logica relevante E de Anderson e Belnap ([AB75]). Esta légica
que num principio foi considerada, pelos seus creadores, a favorita entre as outras légicas
relevantes, perdeu logo sua hegemonia para a légica R.

A idéia ao definir a légica E foi a de restringir o efeito da implicacdo para evitar tanto os
problemas devidos ao Paradoxo Positivo quanto as falacias evitadas pelas 16gicas modais de
Lewis. Assim, esta logica tem uma implicacao relevante e estrita ao mesmo tempo.

Sistemas Formais

Em [AB75, Dun86, Mey70] é apresentado um sistema axiomético que contém um conectivo
de implicagao estrita e relevante, junto com os conectivos aditivos relevantes, uma negacao
classica e o conectivo de cotenabilidade. O fragmento multiplicativo para a légica E, E™ tem
os axiomas da logica IES4 menos o axioma da atenuagao restringida.

E_., o fragmento implicacional de E, é decidivel e é conhecido na literatura como o puro
calculo do “entailment” de Ackermann.

O sistema de Sequentes livre da Regra do Corte para E (sem a distribuigao dos aditivos e sem
o conectivo de cotenabilidade), como ele é apresentado em [AB75], foi primeiro introduzido por
Kripke em [Kri59], usando a apresentagao para a logica Classica LK. Ele modificou o fragmento
implicacional de LK em trés importantes aspectos. Primeiro, restringiu a regra da implicagao a
direita de maneira que ela possua sé uma férmula no lado direito do sequente (assim, obtendo
a légica Intuicionista), também restringiu ista regra para que o contexto de férmulas I' seja
formado s6 de férmulas cujo conectivo principal é a implicacao estrita e finalmente tirou do
calculo a regra da Atenuagao.

Em [AB75] é apresentado um sistema de Sequentes para o fragmento implicacional, usando
uma operacao chamada Merge que permite misturar contextos.

Mas, um sistema de Sequentes (sem a eliminacdo da regra do corte) para E™ pode ser
facilmente obtido do apresentado na segao anterior para a logica IES4: basta tirar de esse
calculo a regra que permite a atenuacao de férmulas.

Semantica algébrica e categorica para E™

As semanticas algébricas e categdricas para E™ sao obtidas diretamente das semanticas esta-
belecidas para [ES4.

Um modelo algébrico para E™, como definido em [MR72], é uma 5-upla (N, <, 0, e, —), onde
(N, <) é um conjunto parcialmente ordenado, o : N x N — N é uma operagao compativel com
< (ie.,se a <bentdo coa < cob, e, aoc < boc) com identidade & esquerda e, a = e o a para
todo a € N, e para cada a,b € N existe o maior x € N tal que x oa < b. x é denotado por
a — b e é chamado o pseudo-complemento a direita.

Além disto, para todo ay, as, a3 € N (a10as)oas < ajo(agoas), (a;oas)oaz < aso(ajoaz),
e também, a < aoe,a<aoaaé€& N.
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De maneira semelhante temos que um modelo categérico para E™ é uma categoria C com
um bi-funtor ® : C x C — C e um funtor de “internal-hom” [, | : C®? x C — C tal que é
adjunto a direita de ®, i.e., hom(X ® A,Y) = hom(X,[A,Y]). Além disto, ® tem diagonais
5: A — A® A e também as transformagoes naturais a : (X QYV)® 7 - X ® (Y ® Z),
d:(XeY)Z - Y®(X®Z),b: A— A®I e o isomorfismo natural ¥’ : A 5 I ® A
acompanhados dos diagramas de coeréncia correspondentes.

4.3 Loégicas nao Comutativas

4.3.1 A logica relevante T

Nesta se¢ao lembramos um fragmento da légica relevante T (“ticket and relevant entailment”),
definida em [Dun86, AB75].

A terminologia de “inference-ticket”, como usada por Ryle desde 1949, sugere que as
proposicoes implicacionais nao podem ser consideradas como sendo da mesma classe que as
outras proposigoes (por exemplo, que as conjuntivas). A proposi¢ao conjuntiva, por exemplo,
afirma os dois componentes que a formam, enquanto que uma proposi¢ao implicacional A — B
significa que a inferéncia de B a partir de A esta justificada. Segundo estas idéias, o impor-
tante é distinguir quando uma férmula implicacional é um “ticket”, uma justificativa de uma
derivagao, e quando é uma premisa com a qual pode-se continuar a derivacao. A formalizacao
destes fatos levaram a sistemas axiomadticos ([AB75]) onde se diferencia o uso das proposigoes
implicacionais: se elas sao premisas maiores numa regra de Modus Ponens sao “tickets”, se sao
premisas menores sao fatos.

Além disto, a légica T tem a caracteristica de ser nao comutativa mas é associativa a
esquerda e é permitida uma certa permutagao na ordem de alguns contextos.

A formulagao axiomadtica para o fragmento multiplicativo de T é apresentada em [Dun86]:

e A— A

e (A—-(A—B))— (A— B)

e (A=B)—(B—-0C)—=(A=0)

e (A—B)—((C—A4) —(C—B)

o !

ot — (A—A)

E as regras de M.P e
FC — (A— B)
FC®A—B
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A seguir é apresentado um Célculo de Sequentes:
Regras Estruturais:

I = A (A% = B (A,0)= D
(Ident) (Corte) _
A=A (I¥) = B A= D
P (A, (B,C)] = D A I'l(4,(B,C))] =D CH[(A,A)] = B
MBAO =0 NABL.O =D HA>B
Regras Logicas:
I' = B
[(——— lg——
(I,T) = B 0=1
((A,B),I') = C ' = A A=20B
Qe R4 A ﬁé @
(A B,T') =C (I'A) = A®B
' = A AB] =C (I'A) = B
L'+ 0, — — ———————
A[(A—B,)IN)] =C ' = A—-B

Observe que em T temos que (A®B)®C = A®(B®C)etambém (AQB)®C = B®(A®
C'). As restrigoes impostas nos contextos impedem de demonstrar: A — A® I,(I — A) — A)
o axioma da permutacao restringida (védlido em E) e a regra da assergdo que nao sao validos
em T.

A equivaléncia do sistema de Sequentes com o sistema axiomatico é provada de maneira
similar a prova para IES4; um sequente Il = A deve-se interpretar como a féormula I[T* — A,
obtida substituindo cada virgula que aparece na arvore pelo conectivo ® e cada ocorréncia da
arvore vazia () pela férmula ¢.

O Teorema da Eliminacao da regra do corte nao é véalido neste sistema porque por exemplo
na seguinte derivacao:

A=A
B=B (I,A)= A
=B —B [=A— A

=1

(0,I)= (B— B)® (A — A)

0,0) = (B—B)®(A— A)

nao ¢ mais possivel obter o sequente através de uma derivacao sem o uso da regra do corte,
ja que s6 pode-se usar a regra ®y; quando existe pelo menos uma formula no antecedente do
sequente direito.
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Semantica

Um modelo algébrico para T, como definido em [MR72], é uma 5-upla (N, <,o0,e,—), tal que
(N, <) é um conjunto parcialmente ordenado, o : N x N — N é uma operagao compativel com
< (i.e,,sea <bentdo coa <cob,e, aoc < boc) com identidade a esquerda e, a = e o a para
todoa € N, e para cada a,b € N existe o maior x € N tal que xoa < b. x é denotado por a — b
e é chamado o pseudo-complemento a direita de a e b. Além disto, (a; 0az) oas < ay o (a0 ag)
e (a1 0ag) oaz < ago (a; oas) para todo ay,az,az € N.

Da mesma maneira que nos casos anteriores, um modelo categérico para T consiste de
uma quadrupla (C,®,1,[, ]), onde C é uma categoria com um bi-funtor ® : C x C — C
e um funtor de “internal-hom” [, ] : C? x C — C tal que ¢ adjunto a direita de ®, i.e.,
hom(X ® A,Y) = hom(X, [A,Y]). Além disto, ® tem diagonais 6 : A — A® A e existem as
transformagoes naturaisa : (X ®Y)®Z7Z - X (Y ®2),d: (XY)®Z —-Y®(X®Z)eo
isomorfismo natural b : A = I® A, acompanhados dos diagramas de coeréncia correspondentes.

4.3.2 O Calculo de Lambek associativo

Ja bem conhecido, principalmente em trabalhos relacionados com linguistica computacional, o
Célculo de Lambek resulta de interesse também do ponto de vista da modelagem categorica.
Trataremos aqui da versdo associativa deste cdlculo (chamada aqui de CL), mas a versao nao
associativa pode ser obtida usando os resultados das se¢bes anteriores. Apresentamos apenas o
fragmento multiplicativo do cédlculo, os aditivos A, V podem ser acrescentados facilmente usando
os resultados obtidos para LLI no capitulo 3.

Sistemas Formais

Uma formulagao axiomatica para este sistema é apresentada:

A— A
(A ® (A2 ® A3)) — (A1 ® Az) ® A3)
t
t— (A— A)
(A= B)—((C—A) — (C— B))
FA FA— B A
MP Dem
F B F(A— B)— B
FC — (A— B) FC — (A« B)
FC®A—B FARC — B

Um Calculo de Sequentes para o Célculo de Lambek associativo é dado em [dP91b]:
' = A Y AA=B
(Corte)

(Identidade)
A=A »I,A = B
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o= A
[,——m Ij——

T = A =]

A, B,T' = C ' = A A=2B
Qe Qd

A B, I" =C '\ = A®B

= A ABY=~CC A =B
— —)d—

AJA— B TY =C ' = A—B

= A ABX=7CC ATl =B
e D S —

AT, A—B Y =C ' = A—B

Neste caso letras gregas maitsculas denotam sequéncias de féormulas. Uma prova do teorema
da Eliminagao do Corte encontra-se, por exemplo, em [Bus86, Lamb8].

Proposicao 4.6 - Ay,..., A, = A ¢é demonstrdvel no Cdlculo de Sequentes sse - A; —
(... = (A, — A)) no sistema aziomdtico.

Prova: num sentido € por inducdo no comprimento da derivacao; no outro sentido é suficiente
mostrar que 0s axiomas e as regras do sistema axiomdtico podem ser obtidos no Cdlculo de
Sequentes.

Um sistema de A-calculo, junto com o processo de redugao de termos, correspondente a CL
pode ser encontrado em [AH93].

Observe que acrescentando a regra da Permutacao ao sistema acima obtém-se que os conec-
tivos —, < sao equivalentes e assim obtemos LLI, como formulada no capitulo 3.

No proximo capitulo trataremos com mais detalhes logicas modais, mas é interessante notar
que em [dP91b] introduz se a capacidade de permutar férmulas ao cdlculo acima através de
uma modalidade (chamada k) definida pelas regras:

NAA=C k() =C
[ e(A),A=C k(I) = k(C)

A k(B),I"=C
T, k(B), AT = C

E possivel definir uma tradugao fiel entre LLI e CL. + &, isto ¢ através da modalidade w
recupera-se a capacidade de permutar férmulas existente em LLI (cf. Apéndice C).
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Semanticas algébricas e categoricas

Um modelo algébrico para o Célculo associativo de Lambek é um monoide (M, <, o, e) ordenado
nao simétrico (i.e. a estrutura monoidal é nao simétrica) bifechado, i.e. para cada a,b € M
existe um maior elemento z € M e também um maior elemento y € M tal que xoa < be
aoy < b. x é denotado por a — b e chamado de pseudo-complemento a direita. Similarmente, y
¢é denotado a < b e chamado de pseudo-complemento a esquerda. Esta estrutura é representada
pela 5-upla (M, < o0,e —,«) [dP91b].

Um modelo categérico ([dP91b] para o Célculo associativo de Lambek é uma categoria
monoidal (ndo simétrica) bifechada, i.e. uma categoria monoidal C tal que o funtor - ® A :
C — C tem como adjunto a direita um funtor de “internal-hom” A — _: C — C, e o funtor
A®_: C — C tem um funtor de “internal-hom” como adjunto a direita A «— _: C — C. Isto é,
temos os isomorfismos: hom(X®A,Y) = hom(X, A —Y) e hom(A®X,Y) = hom(X, A < Y).

Em [dP91b] é apresentado um modelo dialético para este célculo.

4.4 Conclusoes

Neste capitulo tratamos de varias logicas subestruturais mais fracas que a Légica Intuicionista.
A Logica Linear tem a caracteristica que o conectivo de tensor, que na verdade simula o efeito
da virgula que separa as formulas dos antecedentes, é associativo e comutativo. Nesta etapa do
trabalho, concentramos nossa atencao nestas duas propriedades e estudamos o efeito que elas
tém sobre o conectivo da implicagao.

Podemos relacionar as logicas estudadas da seguinte maneira:

IES4

LLI = R-W E
LLI* CL E-W

\T_W el

onde as flechas significam que tudo o que se deduz na primeira légica é obtido também na
outra. As logicas E-W e T-W correspondem as légicas E e T sem a regra da contragao,
respectivamente, [AB75, Dun86].
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Estas nao sao as unicas légicas ndo comutativas e/ou nao associativas que podem se en-
contrar na literatura, mas as aqui estudadas servem para mostrar como podem ser tratadas
outras légicas deste género. Trabalhos futuros podem se centrar na analise de logicas sub-
estruturais desta classe tanto no nivel sintatico como categérico e também sua aplicacao em
Teoria da Computacao. Neste sentido, em trabalhos recentes na area de desenvolvimento de
linguagens funcionais tem-se usado versoes da l6gica bdsica relevante B* (esta lgica nao tem
a regra Assoc, no seu calculo) como correspondendo a sistemas de tipos interessantes para a
programagao funcional ([DCGV92]).

Poderia ser de interesse analisar que classe de relagao existe, se existir alguma, entre os
sistemas de implicacdo estrita intuicionista (como o sistema IES4 estudado neste capitulo)
e os sistemas modais intuicionistas. Num quadro classico, tendo a implicagao cléssica e um
conectivo modal é possivel definir o conectivo chamado implicagao estrita; entre as duas classes
de sistemas existem traducoes fiéis. A andlise feita neste sentido, poderia resultar interessante,
por exemplo, para estabelecer o papel que a modalidade chamada < desempenha dentro de um
quadro intuicionista. No proximo capitulo estudaremos logicas modais intuicionistas, mas nao
serd feita nenhuma andlise no sentido de relacionar sistemas modais com sistemas de implicacao
estrita. Este topico pode ser de interesse para desenvolver trabalhos futuros.

Em [Pra65| ¢ definido um sistema de implicagao estrita intuicionista do género S4 como
o sistema LJ mais as regras de introdugao e eliminagao para a implicagao estrita. O sistema
definido em [Pra65] é diferente do sistema chamado aqui de IES4. O sistema de Prawitz tem
dois conectivos implicacionais e nao tem um conectivo correspondente ao tensor. Estudar a
relagao entre estes dois sistemas pode ser assunto de trabalhos futuros.
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Capitulo 5

Loégicas Modais

Neste capitulo serao tratadas varias logicas modais, isto ¢ logicas que tém um conectivo modal
na sua linguagem. Nao se encontra na literatura uma definicao clara do que deve-se entender
por um conectivo modal, mas todos os casos apresentados tém similaridades desde o ponto de
vista semantico, através da semantica dos mundos possiveis de Kripke ([HC84]), e desde o ponto
de vista sintatico, podemos dizer que sao conectivos unarios que possuem certas restrigoes de
contexto para ser introduzidos.

Primeiramente, serd acrescentada a logica LLI uma modalidade que reestabeleca o poder da
16gica R™. A 1dgica assim obtida serd comparada com a logica modal chamada R” de Anderson
e Belnap ([AB75]) e Ry 4 definida em [Pra65]. Como acontece com a Légica Linear, é possivel
obter também neste caso, modelos categéricos dialéticos, os quais sao apresentados em detalhe
no Apéndice E.

No caso da Logica Linear de Girard os conectivos intuicionistas sao refinados através dos
conectivos lineares e do conectivo modal. Em particular, o conectivo modal refina a implicacao
intuicionista através da implicacao linear. No caso das légicas modais definidas por Lewis
([Lew32]), uma modalidade é acrescentada para definir, junto com a implicacao cldssica, um
novo conectivo chamado de implicacao estrita. A implicacao estrita intuicionista correspondente
a logica S4 foi tratada no capitulo anterior, através do sistema chamado [ES4.

5.1 A Loégica Relevante Modal

O proposito desta secao ¢ descrever uma maneira semantica de acrescentar a contracao de
ocorréncias de férmulas a LLI e obter a mesma logica relevante R™. Neste trabalho a semantica
categorica ¢ a principal motivacao, pois o modelo assim obtido é muito elegante e interessante.

Na apresentacao de Calculo de Sequentes de LLI, o qual tem como modelo catégorico as
categorias simétricas monoidais fechadas com produtos e coprodutos finitos, acrescenta-se uma
modalidade, que chamaremos de !, satisfazendo as regras correspondentes a modalidade da
logica S4 e também a regra da contracao. A seguir serd mostrado que este novo sistema
corresponde ao célculo LLI mais a regra da contracao do capitulo anterior, chamado de R™.
Finalmente apresentam-se modelos para esta versao modal da légica R™.
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A 16gica assim obtida é comparada com a légica relevante chamada R” [AB75] e com Ry g4
definida em [Pra65].

5.1.1 Formulacgao sintatica
O Calculo de Sequentes

Nesta segao estuda-se a logica, chamada de LLI,. Esta légica é obtida acrescentando ao Calculo
de Sequentes de LLI uma modalidade com certas regras que definem seu comportamento.
LLI, é de elaboracao prépria, mas esta motivada principalmente nas idéias da Légica Linear
Intuicionista, onde ha um conectivo modal que simula o comportamento de regras estruturais
ausentes, e também pelo fato que modelos categéricos obtidos para a Logica Linear Intuicionista
podem ser adaptados para tomar conta de um caso mais simples como é LLI,.

Ao Calculo de Sequentes para LLI:

Regras Estruturais:

A B T' = C ' = A X AA=2B
(Identidade) (P) (Corte)
A=A I''B,AT = C 51A = B
Regras Logicas:
'l = A
[(———— lg——
I'I,T = A =1
A, B, I = C ' = A A=21B
Re Xd
A B, I = C A = A®B
= A ABX=/CC A =B
—O¢ —O4g
AA—-o B TY =C ' = A—oB
r =1 oA = A
INAA = C B, A = C r=A I'= B

&, &
[ A&B,A = C  T,ALB.A =C T = A4B

NAA=C I,BA=C = A I'= B
@
I A®BA = C ‘T AeB T = AoB

De

Acrescentamos as seguintes regras:

INAJA=B T=A
lf————— !

‘TIAA=B ‘T=a
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TIAIAT = C

l ()
AT = C

As regras ., g tém recebido na literatura os nomes dele¢ao (“derelection”) e promocao
(“promotion”) respectivamente. Estes nomes serdo usados ao longo da tese. Observe que a
regra de promocao pode ser lida nos dois sentidos, de cima para baixo e de baixo para cima,
mas a regra de delecao é para ser usada s6 no sentido natural de cima para baixo.

Na regra !4, !I' significa que cada uma das férmulas que ocorrem na sequéncia I' tem
como conectivo principal !. Em outras palavras, se I' é a sequéncia formada pelas férmulas
< Aq,..., A, >, entao !II' denota a sequencia <!A;,... A, >.

Observe que neste sistema temos que:

o AALIB —ol(A&B)
F(A&B) —olA&!B
HA®!B —ol(A® B)

A® B) —olA®IB

A
HI(1A&!B) —ol(A&B)
FI(A&B) —o!(lA&!B)

o H(A&B) —o!AR!B

o /IAR!B —ol(A&B)

O Teorema da Eliminagao da regra do corte para LLI; é provado, por exemplo em [Tro90,
pag 23], onde este teorema é provado para a Ldgica Linear de primeira ordem, chamada de ILL.
Sistema Axiomatico

O sistema axiomatico que corresponde a logica LLI} obtém-se imediatamente do sistema para
a Loégica Linear Intuicionista, como ele é apresentado em [Tro90]:

1. A—o0 A

\)

A —oB) = ((B—C)—(A-C)
A — (B —C)) - (B—o(Ad-0)
A—o(B—-o(C)) o (A® B — ()

ot o~ W

-
-
+
. (A®B — () — (A (B - ())
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10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.

Neste sistema, a nocao de derivacao I' = A, onde I' é um multiset de formulas, é definida
como sendo uma arvore tal que cada membro é da forma B - B (B aparece em I') ou é uma
instancia dos axiomas F B da lista, ou é obtido juntando arvores com as regras:

e ' - A ¢é a dltimo membro da arvore, [Tro90]. O teorema de deducao: I'; A F B entao

e % N2

(I 0A) oA
I o (A—oA)
A&B — A
A&B —o B
(A — B)&(A — C) —o (A — B&C)
A—oA@B
B—oA®B
(A—-oC)&(B —-oC)—o (A®B — ()
A—ol
0—oA
(A — B) — (1A —!B)
A —ollA
1A —o A
(A — (A — B)) - (l1A — B)
FA FA-—-oB FA FB FA

MP adj ) ——— Nec—
( ) - B (ach) HA&B HA

AFC T'FC—oB AFC AFB  FA
AT F B At C&B HIA

I'F A —o B, vale para este sistema, [Tro90].
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A Formulacao em Deducgao Natural

O sistema de Deducao Natural para o chamado fragmento multiplicativo da Légica Linear num
estilo de sequentes, como ele é apresentado em [BBAPH92], tem a vantagem sobre os outros
sistemas conhecidos na literatura que ele satisfaz a propriedade de ser fechado sob substitucao
(ou de ter a propriedade do corte) além de satisfazer o Teorema da Forma Normal. Usando
este sistema, e o sistema para LLI, obtemos imediatamente o sistema correspondente a légica
LLI,.

=14 AAA Y =18

C\
A=A AT, Y= B
=4 A=1
1. I;—
A=A =1
' = A® B AABY =C = A A=215
Re ;i
LAY =C NA = A® B
' = A—oB A=A I''A =B
—Oe _Oi
A =B ' = A—oB
ro=4 =1
I' = A&B I' = A&B '=A I'=2B
&—m— &—m— &;
= A I'=B I' = A&B
A=ApB Y AT'=C X.BI'=C = A I'=0B
D, Gi— Gi—
S, AT = C '=A®B '=A®B
=14 A =1A 0 A, =1A, 1AL 1A, = B
Del Prom
= A A, ...,A, =B

Este sistema de Deducao Natural tem as seguintes propriedades:

Proposicao 5.1 Set-1T' = A et AJA = B entao - I';)A = B ¢ uma derivacdo vdlida no
sistema de Deducao Natural acima.

Prova: por indug¢ao no comprimento de - A, A = B. E importante verificar os casos onde a
dltima regra usada envolve a modalidade !, nos outros casos usamos o resultado de LLI.

Proposicao 5.2 O sequente I' = A ¢ demonstrdvel no Cdlculo de Sequentes sse I' = A €
demonstrdvel no sistema de Deducao Natural.

Prova: por indugcao no comprimento da derivacao, usamos os resultados para LLI e do Lema
da Substituicao acima.

Teorema 5.1 A cada derivagao no Sistema de Deducdo Natural acima corresponde uma deri-
vag¢ao normal.

Prova: as reducoes necessdrias sao apresentadas em forma de passos de contracdo de termos,
na proxima Se¢ao.
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5.1.2 O Calculo de Termos

Para obter um calculo de termos para a légica LLI, usamos também aqui o sistema obtido para
o fragmento multiplicativo da Ldgica Linear Intuicionista em [BBdPH92|. Para isto deve-se
acrescentar ao calculo de termos correspondente a logica LLI as seguintes regras de formacao
de termos:

I'=t:14 A=t AL A, =t A, o AL, A, = s B

' = ( derelict t) : A Ay, ..., A, = ( promote ty,...,t, for z1,...,x, in s) :!B

'=t1A Az:!Ay!!A=s:B

A= (copytasz,yins): B
Com as seguintes redugoes acrescentadas ao conjunto de redugoes de LLI:

e redugoes operacionais:
derelict ( promote t1,...,t, for z1,..., 2, in s) — s[t1/z1,...t,/x,]

e reducgoes permutativas:

1. copy ( promote ti,...t, for z1,...,z, int) as y,z in u —
(copy,t; as 2%,y in u[( promote x|, 2}, ... a) for x1,...,x, in t)/y,
(promote yi, Y5, ...,y for x1,...,x, int)/z] copy;t; as z},y., 0 <i < n, significa
aplicar n vezes a regra “copy”.

2. promote ( promote ti,...,t, for xy,...,z, in f),l,... I, for y,ys, ..., ym in g —
promote ti, ..., ty, by, ... Ly for ... 2y, Y in
(g[ promote ...,z for x1,...,z, in f/y])

3. derelict ( case u use (i1x) then t else use (ipy) then s) —
case u use (i1x) then derelict () else use (ioy) then derelict (s)

derelict ( copy e as x,y in f) < copy e as x,y in derelict (f)

(copy e as x,y in f)g — copy e as z,y in (fg)

let (copy e as z,y in f) be z®@w in g — copy e as z,y in (let f be z®@w in g)
let ( copy e as x,y in f) beiin g — copy e as z,y in ( let f be 7 in g)

copy ( copy e as x,y in f) as z,w in g < copy e as x,y in ( copy [ as z,w in g)

e R A

case ( copy t as z,y in s) use (i1x) then [ else use (isy) then m —
copy t as x,y in ( case s use (i;x) then [ else use (ioy) then m)

10. m1( copy e as z,y in f) — copy e as x,y in m(f)
11. mo( copy e as z,y in f) — copy e as z,y in ma(f)

e reducoes 7:
promote z for x in ( derelict (z)) — z
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e reducgoes &:

1. t~t es~ s entdo copytasz,yins ~ copyt asz,yin s
2. t ~ t' entao derelict t ~ derelict ¢/

3. ti~t), ...ty ~t e s~ s entdo
promote ti,...,t, for x;,...,x, in s ~ promote t|,...,t, for xy,...,x, in

Proposigao 5.3 - Ay,..., A, = A € demonstrdvel no sistema de Dedug¢do Natural para LLI
sse para qualquer conjunto de varidveis {x1 : Ay, ..., x, : Ay} existe um termo t : A tal que
Fay: Ay, o, Ay =t A € obtido no Sistema de Termos para LLI,.

Prova: por indugdo no comprimento da deriva¢ao. Os aziomas (base da indugdo) sao traduzi-
dos em aziomas. Os casos indutivos, determinados pela ultima regra de inferéncia usada na
derivacao, sao obtidos das hipoteses indutivas e a correspondéncia entre as regras que definem
cada sistema.

Teorema 5.2 ~» € normalizdvel.
Prova: stmilar a prova para a deducao natural.

Este sistema difere do encontrado normalmente na literatura para a Légica Linear com o
conectivo modal linear ! (além de nao ter a atenuagao de férmulas modais) em que ele possui
a propriedade da substituicao de termos:

Proposicao 5.4 Se-T'=t: Aet-Ax: A=1:B entaotT,A=I[[t/z]: B.
Prova: usando os resultados para LLI e de [BBdPH92].

5.1.3 Traducoes entre LLI, e R~

Para comparar a logica modal LLI, e a légica R™, precisa-se definir uma traducao entre as
formulas e sequentes, ja que as linguagens em que elas estao definidas sao diferentes. Para isto
consideraremos que as logicas sao apresentadas através de sistemas de Calculo de Sequentes o
que facilitara as provas dos resultados obtidos, mas isto nao é de muita relevancia.

Seja uma légica A com uma linguagem L, e outra légica B com uma linguagem L’. Dada
uma fungao, m : F(L) — F(L'), que traduz as férmulas de A nas férmulas de B, definida
por indugao na estrutura das férmulas de A, definimos uma funcao F : Seq(L) — Seq(L’)
da seguinte forma: F[A;,..., A, = Bi,...,Bn] = G[f(A1),..., f(An) = f(B1),..., f(Bm)l,
onde G é uma fungao na linguagem de B, G : Seq(L') — Seq(L’).

Se F é tal que o T' = A entao g F[I' = A], dizemos que F' é uma tradugdao da 16gica A
na logica B .

No caso em que G seja a funcao identidade, a definicao acima converte-se na usual definigao
de “embedding” achada na literatura [PM68].

Uma propriedade importante das tradugoes é que ela seja fiel (“faithful”), i.e. Fg F[I' = A]
entao A I' = A, pois garante que os sequentes obtidos pela traducgao precisam sé das tradugoes
das regras de A para suas demonstragoes.
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Da mesma maneira que os simbolos intuicionistas podem ser considerados como definidos
na Légica Linear (|Gir87, pag.78]), podemos ver que os simbolos relevantes podem ser também
definidos na Légica Linear, na verdade no seu fragmento chamado aqui de LLI,.

Seja L” a linguagem da légica LLI, e L a linguagem da LLI. Seja a fungao ¢ : F(L) — F(L')
dada pela seguinte definicao recursiva:

t(A) = A, se A é uma férmula atomica
t(A —o B) =lt(A) — t(B)

t(A® B) =lt(A)!t(B)

t(A&B) = t(A) & t(B)

t(A® B) =lt(A)@!t(B)

Esta traducao pode-se estender as demonstragoes, e ela é fiel:

Proposicao 5.5 - I' = A no Cdlculo de Sequentes para R~ sse Flt(I') = t(A) no Cdlculo de
Sequentes para LLIL'.
Prova: por indugdo no comprimento da prova I' = A.

Para provar o sentido de direita para esquerda da proposicao usa-se o fato de que € possivel
definir uma traducao t', de LLIL para R~ :

t'(A) = A, se A é uma férmula atémica
t'(A — B) =t'(A) - t'(B)

t'(A® B) =t(A) @t (B)

t'(A&B) =t'(A) & t'(B)

t'(Ae B)=t(A) @t (B)

t'(1A) = t'(A)

E que esta tradugao € tal que t' .t(A) = A.

LLI, é um refinamento da légica R~ através da implicagao linear e um conectivo modal.
Isto é, a implicagao relevante da 16gica R~ foi decomposta através da implicacdo linear (mais
simples) e um novo conectivo que é uma modalidade. !A significa que se tem ao menos uma
ocorréncia da férmula A.

A relagao entre as logicas envolvidas neste quadro é mostrada na seguinte figura:

lse ' =< Ayq,..., A, > entdao H(T') =<!t(A1),...,"t(A4,) >
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Y

L < ILL

LLI,

\%

LLI

Onde ILL ¢ a Ldgica Linear Intuicionista com sua modalidade (vide Apéndice A). As tradugoes
[,I' sdo as traducoes entre a Logica Linear e a Intuicionista ja bem conhecidas na literatura
([GL87 dP88]) e definidas por:

[(A) = A se A é atomica
I(ANB)=1(A) & I(B)
I(AV B) =ll(A)al(B)
I(A— B)=!ll(A) - I(B)

A) = A se A é atomica

A&B) =1U'(A) Nl'(B)

A@® B) :l’( )V I (B)

A® B) = I'(A) AI(B)

I'(A— B)=1(A) = l'(B)

1A) =1'(A)

A traducao ¢ significa a inclusao entre as logicas correspondentes.

E importante observar que é possivel definir uma traducao fiel entre R~ e o sistema CL +
K (cf. capitulo 4) com as regras:

A= B T=A
IN'A= B T =!A

IVAJJAJA= B I'= k(A)
INAJA= B =14
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Isto significa que os conectivos relevantes podem ser decompostos através de conectivos
mais simples que os lineares, como os conectivos do Célculo de Lambek e os conectivos modais
que reintroduzem as propriedades de permutar e contrair ocorréncias de formulas. Neste caso
a traducao é definida como a traducao de LLI em CL 4+ &k estendendo adequadamente ao
conectivo !.

5.1.4 A semantica algébrica

Usando a apresentacao do modelo algébrico para a Légica Linear com o conectivo modal !
(por exemplo, como ele é tratado em [Avr88, pag 181] e em [Tro90, pag 49]) pode-se obter
inmediatamente um modelo algébrico para LLI,.

Defini¢ao 5.1 Um mondide modal (M, < 0,e, M) é um mondide ordenado (M, < o,e), com
uma nova operac¢ao M : M — M que satisfaz as sequintes condigoes:

M(a) < a
M(a) < M(M(a))

a<b entio M(a) < M(b)
M(e) = e

M(a) o M(b) < M(aob)

As condicoes 1 e 2 acima sao as duais das condi¢oes para um operador de fecho em um conjunto
parcialmente ordenado; chamaremos este género de operador de co-fecho. As tultimas duas
condicoes relacionam o comportamento do operador de co-fecho com a operagao monoidal.

A classe dos monéides fechados, aditivos (i.e. um modelo para LLI) e modais tal que M(a) <
M(a) o M(a) é um modelo algébrico para a légica LLI,. Isto se deve a que dado um mondide
modal (M, <,0,e, M), M é uma operagao undria e compativel com < por 3 da defini¢ao de
monoide modal. Além disto, dada uma fungao de interpretacao, Z, das varidveis proposicionais
nos elementos de M que se estende indutivamente as férmulas complexas (interpretando I como
e, ® como o, | como M, etc.), podemos refletir a relagdo de dedutibilidade da légica LLI; na
estrutura monoidal:

Delegao por 1 da definigado de monéide modal temos M(a) < a, usando a compatibilidade da
operagao temos que: Z(Ay)o...0Z(A,)oM(a)oZ(By)o...0Z(B,,) <ZI(Aj)o...0Z(A,)o
aoZ(By)o...0oZ(B,,) <Z(C), onde a ultima desigualdade é a hipétese que corresponde
ao sequente superior da regra. Por transitividade temos o resultado desejado.

Promocgao dado M(aq) o...o M(a,) < a, correspondendo ao sequente superior, pela com-
patibilidade das operagoes temos que: M(M(ay)o...o M(a,)) < M(a).

Por outro lado temos, usando 2 da definigdo de monédide modal: M(aq)o...o M(a,) <
M(M(ay))o...o M(M(a,)) < M(M(ay)o...o M(a,)), onde a tltima desigualdade

deve-se ao uso de 5 da definicao de mondide modal.
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Por transitividade, temos que M(aj)o...o M(a,) < a, que é a interpretagao do sequente
inferior da regra.

C! dado M(a) < M(a)oM(a), por compatibilidade temos que: ajo...0a,0M(a)ob;o...0ob,, <
ajo...oa,oM(a)oM(a)ob o...0b, < c onde a tltima desigualdade é a hipdtese
correspondente ao sequente superior. Por transitividade obtemos o resultado desejado
correspondente ao sequente inferior.

Na definigao da operagao de co-fecho temos que e < M(e). Isto é necessario porque no
sistema temos a seguinte derivagao:

=7
——  Prom
=7
I
=1

Para provar que se em qualquer monéide fechado, aditivo e modal temos Z(A;) o...Z(A,) <
Z(B) entao - Ay,..., A, = B é suficiente mostrar que a algebra de Lindenbaum de LLI, é um
monoide deste tipo. Podemos, entao obter que F=- B sse - I = B sse e < b.

Se | satisfizesse também a regra
I'= B

IN'A= B

isto é, se | for o conectivo modal da Légica Linear Intuicionista, entao M deveria satisfazer
também que M(a) < e. Esta semantica algébrica é equivalente & seméantica apresentada, por
exemplo em [Avr88, Tro90], para a Ldgica Linear com o conectivo modal !. A diferenga da
semantica aqui apresentada é que nos trabalhos citados exige-se uma espécie de distribuicao
entre a operagao monoidal e a de infimo: M(x) o M(y) = M(z&y) que na verdade é uma
condigao equivalente as exigéncias apresentadas aqui (cf. Apéndice D). Por outro lado, como
serd mostrado na proxima se¢ao, a modelagem categorica apresentada aqui é mais geral que as
ja conhecidas.

5.1.5 A semantica categorica

Como uma generaliza¢ao de um operador de fecho num conjunto parcialmente ordenado, define-
se a nogao, em Teoria de Categorias, de mdnada (“monad”) ou tripla, [LS86, pag 27]. A nocao
dual, correspondendo a um operador de co-fecho , é a de coménada (“comonad”) ou cotripla.

Defini¢ao 5.2 Uma coménada (ou cotripla) numa categoria C € uma tripla (T,06,¢), onde
T:C — C éum funtor, § : T — T? ec: T — Id sao transformagoes naturais (chamadas de
comultiplicagao e counidade respectivamente) tal que os sequintes diagramas comutam:
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0 Td
\ \
2 oT 3
T » T
€T 2 Te
T - T > T
id o id
T T
T

As seguintes definigoes serao também tteis para definir a no¢ao de modelo para LLI,

Definig¢ao 5.3 Sejam (C,I,®,a,b,c),(C',I' & d' b, ) categorias simétricas monoidais, um
funtor F' : C — C" é um funtor monoidal se eziste um morfismo i : I' — F(I) e uma

transformagao natural T 1 F(_) ® F(.) — F(_® _) que satisfazem os sequintes diagramas
comutativos:

. Rid
F(A) ® (F(B) ® F(C)) — (F(A) ® F(B)) ® F(C) T—> F(AQB)X F(C)
id @'t

F(A)®@ FBR®C) ' 5 F(A QB QC) @ _pF(AR®B) ®C)
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I ® F(A) ' ¥4 Fi) ® F(A)

b' T

FA) <q— 2 F(I @A)
F(A) ®' F(B) ' > F(A ®B)
c' F(c)
F(B) ®' F(A) ! » F(BXA)

Definicao 5.4 Sejam F,F' : C — C' dois funtores monoidais, uma transformacao natural
o : F — F' € uma transformacao natural monoidal se ela satisfaz os sequintes diagramas
comutativos:

F(A) ® F(B) ! > F(A ®B)
c&®o o
F'(A) &' F'(B) r » F(ARB)
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F(1) > F())

Definigao 5.5 Uma categoria simétrica monoidal modal (C,/) € uma categoria simétrica monoidal
C com uma comonada monoidal (!,6,¢), i.e. o funtor ! é um funtor monoidal e as trans-
formacoes naturais €, sao monoidais.

Com estas defini¢oes temos que uma categoria linear (i.e. uma categoria simétrica monoidal
fechada com produtos e coprodutos finitos) modal (C,!) é um modelo categérico para o frag-
mento de LLI, sem a regra da contragao, i.e. LLI - C! (cf. Apéndice D).

Para obter um modelo categérico para LLI, precisamos definir mais algumas nogoes categoricas:

Definigao 5.6 Um co-semigrupo numa categoria monoidal C é um par < A, m >, onde A é um
objeto da categoria C junto com um morfismom : A — A® A (chamada de comultiplica¢do)
tal que o sequinte diagrama comuta:

A s A 8T agaan
id a
A m r A A MRid  y (ARQA) ®A

Definigao 5.7 Um morfismo de co-semigrupos [ :< A,m >—< A',m’ > € um morfismo
f:A— AemC tal que m.f = (f® f).m’

Proposicao 5.6 Os co-semigrupos de uma categoria C com os morfismos de co-semigrupos
definem uma categoria chamada de Cosemg.

Prova: O morfismo identidade id<y > < A;m >—=< A,m > € definido pela identidade
idg : A — A em C, jd que neste caso temos m.idy = (idg ® ida).m = idaga.m.
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A composicao de morfismos [ < A,m >—< A.m/ >,g :< A\,m' >—< A", m" > ¢
definida pela composicaio em C, g.f : A — A" jd que neste caso temos m.(f.g) = (f ® f).(¢ ®
g)-m”

Definicao 5.8 Um co-semigrupo comutativo € um co-semigrupo < A, m > tal que c4 4.m = m.

Proposicao 5.7 Os co-semigrupos comutativos definem uma subcategoria plena Cosemcom
da categoria Cosem.
Prova: direto.

Definigao 5.9 Decimos que uma !-codlgebra < A, h > tem estrutura de co-semigrupo comu-
tativo se existe um morfismo m: A — A® A tal que a.(id @ m).m = m.(m ® id) e c.m = m.
que € um morfismo de codlgebras (entre as codlgebras < A;h > e < A® A, b/ >).

Um modelo categérico para LLI; é uma categoria linear (i.e. uma categoria simétrica
monoidal fechada com produtos e coprodutos finitos) modal (C,!) tal que cada !-codlgebra
livte <!A,6 > tem estrutura de co-semigrupo comutativo e cada morfismo de codlgebras
livres é um morfismo de co-semigrupos (cf. Apéndice D). Denotamos a condigdo acima por
C, <« Cosemcomg.

E possivel provar o seguinte resultado com o qual podem-se obter condigoes para estabelecer
o modelo acima:

Proposicao 5.8 Seja C uma categoria monoidal, se o funtor de esquecimento

U : Cosemcom¢ — C tem um adjunto a direita R, entdo a coménada (T, 06,¢) definida em C
pela adjuncao entre U e R € tal que Cosemcom¢ = CT'.

Prova: cf. Apéndice D.

O seguinte resultado relaciona no nivel dos modelos categéricos as 1égicas R~ e LLI,. A
traducao t : R~ — LLI, nos diz que uma demonstracao de um sequente I' = A na logica R~
corresponde-se com uma demonstracao de !¢(I") = t(A) na l6gica LLI,, e vice-versa. Como
demonstragoes da logica correspondem a morfismos numa categoria, temos que morfismos B —
A da categoria que modela R~ estao em correspondéncia biunivoca com morfismos da forma
(B) — A da categoria C que modela LLI (! é o funtor da coménada que modela LLI), mas
os morfismos da forma !(B) — A sdo morfismos de B em A na categoria de Kleisli de C.

Proposicao 5.9 Seja uma categoria simétrica monoidal modal (C,!) tal que: 1- C, < Cosemcomg,
2- a categoria de Kleisli € fechada sob o produto tensorial induzido em C,, 3- b.my = id);, en-

tao C, € um modelo para o fragmento multiplicativo da logica R~ do capitulo anterior, i.e. a
categoria de Kleisli é uma categoria simétrica monoidal fechada com diagonal.

Prova: a proposi¢ao usa o fato estabelecido em [BBAPH92] que uma categoria simétrica mo-
noidal fechada com uma comoénada monoidal (C,!) induz uma estrutura simétrica monoidal
fechada na categoria de Kleisli dessa comonada se C, € fechada sob o produto tensorial induzido

em ela. Além disto, se cada !-codlgebra livre <!A,6 > tem estrutura de co-semigrupo comuta-

tivo <!A,m > e b.my; = idy; entao m € uma transformacao natural do funtor Id em A’ (pela
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equacao da definicdo de morfismo de co-semigrupo) e satisfaz os diagramas comutativos da
definicao de diagonal (pela definicdo de morfismo de co-semigrupo comutativo e por hipdtese).

Se além disto, a categoria C tem produtos finitos (X, com objeto terminal 1), a categoria
dos comonoides também tem produto: se < A,m >, < A',m’ > sdo dois comonoides, entao
< Ax A" 'm" > é o produto em Cosecome, onde m" : Ax A" — (Ax A") x (Ax A’) € definido
por m'’ = (ZdA X cq,A X idA/).(m X m’).

E interesante notar aqui que a categoria de Eilemberg-Moore nao tem razao para ser fechada,
isto é nem sempre é possivel definir um “internal-hom” para as codlgebras. Se ! satisfaz também
a regra que permite a atenuacao de férmulas modais, i.e., ! é o conectivo modal da Ldgica
Linear, entao no modelo categérico para LLI, deve-se exigir também que cada !-codlgebra livre
<lA, 6 > tenha um morfismo e :!A — I que seja um morfismo de codlgebras, i.e., que cada !-
coalgebra livre tenha uma estrutura de comondide comutativo que se relaciona com a estrutura
de coélgebra, [BBAPH92].

Esta apresentacao de modelo categorico para a Logica Linear é mais geral que a formulagao
j& bem conhecida em Ldgica Categérica proposta por Seely ([See89]). Isto deve-se ao fato que
se a categoria C é simétrica monoidal fechada com uma comoénada monoidal (!, 6, ) que produz
em cada !-codlgebra uma estrutura de comondide comutativo tal que os morfismos m e e sao
morfismos de codlgebras, entdao a subcategoria plena C® dos objetos exponenciavéis em C é
cartesiana fechada (e contém a categoria de Kleisli C,). Em outras palavras, se a categoria C
¢ um modelo para LLI, entdo a categoria C® ¢ um modelo da Légica Intuicionista. O modelo
proposto por Seely [See89] corresponde ao caso quando a categoria C® é a prépria categoria de
Kleisli. Uma discussao mais detalhada deste tépico encontra-se em [BBAPH92, pag 39-43].

A vantagem deste modelo, além de ser mais geral e assim cobrir casos que no modelo original
de Seely nao seriam considerados, é que ele é “modular” no sentido que cada um dos conectivos
pode ser tratado independentemente, na verdade cada conectivo esta sé relacionado com o
tensor (que é a interpretacao da virgula do Célculo de Sequentes e/ou da Dedugao Natural).

Em [dP88] sdo apresentados dois modelos categdricos para a Légica Linear, chamados de
Categorias Dialéticas. Essas categorias chamadas de DC e GC diferem na definicao dos mor-
fismos, mas os objetos sao os morfismos monicos f : A — U x X com A,U, X objetos de
uma categoria base arbitraria C com limites finitos. DC e GC sao simétricas monoidais, e
se a categoria C ¢é cartesiana fechada (com produto x) entdo as categorias DC e GC sao
simétricas monoidais fechadas. Em GC é possivel definir também um outro tensor, que servira
para modelar o conectivo multiplicativo O (chamado par), no caso da Ldgica Linear Cléssica.
Além disto, se C tem coprodutos (@) disjuntos e estaveis sob “pullback” entao DC e GC tem
produtos e também coprodutos (fracos no caso de DC).

Se C tem também uma estrutura de mondide livre, i.e. que existe uma adjuncao entre o
funtor F': C — Monc e o funtor de esquecimento U : Monc — C, entao é possivel definir em
DC uma comonada tal que junto com a categoria DC modelam a Loégica Linear Intuicionista
com modalidade. Em GC a comonada necessaria para modelar a Logica Linear com ! é obtida
como a composi¢ao de duas comonadas.

Estas construcoes DC e GC, entao sao um exemplo das categorias que modelam a logica
LLI. Para se transformar num exemplo “exato” das categorias que modelam a logica LLI, deve-
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se ter uma comoénada como a que foi definida no caso descrito em [dP88] mas que dependa dos
semigrupos livres de C (para mais detalhes sobre esta construcao cf. Apéndice E).

5.2 A légica modal intuicionista S4

Nesta secao é tratada a versao intuicionista do fragmento proposicional da logica S4. Esta
formulagao é obtida como uma extensao do fragmento proposicional da Loégica Intuicionista
acrescentando uma modalidade que satisfaz as mesmas propriedades que a modalidade da
logica classica S4.

5.2.1 Formalismo para 1S4-
A formulagao axiomatica

A formulacao axiomatica da légica desta secao é obtida acrescentando a qualquer formulacao
axiomatica da Légica Intuicionista axiomas que tratam da modalidade. Escolhemos aqui, uma
particular axiomatizacao para a Loégica Intuicionista que, apesar de nao ser a minima, ela
facilita a comparacao com as outras logicas tratadas nesta tese:

o« A A
(A=B)—(B—C)—=(A—=0))
(A—(A—B))— (A— B)

(A= (B—0C)) = (B— (A=)
A= (B — A)

AANB — A

e ANB— B

(A= BYA(A—C) = (A— BAC)
e A—- AV B

B— AVB
(A-C)AN(B—C)— (AVvB—C)
e | A

e Aol
e 0—o0A

Junto com as regras de M.P. e adjuncao.
A légica modal intuicionista [S4- esta definida acrescentando ao conjunto de axiomas e
regras acima, os seguintes esquemas:
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e A — A
e A —-0OOA
° D(AHB)H(DA—)DB)

E a regra da Necessidade:
HA

nec

F OA

Note que + O(AA B) — (DA A OB) e também sua inversa e que F O(A — B) —
O(O0A — OB). Na verdade, uma apresentacao equivalente para a logica tratada aqui é obtida
substituindo os dois tltimos axiomas da lista acima por J(A — B) — O(0A — OB) ([Aqv64]).

= A é definido como é habitual por A — 1.

Calculo de Sequentes

Um célculo de Sequentes correspondendo aos axiomas acima pode ser obtido acrescentando
ao Célculo LJ (cf. Apéndice A) as regras que manipulam o conectivo modal. Este sistema é

chamado aqui de 154-:
Regras Estruturais:

A, B,T' = C A = B
A

(Identidade) (P) (A)
A=A IB,AT = C I'NA,A = B
r= A4 X AA=2EB IAJALA = C
(Corte) ()
., I''A = B LAA = C L A=A
Regras Logicas:
= A ABY=~CC A =B
—1 —r
AA— B T)Y =C ' = A—B

r =1 oA = A

INAA = C I''B,A = C = A I'= B
A A A,
'TAANBA = C 'TAAB.A =C I = AAB

NAJA=C TI''BA=C = A I'= B
v v,
: T AVB,A = C I = AVB T = AVB
INAJA =B OAq,...,04, = A
O O,
'ToA A = B OA4,,....04, = OA
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As duas ultimas regras, as mesmas usadas no caso da légica LLI,, sdo chamadas de Delecao
e Promogao. As letras gregas maiusculas significam sequéncias de férmulas.

Em légica classica modal, também existe o operador modal de possibilidade, representado
normalmente por <. Sendo que ¢ A, quando se trabalha num contexto classico, é definido por
—0-A, mas no caso intuicionista o tratamento deste conectivo é bem mais dificil. Esforcos
estao sendo feitos neste sentido para tratar também este conectivo num contexto intuicionista
e assim estender o trabalho de [BMdP92], apesar de ndo existir um consenso se este conectivo
deve formar parte da formulacao intuicionista ou nao. Na verdade, a situagdo que temos pode
ser descrita da seguinte maneira: se pensamos na formulacao para a Logica Intuicionista com
multiplas férmulas no lado direito dos sequentes (menos na regra —,., como em [Tak75]), faz
sentido ter regras para manipular o conectivo modal <, similar as regras da formulacao classica.
Este conectivo nao é definivel na légica que chamamos aqui de IS4-, e IS4- é diferente da logica
descrita acima com as duas modalidades (e multiplas férmulas nos sequentes). A relagao entre
estas duas logicas parece ser similar a encontrada comparando FILL e ILL.

Nesta etapa do trabalho concentramos nossa atengao (como faz Prawitz em [Pra65]) na
légica que possui o conectivo modal da necessidade e que tem s6 uma férmula no lado direito
dos sequentes.

A formulagao em Dedugao Natural

A seguir serd lembrado o sistema de Deducao Natural que foi apresentado em [BMdP92] e
que é mais adequado que a formulagdo de Prawitz (chamada lg4, [Pra65]) porque satisfaz
a propriedade de ser fechado sob substituicao e também ao Teorema da Normalizacao. Na
verdade, esta formulacdo apresenta uma maneira sintatica de introduzir no calculo a idéia de
uma férmula “ser essencialmente modal” de Prawitz ([Pra65, pag 76]). No caso de Prawitz,
essa nocao foi necessaria para evitar a introducao de férmulas méaximas ao longo de derivagoes;
mas os passos do processo de normalizacao sao mais faceis para se tratar com nossa formulacao.

I'=1
A=A r=A4
' = A—-—B A=A I'A =B
—e — ——
I''A =B ' = A—B
'=A A=2B I'=AAB I'=ANAB
: Ne———  Ne—m————
A= AAB = A I'=~B
A= AVvB Y ATl'=C Y BI'=C = A '=2~RB
Ve Vi——— V—
DY AT =C I'=AvVB I'=AVB
A1:>DA1An:>DAn DAl,,DAniB I'=0A
Prom Del ————
Ay,...,A,= 0B =4

Onde as letras maiusculas gregas significam conjuntos de férmulas.
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O Calculo de Termos

Similar ao caso tratado na se¢ao anterior e nos trabalhos [BMdP92, Mer90], um sistema de
termos correspondente a logica [S4- é:

I'=t¢:L

r: A=z A I=ct(t): A

e:A=t:B '=t:A—-B A=s:A
'=s(M\t):A—B A= (ts): B

'=>s:A A=t:B '=t:ANB '=t:ANB
A= (txs): ANB I'= (mt): A ['= (mt): B

I'=st¢: A I'=t¢t:B

'=u:AVB Axz:A=t:C A,y:B=s5:C

' A, A" = (case u use (i1x) then ¢ else use (iyy) then s) : C

I'=¢t:0A4

I' = (derelict ¢) : A

A=t :0A,...,A,=t,: 04, x:0A4..2,:04,=s:B

Ay, ..., A, = ( promote ty,...,t, for z1,..., 2, in s) : OB

Onde as letras maitisculas gregas significam conjuntos de varidveis (com seu tipo).
O seguinte conjunto sao as reducgoes para os termos do calculo acima:
redugoes operacionais:

o (Az.t[z])s — t[s/x]

o m(txs) — t

o Myt Xs) — s

e (case i;r use (i1x) then ¢ else use (iyy) then s) — t[r/z]

o (case igr use (i1x) then ¢ else use (igy) then s) — s[r/y]
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e derelict ( promote ty,...,t, for zy,..., 2, in s) — s[ty/xq,... /2]
reducoes permutativas:

e 7( case u use (i1z) then t else use (izy) then s) —
case u use (i1x) then mt else use (igy) then ms

e my( case u use (i1x) then t else use (iyy) then s) —
case u use (i1x) then mot else use (igy) then mys

e (case u use (iyz) then t else use (ioy) then s)w —
case u use (i1x) then tw else use (iyy) then sw

e (case ( case r use (ija) then t else use (igb) then s) use (i1a’) then #/
else use (igb') then ') —
( case r use (ija) then ( case t use (i;a’) then t' else use (izb") then s)
else use (i9b) then ( case s use (iya’) then ¢’ else use (igb’) then §'))

e derelict ( case u use (iyx) then ¢ else use (isy) then s) —
case u use (i1x) then derelict (t) else use (iyy) then derelict (s)
o c( case u use (i;z) then t else use (ipy) then s) —
case u use (i;z) then e(t) else use (izy) then e4(s)

e promote ( promote ty,...,t, for zy,...,z,in f),l1,... L, for y,y1,..., Yy in g —
promote ti, ...ty b, ..., Ly for 2, .. 2l Jyr, .o Yy in
(g] promote ), ... 2! for x1,...,z, in f/y])

o m(e"P(t)) — ()

o m(e(t)) — (1)

o (P o £Plt)
o (e (t) = ()
o case eVB(r) use (i;x) then t else use (ipy) then s — £%(r)
o derelict(e74(t)) — e4(t)
reducoes 7 :
o m(t) X my(t) — t
o \xitr — ¢t
e case ¢ use i;ja then iya else use i9b then i9b — ¢
o cb(t) — ¢t

e promote z for z in ( derelict (7)) — z
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regras & :
o l~t
e t— sentaot~ s
et~ ses~uentao t ~ u
o t~tes~ s entao ts~ t's
e {~» t' entdao \x.t ~ Ax.t’
et~tes~dentaot x s~t' xs
o t~ 1 entao mjt ~ it j=1,2
o t~t entdo it ~ it j=12

o t~t' s~ s er~ 1 entdao (case r use (i1z) then t else use (ioy) then s) ~»
( case r’ use (i1z) then ¢’ else use (iyy) then s)

o t~ t' entdao e (t) ~ (V)
e {~» t' entdo ( derelict t) ~» ( derelict t')

o ty~th,. ..t~ 1 e s~ s entdo
( promote ty,...t, for x1,...,x, in s) ~ ( promote t},...t, for xy,...,z, in §)

As propriedades deste calculo surgem imediatamente da andlise feita na secao anterior para
ILL,, e do trabalho [Mer90].

5.2.2 A Semantica para a légica modal intuicionista 1S4-
A semantica algébrica

Um modelo algébrico para IS4- é um reticulado distributivo, com primeiro e ultimo elemento,
e tal que o pseudocomplemento existe para cada elemento (M,V,A,—,1,0) (que modela os
conectivos A, V, — da Légica Intuicionista, [Fit75]) com uma nova operacao M : M — M que
satisfaz as seguintes condigoes:

1. M(a) <a

M(a) < M(M(a))

a <b entao M(a) < M(b)
M(1) =1

M(a) AN M(b) < M(a Ab)

AT B

Que M nestas condigoes modela algébricamente o conectivo modal de IS4- pode ser justificado
de maneira similar ao caso da logica LLI,. Neste caso, o deve ser substituido por A.
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A semantica categdrica

Com o material da se¢ao anterior e da anélise feita no trabalho [BMdP92], chega-se facilmente
a que um modelo categorico para a logica [54- é:

uma categoria bicartesiana fechada distributiva C (que modela os conectivos L, A,V e — da
Légica Intuicionista, [LS86]) junto com uma coménada monoidal (O : C — C,¢,6) (onde na
definicao de comonada monoidal deve ser substituida ® pelo produto categdrico da categoria
C), que modela o comportamento do conectivo modal.

5.3 Outras Légicas Relevantes Modais

Nesta secao serao tratadas algumas légicas modais e relevantes que foram encontradas na
literatura. Discutiremos modelos algébricos e categéricos para elas e as relacionaremos com as
logicas modais estudadas nas segoes anteriores.

5.3.1 Formulacao sintatica

Anderson e Belnap definiram o sistema chamado de R” ([AB75, Dun86]) como a extensao do
sistema relevante R através de uma modalidade com as mesmas caracteristicas que a modalidade
da logica S4 de Lewis. Isto é, a légica obtida com os axiomas e regras de R e os seguintes
axiomas:

e J(A — B) — (0A — OB)
e 0A —0OOA
e A o0 A

e DA&OB — O(A&B)

A
junto com a regra Nec—

O sistema R” com o conectivo de cotenabilidade e a identidade para ele, é tratado em
[BJGD80] onde é apresentado um Calculo de Sequentes livre da Regra do Corte. Nesse trabalho
sao consideradas dois tipos de sequéncias, intencionais e extensionais, para usar de contextos
nas regras do céalculo, ja que se precisa de uma espécie de Atenuacao para conseguir o efeito
desejado.

Em R" é vélida a propriedade da distribuicao dos aditivos, mas, mais importante ainda, o
axioma OA&OB —o O(A&B) é vélido, o qual nao é verdadeiro em LLI,.

Este sistema é bem diferente do sistema LLI,. LLI, tem a implicacao linear e um conectivo
modal que juntos definem a implicagao relevante de R. A idéia usada aqui com LLI, é parecida
a empregada por Girard ao definir a traducao modal da Légica Intuicionista na Logica Linear
com o conectivo modal !, para simular o efeito das propriedades ausentes na Logica Linear com
respeito a Légica Intuicionista.
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O sistema R", por outro lado, é uma extensao de R, a qual tem como conectivos a im-
plicacao relevante e o conectivo modal da 16gica S4. Quando R" foi apresentado pensou-se que
corresponderia a um sistema que possuiria uma implicagao que fosse ao mesmo tempo relevante
e estrita, i.e. que seria a versao modal do sistema chamado E ([AB75, Dun86]) que tem esta
classe de implicagdo. Mas foi mostrado através de métodos semanticos (usando matrizes de
valores) que este nao era o caso.

Um sistema diferente ¢ o apresentado em [Pra65], chamado Ry s4. Este sistema, definido
através de sua formulacao em Deducao Natural, difere do sistema de Deducao Natural para LLI,
em que a modalidade dessa légica satisfaz as regras correpondentes a introdugao e eliminacao
do conectivo modal mas nao a regra da contracao para formulas modais. Na verdade, a logica
Rarsa corresponde, na linguagem usada ao longo desta tese, a 16gica LLI e mais a regra da
contragao, isto ¢ a R™, junto com um conectivo modal com as regras chamadas Prom e Del.

5.3.2 Semantica para as logicas relevantes modais

Facilmente obtemos um modelo algébrico para a légica R":

Um mondide fechado, com diagonal, aditivo, distributivo (i.e., um modelo para a légica R) e
modal tal que o operador de co-fecho preserva infimos,i.e. M(a)&M(b) < M(a&b), é um mo-
delo algébrico para a lgica R”. Devemos verificar que com M podemos satisfazer aos axiomas
de R”. Também devemos mostrar que as condicoes impostas no mondide sao necessdrias para
modelar algébricamente a légica.

e M(a) < a corresponde ao axioma OA —o A.
e M(a) < MM(a) corresponde ao axioma OA —o OOA.
o M(a)&eM(b) < M(a&b) corresponde ao axioma O(A)&O(B) —o O(A&B).

e para modelar o axioma O(A — B) —o (OA —o OB) sabemos que dado M(a) < a
obtemos a —0 b < M(a) —o b ([HAP91, pagl09]). Dado a —o b < M(a) —o b obtemos que
a —o boM(a) <b ([HAPI1, pagl09]). Usando a definigdo de operagao modal, temos que:
M(a —obo M(a)) < M(b).
Por outro lado, usando compatibilidade e a diagonal do mondide temos que: M(a —o
b)oM(a) < M(a —o b)o MM(a) < M(a —o bo M (a)). Finalmente, por transitividade e
defini¢ao de pseudo-complemento obtemos o resultado desejado: M(a —o b) < M(a) —o

M(D).
e J& que no sistema podemos demonstrar que I —o 07, no modelo temos que e < M(e).

e No modelo temos que M(a) o M(b) < M(a ob). De forma equivalente, no sistema
axiomatico de R” podemos obter: DA ® OB — O(A ® B).

Para a ldgica Rjs g4 um modelo algébrico é um mondide fechado, com diagonal, aditivo e
modal. Observe que este modelo difere do modelo algébrico para R™ em que aqui nao é preciso
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que o conectivo modal preserve o infimo. E difere do modelo para 1S4- em que aqui pode-se
ter uma operacao monoidal diferente da operacao de infimo.

Um modelo categdrico para a légica R” é facilmente obtido: uma categoria linear distribu-
tiva, tal que o tensor possua diagonais (i.e. um modelo pra a légica R) e modal tal que o funtor
I preserva produtos.

Decimos que um funtor F': A — B distribue sobre o produto quando existe uma transformacao
natural 5 : F'(A) x' F(B) — F(A x B), onde X, x’ representam os produtos de A e B respec-
tivamente.

Devemos verificar que para cada axioma de R" existe uma transformacao natural que per-
mite simular nas categorias o efeito desejado. Também devemos provar que as condicoes im-
postas no modelo sao necessarias para modelar categoricamente a légica.

e ¢, :0A — A corresponde ao axioma OA —o A.

e 64 :0A — OOA corresponde ao axioma OA —o OOA.

Bap:OAXx OB — O(A x B) corresponde ao axioma O(A)&O(B) —o O(A&B).

e a prova para modelar o axioma O(A —o B) —o (OA —o OB) é similar ao caso algébrico,
deve-se usar que —o é funtor contravariante e adjunto de ®.

e J& que no sistema podemos demonstrar que I —o 07, no modelo temos que I — O([).

No modelo temos que O(A) ® O(B) — O(A ® B). De forma equivalente, no sistema
axiomético de R” podemos obter: 0A ® OB — O(A ® B).

Para a logica Rys,s4 um modelo categérico ¢ uma categoria linear com diagonais e modal.
Como no modelo algébrico, um modelo categérico para Ry g4 difere do modelo categérico para
R" j4 que aqui nao é exigido que o funtor da comonada preserve produtos. E difere do modelo
para IS4- em que pode-se ter um funtor tensor que nao seja um produto.

5.4 Conclusoes

Neste capitulo foram tratadas, tanto no nivel sintatico quanto no semantico, varias légicas
modais. A situacao estudada pode ser representada através da seguinte figura:
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1S4-

L =< > L el A

A

b7
g 1 /RM,S4

Onde os morfismos correspondem a inclusao das légicas, isto é as dedugoes da logica de partida
podem também ser obtidas na outra légica. Estas inclusoes, na verdade, correspondem a ter
extensoes 1dgicas (a menos da tradugao das linguagens), que neste caso sdo nao conservativas.
Por outro lado, as tradugoes fiéis correspondem, a menos da traducao da linguagem, a ter
extensoes conservativas.

Na verdade, todas as légicas tratadas neste capitulo tém uma modalidade que satisfaz
as regras de Delecao e Promocao da légica S4, sendo que os modelos, tanto algébricos quanto
categoricos, para esta classe de modalidade sao facilmente obtidos. Mas, ainda nao é claro como
modelar categoricamente conectivos modais em geral, e em particular no caso das chamadas
légicas nao-normais, que podem oferecer dificuldades adicionais.

LLI

| <
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Capitulo 6

Analise Retrospectiva: sobre modelos
algébricos e categoricos

Neste capitulo propoe-se uma série de conceitos e propriedades que estabelecem, de uma maneira
formal e abstrata, o que entendemos por modelo algébrico e por modelo categérico para a teoria
da prova de uma légica.

Nos capitulos anteriores foi feita uma analise formal, usando Teoria da Prova, de uma
série de logicas com algumas caracteristicas comuns. Além disto, como foi feito para a Logica
Intuicionista e, em trabalhos recentes, para a Logica Linear Intuicionista, estabelecemos uma
semantica algébrica e uma semantica categorica para cada uma das légicas analisadas. Apods
esse estudo minucioso de casos, nas proximas secoes apresentaremos uma descrigao formal do
que significa um modelo algébrico e um modelo categorico para a teoria da prova de uma logica.
Estas nogoes serao suficientemente gerais como para cobrir os casos particulares estudados nos
capitulos anteriores.

As logicas tratadas ao longo da tese foram logicas proposicionais, de género intuicionista,
com um conectivo na sua linguagem que simula o efeito da virgula que separa as férmulas dos
antecentes dos sequentes (ou o que é o mesmo temos: - Aj,..., A, = B sse F A ®...®
A, = B), e com certas caracteristicas especiais nos sistemas dedutivos. A formulacdo que serd
apresentada, propoe nogoes simples para definir o que entendemos por modelo algébrico e por
modelo categérico para uma familia de légicas que possuem as caracteristicas acima. Ldgicas
deste género sao interessantes porque aparecem frequentemente ao se trabalhar com aspectos
formais da computagcao.

Comecaremos analisando os modelos algébricos, que sao mais simples de se tratar, mas
também porque ¢é interessante notar como a idéia do que entendemos por modelos categoricos
surge ao generalizar o conceito basico daquela classe de modelo.

6.1 Modelos Algébricos

Definiremos o que entendemos por um modelo algébrico para uma logica £ proposicional,
intuicionista, com um conectivo que simule o efeito da virgula que aparece nos antecedentes dos
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sequentes, com axiomas de identidades, que satisfaz a regra do corte e apresentada através de
um dos sistemas dedutivos tratados neste trabalho, usando sequentes da forma Ay, ..., A, = A.

Seja uma linguagem L = X U {<}, onde ¥ é um conjunto de simbolos de operagoes n-arias
e < é um simbolo de relacao binédria. Seja VarProp o conjunto das varidveis proposicionais da
linguagem da légica L. Definimos por indugao o conjunto >* dos termos em >:

e se x € VarProp, entao x € X*.

® se sy,...,8, €X* entdo o(sy,...,s,) € X, para cada simbolo de operac¢do n-ario o em
D3RS

Defini¢ao 6.1 Uma estrutura M para a linguagem L = ¥ U {<} consiste de um conjunto M
junto com operacdes n-drias e uma relacdo bindria <M em M. Dada uma funcdo de atribuicdo
Z: VarProp — M das varidveis proposicionais no conjunto M, podemos estende-la para os
termos:
I'(x) =I(z), para cada varidvel em VarProp,
T'(0(81,--.,8,)) = 0™ (T'(s1),...,Z'(sn)), para cada termo o(sy, ..., s,) em L*.

Dados termos s,t € ¥* dizemos que:
M = s <t sse para toda funcdo de interpretaciao Z: VarProp — M, T'(s) <M T'(t) em M.

Defini¢ao 6.2 Seja uma classe K de estruturas para a linguagem L = X U{<}, dados termos
s,t € X* dizemos que: K |= s < 't sse para toda estrutura algébrica M da classe K, M = s < t.

A cada conectivo (ou formador de tipos) n-drio da légica £ queremos associar um simbolo
de operacao n-ario em Y. As constantes, consideradas como conectivos 0-arios, devem estar
associadas com simbolos de fungoes constantes. Para isto definimos uma funcao de traducao
t: C — X2 do conjunto C' de conectivos da linguagem da légica £ no conjunto de operacoes 2
que preserva a aridade dos conectivos.

A cada férmula A da linguagem da logica £ com varidveis proposicionais x1, ..., x,, deno-
tada por A(xy,...,z,), podemos associar um termo em X*, substituindo cada conectivo de £
pela correspondente operagao em Y. Na verdade, definimos por indu¢ao uma funcao de traducao
t': For(L) — ¥* que é a identidade nas varidveis e que numa férmula complexa c(Aq, ..., A,)
a fungao t’ esta definida por t(c)(t'(A41),...,t'(A4,)). O termo associado a formula A(zy, ..., z,)
serd representado por A'(zy,...,7,). Quando conveniente, férmulas A serao associadas ao
termo A?, deixando implicitas as varidveis proposicionais.

Entender as férmulas como termos em >* é um meio conveniente para estabelecer a nogao
de modelo. Modelos serao algebras onde esses termos serao avaliados de modo a espelhar a
relagao de demonstrabilidade.

Dada uma légica £, dizemos que uma linguagem L = ¥ U {<} junto com uma traducao
t: C — X é uma linguagem algébrica para a logica L.

Um modelo algébrico é uma classe de algebras onde termos sao avaliados de tal forma que
os sequentes provaveis correspondem exatamente aos elementos relacionados:

'Ser4 usada, quando conveniente, tanto a notacao prefixa quanto infixa.
?De forma alternativa poderiamos considerar t : C' — X*.
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Defini¢ao 6.3 Um pré-modelo algébrico para uma ldgica £ é uma linguagem algébrica (L, t)
para L e uma classe K de estruturas para L tal que H A = B sse K = A' < B'.

Observe que os sistemas 16gicos que estamos considerando tém um conectivo ® que repre-
senta o efeito da virgula que separa formulas nos antecedentes dos sequentes e uma férmula [
que ¢ a identidade para este conectivo, entao temos que = B sse - I = B sse K = I' < B'.
As férmulas que satisfazem F= B sse K | I' < B! sao chamadas férmulas algebricamente
validas em K.

Para qualquer 16gica £ (com conjunto de conectivos C') podemos sempre construir uma
algebra que simula a relacdo de demonstrabilidade: a algebra de Lindenbaum. A construcao
desta algebra é mostrada a seguir.

Seja a relagdo de equivaléncia = no conjunto For(L), de férmulas de £, definida por A = B
sss-FA= BekF B= A

No conjunto quociente For(L)/~ definimos a relagdo C: [A] C [B] sse - A = B. Esta
relacao é uma ordem parcial ja que na logica £ temos os axiomas das identidades e a regra do
corte.

As operagoes em For(L)/~ sao definidas da seguinte forma:

¢ ([A],...,[B]) = [e(A,...,B)], para cada conectivo n-rio da linguagem de £. Seja ¥ o
conjunto destas operacoes.
Entao (C,=) junto com a funcao identidade constituem uma linguagem algébrica para £

e (For(L)/=~,%,C) é uma estrutura algébrica para a linguagem C' que modela a relacio de

demonstrabilidade, ja que temos ¢ ([A4],...,[4.]) E ¢ ([Bi], ..., [Bn]) sse

[c(Ay, ..., A)] C[(By,...,By)] sse

Foe(Aq, ..., Ay) = d(By,...,B,) independentemente da atribuigdo das varidveis proposi-
cionais que aparecem em Ay, ..., A,, B1,..., B,,. Esta dlgebra é chamada a algebra de Linden-
baum de L.

Com a algebra de Lindenbaum de £ sempre temos um pré-modelo para L, a classe que
tem como unico elemento a algebra de Lindenbaum. Este pré-modelo nao é muito interessante
porque a algebra de Lindenbaum nao é axiomatizavel e além disto nao da muito mais informacao
sobre o calculo da que a prépria légica ja da. Para modelar realmente a uma légica preferimos
que as algebras escolhidas tenham uma estrutura matematica conhecida e uma axiomatizagao
facil de usar. Por isso a nossa nocao de modelo algébrico é restringida para satisfazer esta
condicao:

Defini¢ao 6.4 Um modelo algébrico para uma légica L € uma linguagem algébrica (L,t) para
L e uma classe (finitamente) aziomatizavel K de estruturas para L tal que - A = B sse

K E A < B

Definicao 6.5 Sejam M =< M, XM <M> e M =< M/, SM <M’ estruturas para a lin-
guagem L = SU{<}, um homomorfismo entre estruturas € um homomorfismo entre as dlgebras
M = (M, M) e M' = (M, M) (i.e. uma funcio f entre os conjuntos M e M’ tal que
f(oM(s1,...,8,)) = o™X (f(s1),..., f(sn)) para cada operacio o n-dria em ¥ tal que preserva a
relacio de ordem: a <M b entdo f(a) <M f(b), onde a,b € M).

107



Proposicao 6.1 Se a dlgebra de Lindenbaum da légica L estd na classe K que modela al-
gebricamente a logica L, entdo ela € livre na classe. Isto significa que existe uma atribui¢do
u : VarProp — For(L)/~ tal que para toda atribuicio T : VarProp — M em qualquer
estrutura M da classe K existe um tnico homomorfismo h : For(L)/~ — M tal que T = h.u.
Prova: seja M uma estrutura da classe K e Z uma atribuicao em M, entao temos a sequinte
situagcao mostrada no diagrama

VarProp

A7

For(L0) —bZD_»M

N AT

For(4/ .

Seja u = can.inc, onde inc € a inclusao e can € a fun¢ao candnica no conjunto quociente.

Definimos h([A]) = T'(A"), para qualquer férmula A. h estd bem definida porque se temos
[A] = [B], i.e. F A= B ek B = A, entao como M ¢é um modelo algébrico para L temos
que T'(AY) <M T'(BY) e T'(BY) <M T'(AY), mas a relagdo é antisimétrica entio temos que
T'(A*) = I'(B*). h faz comutar o diagrama, jd que (1),(3) comutam por definicio e (2) por
definicao de h. h € homomorfismo de estruturas jd que I' preserva as operagdes e por ser
M um modelo algébrico de L temos: [A] C [B] sse = A = B entdo T'(AY) <M T'(B!) sse
h([A]) < h([B]).

h € o unico homomorfismo tal que I = h.u. Suponha que existe um homomorfismo g :
For(A)/~ — M tal que também faz comutar o diagrama, entao por inducio temos que g = h
ja que nas varidveis proposicionais temos que g.can.inc(x) = Z(x) = h.can.inc(x), por tanto
g([z]) = h([z]). E nas férmulas complexas temos que g([c(A1, ..., An]) = g(c ([Al], ..., [An]) =
AM(g([AL]), ..., 9([AL]) = M(h([AL)), ..., h([AL]) = h([c(Ay, ..., AL)), por hipdtese indutiva
e por ser g e h homomorfismos que comutam com ZI'.

Nos capitulos anteriores, ao apresentar um modelo algébrico para cada uma das logica
tratadas, definimos uma classe finitamente axiomatizdavel de estruturas algébricas e verifi-
camos: 1- que todas as algebras de essa classe tém operacoes correspondendo aos conectivos; 2-
que refletem a relagao de demonstrabilidade, independentemente da atribuicao que se faca as
variaveis proposicionais. Em cada um dos casos a prova de 2 foi por inducao no comprimento
da derivacao para garantir que sequentes provaveis correspondem a elementos relacionados,
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isto é para obter o resultado da validade ou “Soundness”). A prova foi feita supondo que a
légica estava apresentada através do Célculo de Sequentes, mas isto nao é de importancia ja
que poderia ter sido feita usando qualquer um dos sistemas que apresentam a logica. No outro
sentido, isto é da completude, verificamos que a dlgebra de Lindenbaum da légica pertence a
essa classe, ja que se temos elementos relacionados em todas as algebras da classe, em par-
ticular estao relacionados na algebra de Lindenbaum da logica, mas os elementos relacionados
nesta algebra correspondem aos sequentes demonstraveis. Que a construcao de Lindenbaum
para as logicas tratadas nesta tese é uma algebra que pertence a classe definida nao é dificil
de ser provado. Isto pode ser feito de forma similar aos casos mais conhecidos das légicas
Intuicionista e Classica, onde a algebra de Lindenbaum é uma algebra de Heyting ou de Boole
respectivamente (vide por exemplo [Gol84, Mir87]).

Na verdade, as classes de dlgebras que apresentamos como modelos para as logicas que
estudamos foram muito especiais. Pois além de serem finitamente axiomatizaveis, estas classes
sao formadas por algebras que sao do mesmo género que a algebra de Lindenbaum da logica
em questao, no sentido de terem a mesma linguagem e satisfazerem as mesmas equagoes.

6.2 Modelos Categoricos

A diferenca fundamental entre um modelo categérico e um modelo algébrico se prende ao fato de
que no modelo categorico as varias demonstracoes que podem ser construidas para um sequente
correspondem a diferentes morfismos da categoria, enquanto que num modelo algébrico sé se
mostra a existéncia ou nao de uma demonstracao. Neste sentido, modelo categérico é uma
generalizagao de modelo algébrico.

Fazendo uma analogia com a situacao algébrica, apresentaremos o que entendemos por um
modelo categérico para uma logica proposicional intuicionista £, com um conectivo que simule
o efeito da virgula que separa as férmulas dos antecedentes dos sequentes, com axiomas de
identidades, que satisfaze a regra do corte, é apresentada através de um dos sistemas dedutivos
tratados neste trabalho usando sequentes da forma A;,..., A, = A, com regras estruturais
separadas conservativamente das regras logicas e tal que para conectivo n-ario ¢ temos a seguinte
derivagao:

A1:>B1 An:>Bn

¢(Dy,...Dy) = o(Fy, ... F,)

onde para todo 1 <7 <n temos que {D;, F;} = {A;, B;}.

Seja uma linguagem L = (X, A). ¥ é um conjunto de simbolos de endofuntores n-arios
(i.e. cada simbolo de funtor tem associado sua aridade). ¥* é o conjunto de termos funtoriais,
obtidos pela operacao de composicao de funtores, os simbolos de funtores no conjunto X, o
simbolo Id que denota o funtor identidade e simbolos II; para denotar o funtor projecao na
componente i. A é um conjunto de simbolos de transformacoes naturais entre termos funtoriais
em Y* i.e. cada simbolo de transformacao natural tem associado a ele os termos funtoriais
origem e destino. Chamamos A* ao conjunto de termos naturais, obtidos pelos simbolos de
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transformacoes naturais em A e as operagoes de composicao horizontal e composicao vertical
(com os funtores de X*).

Defini¢ao 6.6 Uma estrutura categérica para a linguagem L = (X, A) é uma tripla C =<
C,xC AC >, onde C € uma categoria, X° é um conjunto de endofuntores em C e A® é um
conjunto de transformacoes naturais entre os funtores do conjunto (X*)C.

A idéia bésica de um modelo categérico para uma légica é associar a férmulas (com suas
varidveis proposicionais) objetos, e a demonstragoes de sequentes morfismos da categoria, de
tal maneira que derivacoes que se reduzem correspondam ao mesmo morfismo. Para isto,
precisamos de uma fungao de traducao t : C — X tal que a cada conectivo (ou formador de
tipos) ¢ n-drio da linguagem de £ associe um funtor n-drio ¢! no conjunto ¥3. As constantes
l6gicas, consideradas como conectivos 0-arios, também estao associadas com funtores constantes
em X.

Consideremos cada férmula (ou tipo) como um objeto da forma ¢(Ay, . .., A,)x com varidveis
proposicionais pertencentes ao conjunto subjacente da sequéncia sem repeticoes X, onde ¢ ¢ um
conectivo n-ario e Ay, ..., A, sdo férmulas (também com varidveis proposicionais no conjunto
da sequéncia X) ou varidveis proposicionais no conjunto da sequéncia X. A cada férmula da
logica £ podemos associar um termo funtorial em ¥*, definindo por inducao uma funcao de
tradugao t' : For(L) — ¥* da seguinte maneira:

e se Ax é uma constante entao t'(Ax) = ¢, o simbolo de funtor 0-drio de ¥ correspondendo
a constante;

e se Ax = x; é uma varidvel proposicional entdao t'(Ayx) = ILi(< x1, ..., T4 ..., Ty >),
considerando as varidveis proposicionais como sendo também variaveis de elementos de
uma categoria;

o se Ay = (A1, ..., An)x entdo t'(Ax) = ' (t'(Aiy), .-, t'(Any)).

O termo associado a férmula Ax serd representado pelo funtor A .

Falta ainda relacionar demonstracoes de sequentes com morfismos numa categoria. Para
isto, precisamos de uma fungao de traducao 7' : Dem(L) — A* que associe a uma demonstracao
IT :- Ax = By nalégica £ um termo natural T(II) : A, — By em A*

Dada uma ldgica £, dizemos que uma linguagem L = (X, A) junto com tradugoes t e T' é
uma linguagem categorica para a logica L.

Definicao 6.7 Um pré-modelo categorico para o calculo dedutivo da logica £ € uma linguagem
categdrica (L,t,T) para L e uma classe nao vazia K de estruturas categoricas para L.

Desta definicao obtemos que se K é um pré-modelo categérico para o calculo dedutivo da
légica L entao IT:- Ax = By sse K |=T(IT) : Ay, — By

3De maneira alternativa, poderiamos considerar ¢ : C' — 2*.
4X:Y é a operacao de concatenacdo das sequéncias X e Y a menos das repeticoes.
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Observe que os sistemas logicos que estamos considerando tém um conectivo ® que simula
o efeito da virgula que separa férmulas nos antecedentes dos sequentes (i.e. Ay,..., A, = B
sse A1 ®...® A, = B) e uma férmula I que é a identidade para este conectivo, entdo temos
que IT ;= B sse Il : [ = B sse em todas as categorias da classe K existe uma transformagao
natural T(IT") : I' — B'. As férmulas B que satisfazem esta condi¢ao sdo chamadas férmulas
categoricamente validas em K.

Proposicao 6.2 Um pré-modelo categorico K para o cdlculo dedutivo da légica L entao ele
gera um pré-modelo algébrico para L.

Prova: Seja (X,A,t,T) a linguagem categdrica para £ usada no modelo e C = (C,X¢ A%) €
K. (X, <,t) é uma linguagem algébrica para L, onde < é um simbolo de relagao bindria.

Seja C' = (D¢, X, AP) a estrutura discreta obtida da estrutura C. D¢ € a categoria discreta
obtida a partir da categoria C (formada pelos mesmos objetos que a categoria C, eziste um
morfismo [ : A — B em D¢ sse existe algum morfismo A — B em C). Os endofuntores de C
induzem endofuntores na categoria discreta, assim o conjunto XP contém os funtores induzidos
pelos funtores em X¢. Se F' € um endofuntor em P, notamos por F~P o correspondente funtor
em X°.

Seja F = (Img(t'))? o conjunto de endofuntores em D que correspondem a férmulas de
L?. Dados dois funtores F,G em F, dizemos que F = G sse 36 : F — G e 38 : G — F.
Observe que por serem transformacgoes naturais na categoria discreta, temos que 8.0 = idp e
0.0/ =idg. Que a relagdo = € uma relacdao de equivaléncia € facilmente provado.

No conjunto quociente F/~ definimos a sequinte relagio de ordem®: [AL] <7 [BY] sse
ST : (Al ) — (By) .

Para cada funtor F em X3P definimos a operagao F*([G1],...,[G,]) = [F(Gy,...,G,)]. O
conjunto destas operacoes é chamado X7 .

M = (F/~, 57, <7) € uma estrutura algébrica para a linguagem (3, <). Seja K’ a classe
das estruturas algébricas para (3, <) obtidas a partir da classe K. Além disto, K' é um modelo
algébrico para L jd que temos que = A = B sse K' E A" < B'. Mais precisamente temos que:

= Ax = By sse 3l € Dem(L) tq 11 :+ Ax = By sse K |= T(II) : Ay — B,y sse
VC e K C=T(II): Ay — B,y sseVC e K JT(I)]° : A" — B sse WM e K' [(4%)P] <7
[(BL)P] sse VM e K M |= At < B! sse K' | At < B,

Seja uma logica L apresentada através de um sistema dedutivo e com conjunto de reducgoes
(entre termos ou derivagoes) R. Seja Rt a relacao de equivaléncia gerada pelas redugoes de
R e as equagoes correspondendo as defini¢oes de categoria, de funtor para cada conectivo da
linguagem L, de transformacao natural para cada demonstracao II na logica e de coeréncia
para a estrutura monoidal da categoria. Isto é, RT é a menor relacao de equivaléncia obtida a
partir de R e as equagoes:

o Il = II' se II,II" sdo demonstracoes do mesmo sequente e uma delas difere da outra
somente porque usa a regra do corte com um dos sequente superiores desta regra sendo
um axioma identidade;

SLembremos que t' : For(L) — ¥*.
6lembremos que se F' € F = (Img(t'))? entdo F = (A%)P para alguma férmula A da linguagem de L.
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e II = II' se II,II" sdao demonstracoes do mesmo sequente e uma delas difere da outra
somente na ordem em que as regras do corte sao usadas;

o [T =1I"se II,II" :- ¢(Ay, ..., Ay) = ¢(Ay,...,A,), onde ¢ é um conectivo n-ario;

e Il =II' se II, IT" sao demonstracoes do mesmo sequente e II é:

C,= A ...C,= A, A = B,...A, = B,

(Ch,..,Cn) = (A1, Ay (A A = (B, ..., By)

C(Ol,...,cn) = C(Bl,...7Bn)

O, = A, A= B C, = A, A,= B,

Cy = By Cn:>Bn

o(Ch,...,Ch) = ¢(By, ..., By)

o II =1II' se II, IT" sdo demonstracoes do mesmo sequente e II é uma demonstracao que usa
a regra do corte com um dos sequentes superiores sendo uma demonstragao II; que usa
sequentes inicias A, = Ay, ..., A, = A, e sequéncia de regras r; II' é uma demonstracao
que usa a regra do corte com um dos sequentes superiores sendo a demonstracao Il, que
usa sequentes inicias By = By, ..., B, = B, e a mesma sequéncia de regras r;

o II =II' se I, IT" sao demonstracoes do mesmo sequente e nas duas demonstragoes somente
sao aplicadas sequencias (talvez vazias) das regras ®., ®q, I, I4 e das regras estruturais,
sendo ® o conectivo que internaliza o efeito da virgula no calculo.

Dada uma estrutura categérica C para uma linguagem L, usaremos a notacao C =n = n’,
sendo n,n’ dois simbolos de transformacoes naturais de L para indicar que na estrutura C vale
a equacdo n¢ = n’C entre as transformacdes naturais correspondentes. Usaremos a notacao
K = n = n/ para indicar que a equagao ¢ vélida em cada estrutura C de uma classe K.

Definicao 6.8 Um pré-modelo categorico para a logica £ com conjunto de redugoes R é uma
linguagem categorica (L,t,T) para L junto com uma classe K de estruturas categdricas para
L tal que para todo par de demonstragoes II,TI' : Ax = By temos que RT(IL,IT") sse K |
T(I1) = T(IT).

As equagoes acrescentadas a relagao R sao necessarias porque os conceitos categoricos nos

proporcionam equagoes entre morfismos, que podem correspondem a demonstragoes, mas que
as reducoes do calculo poderiam nao identificar. Na verdade, isto é uma consequéncia direta de
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que os nossos modelos devem usar elementos da Teoria de Categorias. Outra consequéncia do
uso de categorias como modelos é que devemos garantir que a logica possua suficientes demon-
stragoes para que conectivos légicos correspondam com endofuntores (sejam eles covariantes ou
contravariantes em suas componentes); isto significa que para conectivo n-ario ¢ devemos ter a

seguinte derivacao:
AliBl AnﬁBn

o(Dy,...Dy) = c(Fy, ... F)
onde para todo 1 < ¢ < n temos que {D;, F;} = {A;, B;}.

6.2.1 A categoria gerada pelo calculo e o Teorema de Eliminacao
da regra do corte

Se a logica satisfaz o Teorema de eliminacao da regra do corte, um pré-modelo categérico é
facilmente obtido diretamente do sistema dedutivo. A classe que contém sé esta construcao
livre é 0 modelo definido por [Sza74, 1.S86] para o caso da Légica Intuicionista (gerando como
modelo categdrico uma categoria bi-cartesiana fechada) e o modelo definido por [See89] para o
caso da Ldgica Linear Intuicionista (gerando como modelo categdrico uma categoria de Girard).
Mostramos a seguir como ¢é obtida a categoria livre para a familia de légicas estudadas nesta
tese:

Seja um sistema dedutivo para a légica £ com conjunto de redugoes R, entao a categoria
Free, é formada por:

e 0s objetos sao as férmulas (ou tipos) da logica L.

e um morfismo I1® : A — B é a classe de equivaléncia da demonstracao Il :- A = B
(ou termos de tipo B com varidveis livres de tipo A) gerada pela menor relagao de
equivaléncia obtida com as reducoes de R acrescida da seguinte relacao”:

Fr=A4 A=A :
relacionada com ['= A

I'=s A

A=A AAN=B ,
relacionada com A, A A' = B

AAN = B

"Estes pares de derivacdes correspondem a reducdes provistas pelo processo de eliminacio da regra do corte.
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=B ABA=C , , A,B,A =C %,0,% =D

2,05 =D = B
AT AN =C YA, B,A,Y =D
(&
S, AT,A,Y =D S, AT,A, Y =D
A=B Y AY B®=C , A 3 AY,B,&=C
= A A= B
SAY A= C 3, [,Y,B,®=C
e
Y 0LY A= C S0L,Y A ® = C

ec(Ar,..., A,) = c(Ay, ..., An)
C(Al,...,An) :>C(A1,...,An)

onde ¢ é um conectivo n-drio da linguagem da légica (inclusive para as constantes ou
conectivos 0-4rios).

C,=A,...C,= A, A, = B,...A, = B,

o(Ch, ..., C) = (A, ... Ay (A1, ... A) = (B, ..., B

o(Ch,...,C) = (B, ..., By)

C,= A, A, = B C. = A, A, = B,

C1:>Bl Cn:>Bn

relacionada com

o(Ch,...,Cn) = ¢(By,...,By)
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r= A .
YAY SO

A=A
ALY = C

AAN =SB &=C

Y= A
AT = B
eI = B
d=C AAN=B
Y= A
AT = B
o, = B

relacionada com

I A SA4Y=C
Y, =C

LAY = C

Y= A4 AAN=SB

ALY AN =B

I, %, T'B

Y= A4 AAAN=B
= C

AY A =B

T = B

Nos utimos dois pares de derivacoes as derivacoes ® = C podem estar ausentes.

=4, T,= A, 3, Ay, A, Y = B
Fl,...7rn:>C(A1,...,An> E,C(Al,...,An),ZlﬁB
>, Iy,....,I,,Y = B
, = A S AL...,A4,,Y =B
T, = A,
2, 0,..., A, Y = B
relacionada com
>, Iy,....,I,,Y = B
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7. Se ® é o conectivo que simula o efeito da virgula nos antecedentes dos sequentes, entao
estao relacionados

AsC Y34 ASC
Y= A Te Xd
== YSSA=ARC
®q relacionada com Te
Y2II=AC Y2 I=AC
AsC | ASC N5 A
Te Y= A ®Ra
I'==<~C AYX==CxA
®q relacionada com Te
Y II=C0A LYX=CcwA
AABYSC AAB Y= C
®e r
AAR B, Y = C I'A,B,® = ('
r o oe Re
NA® B,® = ' NA® B,® = ('
8.
r= A = A

r  relacionada com

A=A A=A
se 1 e 7’ sdo sequéncias finitas (talvez vazias) que contém sé aplicages de regras estruturais
e da regra I., sem aplicacoes da regra do corte, tal que:

e as férmulas contraidas e atenuadas sao as mesmas nas duas derivacoes;

e nas duas derivagoes os antecedentes A obtidos sdo iguais vistos como arvores de
formulas.

9. Dependendo das regras estruturais existentes no calculo da légica também devem ser
acrescentadas a relagao os seguintes pares de derivagoes:

A=C I,C,C,> =D

: A= C
. r,c,c,x=D IA,C,% = D
A=C
r,c,x=D IAAY =D
relacionada com
A= D A= D
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onde r é uma sequéncia de aplicagoes das regras ®, e da contracao.

AN = C

r= A

AAA'C

AT A =C

AN =C
relacionada com —m8 —— 71

AT A =C

onde r e r’ sao aplicacoes das regras de atenuacao e I,.

I'==B =1 Y= A

Yy =~=C

' 1,Y = C

I A B,Y=C

I,B,AY=C

"B, AY = ('

A, A B,A = C

r= A
A, B, AN = C

A, BT AN = C

I'=sB I=1 Y= A
'y ==

relacionada com

I A, BY=C

I A B Y = C
I',B,AY = C'

relacionada com

' A AABA=C

AT,B,A = C

relacionada com

A B,T,A'=C

onde r é uma sequéncia de aplicagoes da regra ®. e da permutagao.

I (A, B),C),Y = D

I, (A, (B,C)),S =D
I, (A, (B,C)),Y = D'

A, ((A,B),D),A = C

= A

A (A, (B,D)),A"=C

I ((A,B),C),% = D

', (A, B),C),Y = D'

relacionada com

I (A (B,()),Y = C'

I'=A A (A B),D),AN=C

A, ((T,B),D), A" = C

A,(T,(B,D)),A' = C

A, (T, (B,C)),A = C
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se I' é diferente de vazio, onde r é uma sequéncia de aplicacoes da regra ®, e da associacao.
Se I' é vazio entao

A, ((A,B),D),A = C

= A a : :
A (A, (B,D)),A=C = A A((AB),D),A =C
relacionada com
A, (B,D),A" = C A (B,D),A" = C
H&4 também pares similares a estes 1ltimos, mas com a regra da associacao no outro
sentido.

A prova de que Free, assim construida é uma categoria é direta porque os morfismos
identidades estao garantidos pelas classes de equivaléncia dos axiomas iniciais e a composi¢ao
é definida por: [II :+T" = A].[II' - A, A A" = B] = [ILII" :- A, T, A’ = B]. As equagdes da
definicao de categoria, estao dadas pelas redugoes do tipo 1 e 2.

A partir desta categoria definimos a estrutura categérica chamada de (Freer, X pree, Apree)-
Para cada conectivo ¢ n-ario definimos o funtor ¢® da seguinte maneira:

(A, ... Ay) = (A, A,

(I - Ay = By),..., [IL, - A, = By]) = [e(Ily, ..., 11,) :F e(Cy, ..., C) = (D, ..., Dy)l,
onde para todo 1 < i < n temos que {C;, D;} = {A;, B;}. As redugoes do tipo 3 e 4 garantem
que cada conectivo ¢ é transformado num endofuntor (covariante ou contravariante) @ Y e
é o conjunto dos funtores c®.

Uma transformacao natural 6§ : A® — B®, onde A®, B® sao os funtores que representam
as formulas A e B respectivamente, é o conjunto das classes de equivaléncias [II4 5 = A =
B] tal que para qualquer outro elemento do conjunto [IIop := C = D] se existem classes
' - A = C],[II"” := B = D], entao temos que [II4 g].[II"] = [II'].[ll¢,p]. As redugoes do
tipo 5 e 6 garantem que existem estes conjuntos nao vazios, isto é que os morfismos definem
transformacoes naturais. Ap,... ¢ 0 conjunto destas transformacoes naturais.

As reducoes do tipo 7,8 e 9 sao necessarias para garantir que a categoria obtida satisfaca as
propriedades de coeréncia como estabelecidas por [MLT71]. Esta relacao entre pares de derivagoes
é similar a introduzida por [Sza74, pag.179-180] ao definir a categoria livre correspondente ao
fragmento da Logica Intuicionista com os conectivos da implicagao e da conjuncao.

E facil ver que a estrutura livre (Freeg, X pree, Apree) ¢ um pré-modelo categdrico para a
légica L. A linguagem (ConfL, Dem/L,id,ID) é uma linguagem categorica para L e a classe
formada pela estrutura livre é uma estrutura para L. Além disto, o conjunto Ap,ee = A%,
estd formado por transformacgoes naturais que representam demonstragoes e além disto, dada
uma demonstracao IT que se reduz a outra demonstracao IT' temos que [II] = [IT'] e assim as
transformacoes naturais sao iguais.

Sempre que a légica satisfaz ao Teorema de eliminacao do corte é possivel obter a categoria
livre como construida acima. O Teorema de eliminacao do corte é importante aqui porque
garante que a logica satisfaz as redugoes definidas na construgao acima, ja que essas derivagoes
aparecem no processo de eliminacao do corte. Isto é, nao esta-se introduzindo redugoes novas ao
conjunto R (i.e. podemos dizer que R = R™ se considerarmos R como o conjunto de redugoes
provistas pelo processo de normalizagao e de eliminacao do corte).
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No caso das logicas que nao satisfazem o Teorema de eliminagao da regra do corte, como as
légicas R (i.e. LLI mais a contracao e distribuigao dos aditivos), IES4, E™ e T estudadas nos
capitulos 3 e 4 respectivamente, a categoria livre Free, é definida da seguinte maneira:

e objetos sao as férmulas da légica;

e cm morfismos f : A — B é a classe de equivalencia da demonstragao [II :- A = B]
gerada pela relacao de equivaléncia R™.

A estrutura (Freer, Xpree, Apree) € construida como no caso anterior (onde vale o Teorema
de eliminagao da regra do corte) ja que as equagoes da definicao da relagio R™ garantem que
Free, é uma categoria, os conectivos sao funtores nesta categoria e cada demonstragao é uma
transformacao natural. Além disto, a categoria Free, satisfaz as condi¢oes de coeréncia para
a estrutura monoidal ja que a relacao R foi definida para garantir esta propriedade.

A 16gica T mostra claramente porque deve-se definir a relacao Rt acrescentado a relacao
R (no caso particular da légica T, a relacdo R é vazia) com as equagoes categoricas. Nesta
légica nao existe em geral a reducao do corte onde o sequente superior esquerdo é um axioma
identidade, também, nesta légica nao é possivel reduzir demonstracoes onde um corte é feito
entre féormulas nas quais um conectivo € introduzido a esquerda e a direita nos sequentes
superiores da regra do corte, entdo por exemplo mesmo tendo a demonstragao: a ;- (A® B) ®
C = A® (B ®C(C) para quaisquer A, B e C' nao é possivel mostrar que é uma demonstracao
natural em A, B e C. l.e, nesta ldgica nao sao validas equacoes das defini¢oes de categorias,
mas se queremos fazer um modelo categorico para ela devemos garantir estas equagoes.

Semelhante ao caso do modelo algébrico com a édlgebra de Lindenbaum, a classe formada
pela estrutura (Freeg, Xpyee, Apree) € um pré-modelo categérico, mas este modelo obtido a
partir do céalculo da légica e do conjunto das reducgoes que sao vélidas nela exige conhecer
todas as reducgoes, tanto as que aparecem no processo de normalizacao como redugoes que
envolvem a regra da substituicao e que aparecem geralmente durante o processo de eliminacao
da regra do corte. Por isto, preferimos que um modelo categdrico seja uma construgao categorica
apresentada usando sé conceitos categéricos de forma independente ao célculo.

Definicao 6.9 Um modelo categérico para a logica £ com conjunto de redugoes R é um pré-
modelo categorico para a l6gica L (finitamente) axiomatizado usando equagdes entre morfismos.

Definicao 6.10 Seja uma classe K que modela categoricamente a logica £ com linguagem
categorico (X, A, t,T), um morfismo entre duas estruturas C = (C, %€, A€), C' = (C', £, A%
dessa classe é um funtor F : C' — C" tal que F((A")€) = (AYC para cada simbolo de funtor em
Img(t") e F(T(I)¢) = (I, para cada simbolo de transformagio natural em Img(T).

Proposicao 6.3 Se F = (Frees, Xpee, Apree) estd no modelo categorico K, entao € livre na
classe K. Isto significa que existe uma atribuicdo u : VarProp — Obj(Free.) tal que para toda
atribuicio I : VarProp — Obj(C) em qualquer estrutura C = (C, %€, A°) da classe K eziste
um unico morfismo ' : F — C tal que T = Fyj.u.

Prova: Seja F': F — C definido por:

F(x) =Z(x), para x varidvel proposicional;
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Fle(Ar, .., Aw)) = (SR (AL, ..., F(AL);
F(IT i Az, ..y 2) = B(yl,...,ym)]) = T(I° : F(A(x1,...,2,)) — F(Byi, ..., Ym)) =
(AN(Z(21), ... I(za)) = (B (Z(y1), - - Z(ym))-

F' estd bem definido nos morfismos ja que demonstragoes que se reduzem (que tém o mesmo
sequente final) tém a mesma transformacgdao natural no modelo C. F é um funtor ja que F([id :
A= A]) = (id)¢ : F(A) — F(A) e F([Il .- A= B).F([I' :+ B= C]) =TI)¢ : F(A) —
F(B).T(II')¢ : F(B) — F(C) =TI TAT) : F(A) — F(C) = T(ILIT')¢ : F(A) — F(C) =
F(ILI" = A = (C]) = F(II :+ A = BJ.[Il' .+ B = C]). Por definicao F preserva a
interpretacao funtorial das formulas e a interpretacao natural das demonstracoes. Além disto,
sendo u = inc : VarProp — For(A), F € o dnico que satisfaz Fyj.inc = I, ja que para
qualquer outro funtor G que satisfaca a equacao e preserve as interpretacoes das formulas e
das demonstracoes temos que G = F'.

6.2.2 Validade e Completude dos modelos categoricos apresenta-
dos para as logicas tratadas nos capitulos 3,4 e 5

Nos casos analisados nos capitulos anteriores apresentamos uma classe de estruturas categori-
cas para cada uma das légicas envolvidas e verificamos que nessas estruturas demonstragoes
correspondem a transformacoes naturais nas categorias e que demonstragoes que se reduzem
correspondem a mesma transformacao natural. Para verificar que cada demonstracao corres-
ponde com um morfismo, natural em todos os argumentos, consideramos que a logica esta
apresentada através do Calculo de Sequentes, mas isto nao é importante ja que poderiamos ter
considerado que a logica esta apresentada por qualquer um dos outros tipos de sistemas.

Em todos os casos, associamos primeiro um funtor a cada um dos conectivos e um objeto
(ou funtor constante) as constantes da linguagem. A férmula I e os antecedentes vazios sao
interpretados num mesmo objeto da categoria chamado I.

Em todos os casos analisados, a prova de que a cada demonstragao corresponde um mor-
fismo, natural em todos os argumentos, foi feita por indugao na estrutura da demonstracao.
Para isto, associamos aos axiomas identidades os morfismos identidades e a regra do corte uma
operacao S de composicao generalizada entre morfismos: dados morfismos f : A — B,g :
ARB®RA —C,5(f,g) =g.(idy ® f ® idar), onde A, A’ podem ser vazios.

A regra ®; é associada com a transformacao natural identidade e a regra ®,., i.e.

I'=A A=2B

A= A®B

é associada com a transformagao natural hom (T, A) x hom(A, B) — hom(I' @ A, A ® B), ja
que se C é uma categoria temos que hom(I'; A) x hom(A, B) = hom(I' x A, A x B) e tanto este
funtor como hom(I' ® A, A® B) sao funtores em (C x C)% x (C x (') — Set. A regra I, esta
associada com o morfismo identidade id; : I — I e a regra I, estd associada com o isomorfismo
natural ' : A = I ® A. As regras das constantes 1 e 0 exigem a existéncia de um morfismo
' = 1el'®0® A — A, se 1é o objeto terminal e 0 o inicial entdao esses morfismos sempre
existem.

120



As outras regras tém associadas transformagoes naturais entre funtores hom aplicados aos
funtores que aparecem na regra. Por exemplo, se na légica £ temos a regra:

I A, BT =C
P

I'B,AT =C

ent@o devemos ter uma transformacao natural: 7 4 g ¢ : hom(I'® A® BRI, C) — hom(I'®
B® A®I" C), natural em I') A, B, T", C. Isto é, dados morfismos h: A - T',f: A" — A g:
B'"— B,h: A —=T"el:C — (' devemos ter a seguinte equacao: 7a ar.p/.ar,cr-hom(h ® f ®
g h/, l) = hom(h ®g® f ® h/, l)-TI‘,A,B,F’,C-

Observe que uma maneira de garantir esta transformagao natural, associada a regra da
permutacao, é exigir a existéncia de uma transformacao natural c4 p: A® B — B® A e definir
a transformacgao 7 da seguinte maneira: dado um morfismo m : I'® (A® B) @ I — C em
hom(I' ® A® B®I",C), T associa o morfismo m.(idr @ cpa @idr) : ' @ (B A) @' — C
em hom(I' ® B® A®I",C). 7 definida desta maneira é uma transformagao natural ja que
podemos obter a equac@o correspondente: (I.m.(h @ (f ® g) @ I')).(ida ® cpa @ idp) =
(Im).(h® (f ® g) @ I).(ida ® cpra @ tdar) = (I.m).(h.ida @ (f ® g).cpra @ B @ idar) =
(Im).(h®@cpa.(g® f).h') = (I.m).(idp.h @ cg 4.(9® f).idr.h') = (I.m).(idr @ cg 4 @ idp).(h®
(99 f) @ 1) = L(m(idy © cp.p @ idp)).(h & (9.® f) @ ),

Para a regra

I\ I"= B

INAT'= B
devemos ter uma transformacao natural m a1 p : hom((Il; @ II3). Ay (< T, A IV >),B) —
hom(I' ® A ® I, B) natural em I, A,T", B, onde II;,1I3 : C x C x C — C sao os funtores
projecoes na primeira e terceira componente respectivamente ([HS73, pag.59]). Isto é, dados
morfismos g1 : A = [',go : A" =17, 9g3: B— C,h: D — A, devemos ter a seguinte equagao:
hom(gl Rh® ga, gg).Tr7A7r/7B = TA,D,A’,C-h X hom(91 & ga, gg).

Para obter a equagao da transformacao natural associada a regra de atenuagao, é suficiente
existir uma transformagcao natural p4 : A — [ e definir a transformacao 7 da seguinte maneira:
dado um morfismo f: I'®I" — B em hom(I'®I", B), T associa o morfismo f.(br ® idr).(idr &
pa ®idr). 7 definida desta maneira é uma transformagao natural ja& que podemos obter a
equagao correspondente: (gs.f).(br ®idr).(idr @pa®idr).(g1 @h®¢g2) = (g3.f).(br @idr).(g1 ®
pA.h®g2) = (gg.f).(bp®idp/).(gl.idA®id1.pD®g2.idA/) = (gg.f).(bp®z'dp/).(gl®id1®g2).(idA®
pp ®idar) = (g3.f)-(91 @ g2).(ba ® idar).(ida ® pp @ idar) = (g3.f-(91 ® g2)).(ba ® idar).(ida @
pp Qidar).

Uma vez estabelecido para cada demonstracao a transformacao natural correspondente,
verificamos que se duas demonstracoes se reduzem entao as transformacgoes naturais que as
interpretam sao iguais. Esta prova também foi feita por indugao nos passos de redugao, verifi-
cando que cada passo de reducao entre duas demonstragoes se corresponde com um diagrama
comutativo entre os morfismos correspondentes.

Com a andlise feita neste capitulo estamos em condigoes de mostrar, para as logicas tratadas
ao longo da tese que satisfazem o Teorema de Eliminacao da regra do corte, que as classes de
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estruturas categéricas apresentadas sao completas com respeito a logica que modelam. Isto é
que:

e se KE=T(II) : A" — B" entao I1 :- A = B;
e se K = T(II) = T(II") entao R*(IL, IT').

Esta prova se reduz a mostrar para cada logica £ que a estrutura gerada pela categoria livre
(Freer, Y pree, Arree) pertence a classe de estruturas categéricas definidas. Nesta estrutura as
transformacoes naturais definidas sao dadas pela relacao de demonstrabilidade, e as equagoes
vélidas sao as dadas pela relacao R™.

Apresentaremos sé alguns exemplos que servem como guia para mostrar como em cada
caso a construgao livre é uma categoria do tipo desejado. Seja a categoria livre para a logica
LLI, (Freerrr, Xrree, AFree), construida como definida anteriormente. O funtor ® : Freey; X
Free;;; — Freey; é definido por:

e %A, B)=A® B, onde A e B sao objetos da categoria Free;;, i.e. férmulas;

o @°%([f],]g])) = [f®g], onde [f : A= B, [g: C = D] sdo morfismos em Freer, i.e.
classes de equivaléncias de demonstragoes.

Que ®° é um funtor é direto das reducoes de tipo 3 e 4 da definicdo da categoria livre, ja que

lida ®idp) = |idags] e [f-f' ® 9.9 = [f @ g].[[' ® ¢].
Para cada formula A temos em LLI a demonstracao by :F I ® A= A

A=A
I,A= A

I®A= A

Seja [ba] a classe de equivaléncia da demonstracdo by e seja B a transformagao natural
correspondente, i.e. um conjunto de classes de equivaléncias de demonstragoes que comutam
com o corte. Para provar que é possivel definir uma transformagcao natural desta maneira deve-
se verificar que dada a classe [h : A = C] temos que [ba].[h] = [id; ® h].[bc], i.e. [ba.h] =
[(id; ® h).bc]. A continuag@o verificamos esta equagdo. Seja a demonstra¢do correspondente
ao lado esquerdo da equacao:

A=A

ILA= A

_— A= C

IA=A
I®A=C
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reduz-se a
A=A

_— A=C
I,A= A

I,A=C

I®A=C

reduz-se a

A= C
I,A=C

I A=C
A demonstracao correspondente ao lado direito da equacao é:

I=1 A=C C=C

[A=I®C 1.C=C

IQA=IT®C IC=C

I®A=C

reduz-se a

C=0C

=] ——
1,C=C

I,A=C

ILA=C

I®A=C

reduz-se a

C=0C

A=(C —
1,C=C

I,A=C

IQA=C

reduz-se a

A=C C=C

A=C
I,A=C

IA=C
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reduz-se a
A=C

ILA=C
I A= C

J& que as duas demostragoes reduzem a mesma demonstragao, entdo temos que [ba.h| =
[(id; ® h).bc|. Além disto, esta transformagao natural é um isomorfismo natural, i.e. devemos
verificar que existe uma transformacao natural B~! tal que ao compor componente a compo-
nente obtemos o morfismo identidade. A transformacao inversa é o conjunto das classes de

equivaléncia das demonstragoes
=1 A=A

by ——
A=T®A
que comutam com o corte. Dada uma componente [by] da transformagdo natural B e uma
componente [b;'] da transformacio B!, temos que [ba].[b4'] = [ba.b4'] = idiga e [b4'.ba] = ida
ja que
A=A

=] A=A ILA= A

A=1x A IA= A

A=A

reduz-se a
A=A

A=A —
I,A= A
=17

I,LA= A

A=A
reduz-se a A = A. E também temos que

A=A

ILA= A =] A=A

I®A= A A=T® A

IA=T®A
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reduz-se a
=] A=A

A=A —m08 ———
A=1T® A

A=T®A
[ A=TI®A

IA=T®RA

reduz-se a

=] A=A

A=1T®A

[LA=>I®A

I®A=IQ

reduz-se a

I=1 A=A

[ A=>T®A

IA=T®A
quesereduz a I ® A= 1® A.
Esta transformacao natural satisfaz também certos diagramas de coeréncia, entao devemos
verificar também que estes diagramas correspondem a demonstragoes que se reduzem. Por
exemplo, o primeiro diagrama da definicao de categoria monoidal:

A®( ®C) "> (A®) ®C
d®b b'Qid
A®C

exige que [a.(by ® idc)] = [a].[ty @ idc] = [a].([y] @ [ide]) : A® (I ®C) = A® C deve
ser igual a classe [ids ® bo] = [ida] @ [be] - A® (I ® C) = A® C. Esta igualdade é provada
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usando as redugoes que s@o permitidas na categoria livre. Para [id4 ® bo] temos que:

C=C

1,C=C
A=A —078 —
I®C=C

A(I®C)=A®C

A(I®C)=AxC
reduz-se a
C=C

A=A —
I,C=C

A(I,0)=A®C

AIeC)=AxC

A(I®C)=AxC

reduz-se a

A=A C=C

AC=C

A (1,0)=AxC

A(IeC)=AC

A (I®C)= A®C
Para [a].([V)y] ® [id¢]) temos que:

A=A =1
Cc=0a
Al=ARI A=A
(A 1),C= (AI)C A= A
_— C=C

A(I,C)= (A C A1 = A
AIeC)=A])C (AI),C=AcC
A (I®C)= (A1) C AHeC=AcC

A (I®C)= A C
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reduz-se a

A=A [=1
C=C

Al=ARI

ARI= A

A=A

AT= A

C=C

ARI[,C=AC

(A D),C=(A)aC

(A eC=AC

(A,1),C = AcC

A(I,C)=> AR C

AIeC)=AxC

AR(I®C)= A®C

reduz-se a
A=A
Al=A
E ——— C=0C
Al=ARI ARI1,C=AxC
(A 1),C=AxC
A (I,C)= A C
A(IeC)=AC
A(IC)=AcC
reduz-se a
A=A
A=A I=1 AT= A
Al=ARI ARl = A
C=C
(A 1),C=C

(A,1),C = A®C

AR(I®C)= A®C
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reduz-se a
A=A

_— C=C
Al= A

(A,1),C = A C

A(I®C)= A®C

reduz-se a

A=A C=C

AC=ARC

(A,D),C=A®C

A(I,C)= AR C

AR (I®C)=AxC

Portanto temos a igualdade desejada ja que as duas demonstragoes reduzem-se uma a outra
porque s6 diferem nas regras estruturais aplicadas e satisfazem a relagao do tipo 7 da definicao
da categoria livre.

As equacoes decorrentes da definicao de produto, coproduto, “internal-hom” e adjuncao sao
demonstradas de forma similar usando as redugoes operacionais e 7 do processo de normalizagao.
De maneira analoga sao provadas as redugoes correspondentes as equagoes das definicoes de
comonada monoidal e de estrutura de co-semigrupo comutativo <!A, m > para as codlgebras
livres sendo m um morfismo de codlgebras, no caso do modelo categorico pra LLI;.

A prova de que a categoria livre para as logicas IES4, E™ e T esta nas classes que definimos
no capitulo 4 como modelo categérico para elas ¢é direta. No caso da logica R, estabelecimos no
capitulo 3 como modelo categérico para ela uma categoria linear com diagonais e distributiva,
i.e. com um isomorfismo natural dapc : A X (B& C) — (A x B) & (A x C). Este modelo,
que surgiu naturalmente desde o ponto de vista categérico, é valido para a légica (i.e. que
satisfazem a propriedade de “Soudness”) mas ao fazer a construgao livre como indicada acima
(j& que nesta l6gica nao é valido o Teorema de eliminacao da regra do corte) ele nao resulta
completo. Isto se deve ao fato de que no calculo nao pode ser provado o seguinte sequente:
(A&B) & (A&C) = A& (B & C). O modelo para R resulta completo se é definido como sendo
uma categoria linear com diagonais e com distribuicao fraca:

Definicao 6.11 Uma categoria C com produto e coproduto diz-se distributiva fraca se o
produto quase se distribui sobre o coproduto, i.e. existe uma transformacao natural dapc :

Ax(B®(C)— (Ax B)® (Ax Q).

Da mesma forma que no caso dos modelos algébricos, os modelos categoricos que definimos
para as logicas tratadas na tese foram classes de categorias do mesmo tipo da categoria livre
obtida. Além disto, as categorias tém uma estrutura facil de ser apresentada, que acompanha o
processo construtivo das demonstragoes, cada regra do calculo foi modelada de forma indepen-
dente das outras, geram um modelo algébrico e também as estruturas algébricas pertencentes
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a classe do modelo algébrico, vistas como categorias pequenas pertencem a classe do modelo
categorico.

6.3 Conclusoes

O objetivo deste capitulo foi apresentar definicoes tentativas para estabelecer de uma maneira
formal e abstrata o que sao modelos algébricos e categdricos para uma légica.

Os dois tipos de modelos estudados consideram que os conectivos definem uma légica. Isto é,
deve-se modelar o comportamento que cada conectivo tem numa logica e é esse comportamento
quem vai diferenciar os conectivos e também as diferentes légicas entre si. Na verdade, neste
tipo de modelagem, em contraste com outros formalismos (como no caso dos modelos dos
mundos de Kripke), deve-se apresentar um significado a cada conectivo considerando-os como
fungdes (funtores no caso categdrico), entre possiveis valores de férmulas. Essas fungoes sao
apresentadas pelas propriedades que elas devem satisfazer de acordo ao comportamento dos
conectivos da logica que se estd modelando.

Como ja foi discutido em capitulos anteriores, mas vale a pena ressaltar aqui, a prin-
cipal diferenga entre os modelos algébricos e categéricos, além dos diferentes formalismos
matematicos utilizados, é a capacidade que cada um deles tem para modelar a teoria da prova
de uma légica. Os modelos categdricos resultam muito mais adequados e ricos para estudar o
poder dedutivo de uma logica.

Nesta etapa do trabalho centramos nosso interesse nas logicas que tém caracteristicas sim-
ilares as logicas analisadas ao longo da tese. Assim, as defini¢oes apresentadas sao suficiente-
mente gerais para cobrir os casos estudados nos capitulos anteriores. Como trabalhos futuros
estd previsto estender estas definicoes a casos mais gerais e entender melhor a relacao que e-
xiste entre modelos categoricos e o Teorema de eliminacao da regra do corte. Neste sentido, os
calculos das logicas TES4, E™ e T, que nao possuem a propriedade de eliminagao do corte e,
portanto podem resultar de menos interesse do ponto de vista dedutivo, foram introduzidos com
o objetivo de apresentar seus modelos categoricos, para levantar questoes referentes a modelos
para logicas sem eliminagao do corte e como exemplos concretos para posterior andlise.

Analisando os modelos categéricos que obtivemos para as logicas 1ES4, E™ e T parece
que podemos concluir que modelos categoéricos para logicas que nao satisfazem o Teorema
de eliminacao da regra do corte nao sao tao interessantes, ja que identificam morfismos que
correspondem a derivagoes mas que a logica nao identifica, ou reduz. Isto é, ao passar ao
modelo categérico é perdida certa informacao sobre as derivagoes. Mas, modelos categdricos
para calculos sem eliminacao da regra do corte poderiam ajudar a estabelecer célculos, para
a mesma logica, que possuam a propriedade de eliminabilidade do corte, ja que o modelo
categorico para os dois calculos deve resultar o mesmo.

Nao parece muito dificil estender as nogoes de modelos apresentadas para ldgicas de primeira
ordem, i.e. légicas com quantificadores definidos pelas seguintes regras do Calculo de Sequentes:

= A IVA[t)z],A = C
' =V Aly/x] I\Vz AT = C
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['= Alt/z] AT = C
['=dz A [, 3z Aly/z], T = C

Quantificadores podem ser modelados algébricamente através de algebras cilindricas [HMT71]
ou de algebras de relagoes bindrias [VHI1]; em [Yet90, Tro90] os quantificadores foram con-
siderandos como supremos e infimos infinitos. J4, modelos categoricos para quantificadores
foram tratados em [Sza78] como produtos e coprodutos infinitos e em [Gol84, See83] como
funtores adjuntos (a direita e a esquerda respectivamente) de um funtor de substituigao.

No que se refere a légicas com um conectivo de negacao cléssica, i.e. satisfazendo -—A —
Ae A — —=—A modelos algébricos sao facilmente apresentados exigiendo uma operacao de
complemento no reticulado, como no caso das dlgebras de Boole [Mir87, pag.19]. Nos modelos
categdricos, para logicas do tipo classico, deve-se exigir que exista um isomorfismo natural
A — [[A,—A], —A], sendo — o funtor contravariante que interpreta o conectivo da negagao. Se
a logica possui uma constante, L, que define a negagao entao o objeto da categoria para o qual
existe um isomorfismo natural A — [[A, L], L] chama-se de objeto dualizador ([See89, Tro90]).
Os modelos categdricos para a Légica Clédssica (vide Ap. A) resultam de pouco interesse, ja que
as Unicas categorias que satisfazem a condig¢ao de ter esse isomorfismo natural sao as proprias
algebras de Boole, vistas como categorias [L.S86, pag.67]. Sendo que neste modelo as édlgebras
identificam todas as demonstragoes do mesmo sequente, satisfazendo assim todas as equagoes
possiveis entre morfismos com mesmo dominio e codominio.

Pareceria que as extensoes mais importantes que deveriam ser feitas as nogoes de modelos
apresentadas deveriam ser para cobrir casos de légicas onde nao ha um conectivo que internaliza
no calculo o efeito da virgula que separa férmulas nos antecedentes dos sequentes, i.e. usar por
exemplo a nocao de multicategorias. Também deveria se permitir que no lado direito dos
sequentes possam aparecer varias férmulas. Se no calculo temos um conectivo que simula o
efeito da operacao que gera sucedentes complexos, estamos em um caso muito similar ao tratado
nesta tese e nao ha muito a acrescentar, mas se nao existir no calculo esse tipo de conectivo
entao deveriamos pensar em trabalhar com algum tipo de estrutura bi-sortida para levar em
conta os antecedentes e sucedentes dos sequentes.
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Capitulo 7

Conclusoes

Nesta tltima década tem havido um crescente interesse pela formalizagao de aspectos computa-
cionais usando como base a Teoria de Categorias. A légica também tem sido amplamente usada
para este fim. Ultimamente vem-se destacando o emprego de categorias para tratar logicas,
estudos estes que deram lugar a uma nova area de pesquisa, conhecida como Légica Categérica,
que nos permite relacionar os conceitos de categorias, logicas e processos computacionais.

A anadlise categorica de légicas encontrava-se restrita a casos particulares, como a anélise
da Loégica Intuicionista, da Logica Cléassica e da Logica Linear na suas versoes classica e in-
tuicionista; porém outros casos de interesse computacional careciam de tal estudo. Ademais
os estudos existentes eram feitos de forma intuitiva, sem seguir uma regra geral, estudando-se
apenas as peculiaridades de cada caso. A falta de uma definicao formal de modelo categérico
dificultava ainda mais a realizacao de novos estudos para outros tipos de légicas. O mesmo
acontecia na andlise algébrica de légicas, i.e. novos intentos de formalizacao algébrica de 1égicas
se deparavam com a auséncia de uma definicao formal de modelo algébrico e com a falta de
regras gerais que ajudassem na construcao de tal modelo.

Nesta tese foi apresentada uma definicao formal e geral de modelo categoérico e de modelo
algébrico. Tais defini¢oes sao especialmente adequadas para a andlise de logicas cujos sistemas
dedutivos satisfazem certas condicoes. Estas condigoes, apesar de restritivas, sao suficiente-
mente gerais para contemplar muitas das légicas de interesse computacional, como a Logica
Intuicionista, a Logica Linear, 16gicas relevantes, as logicas modais tipo S4, a légica Afim e a
Légica Cléssica.

Ademais das defini¢oes foram apresentadas construcoes concretas de um modelo algébrico
(4lgebra de Lindenbaum) e de um modelo categérico (Categoria Livre) para todas as logicas
que cumprem as condigoes estabelecidas. Isto nao somente garante a existéncia de pelo menos
um modelo para cada tipo de logica, mas também especifica a construgao desse modelo.

A introducao das condic¢oes da definicao dos modelos foram necessarias para dar sentido ao
modelo categdrico e principalmente para garantir a sua existéncia. Estas condi¢oes devem ser
estudadas com maior atencao em um trabalho imediato. O autor desta tese acredita que algu-
mas das condi¢oes podem ser relaxadas ou até mesmo descartadas, enquanto que as restantes
podem ser contempladas em uma definicao futura mas ampla.

Para chegar as defini¢oes de modelos algébricos e categoricos foi feita primeiramente uma
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analise minuciosa de casos ja existentes e casos que ainda nao tinham sido analisados em parte ou
bem na sua totalidade. Assim, com o intuito de providenciar um melhor e formal entendimento
da familia de 16gicas em estudo, e as diferencas entre cada um de seus membros, foi apresentada,
para cada logica em questao, a teoria da prova e os modelos algébricos e categéricos.

A familia de logicas considerada abrange basicamente as logicas relevantes, a Loégica In-
tuicionista, a Légica Afim e as légicas modais intuicionistas tipo S4. Esta familia de légicas
foi escolhida principalmente pelo interesse que tem havido nestes ultimos anos pelas légicas
chamadas subestruturais e pelas légicas modais.

Uma das logicas relevantes que teve destaque no comecgo da elaboracao da tese foi a Légica
Linear Intuicionista. O desenvolvimento formal desta légica resultou ser de muita utilidade,
tanto no nivel de teoria da prova quanto na andlise de modelos, ja que serviu como guia para
obter resultados para outras logicas relacionadas com ela. A Légica Linear Intuicionista possui
uma teoria da prova e modelos bem desenvolvidos. Resolvemos por esta razao toma-la como
ponto central de partida e considerar as logicas divididas em trés grupos. Na realidade foi
considerado o fragmento proposicional da logica linear intuicionista como ponto de partida, ja
que somente interessava estudar, numa primeira etapa, o comportamento dos conectivos e nao
o comportamento dos quantificadores. Ademais a parte modal da légica linear intuicionista
foi tratada separadamente, ja que o fragmento nao modal dela constituia por si mesmo um
excelente caso de estudo, por estar relacionado intimamente com as logicas relevantes.

Os trés grupos de logicas foram constituidos considerando primeiramente uma divisao entre
as légicas que possuiam as propriedades associativas e comutativas e as que nao as possuiam.
Resolvemos entao considerar uma outra subdivisao entre logicas modais e nao modais. Cada
um destes grupos foi analisado em um capitulo diferente da tese; o grafico seguinte ilustra a
organizacao destes grupos:
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A andlise de cada um dos trés capitulos foi realizada considerando primeiramente a parte
sintatica de cada légica (teoria da prova) e a seguir a parte seméantica das mesmas (modelos
algébricos e categdricos). As conclusoes sobre estes capitulos seguirdo também a mesma forma
de organizagao.

Conclusoes sobre a analise sintatica

Na fase de elaboracao da teoria da prova, analisamos e apresentamos sistemas dedutivos como,
o calculo de sequentes, deducao natural e A-cdlculo. Além disto, examinamos algumas pro-
priedades importantes para esta classe de sistemas, como o Teorema de Eliminacao da regra do
corte, o Teorema de Normalizacao e o Lema da Substituicao, os quais forneceram informacao
importante sobre as caracteristicas das derivagoes nos respectivos sistemas.

A andlise da familia de légicas foi realizada de uma forma gradual, isto é, partiu-se de
uma logica especifica (a Légica Linear Intuicionista) e a cada passo foram-se acrescentando ou

133



proibindo propriedades até alcancar as outras légicas pretendidas. O mais importante deste
procedimento é que a formalizagao sintatica das légicas refletiu exatamente este mesmo modo
de trabalho. Isto é, a construcao de cada formalismo foi feita de tal forma que para passar
do formalismo de uma légica ao mesmo tipo de formalismo da légica seguinte bastou apenas
acrescentar (ou retirar) a especificacdo da propriedade (ou conectivo) que foi introduzida (ou
retirada). Esta metodologia de especificagao em abstracoes simplifica o entendimento da relagao
existente entre a familia de légicas, porém nem sempre foi uma tarefa simples de se fazer.
Observe-se que neste trabalho foram apresentados apenas os resultados finais de cada sistema
€ Nao 0s passos que levaram a sua obtencao.

No capitulo 3 analisamos primeiramente o fragmento nao-modal positivo e proposicional da
Légica Linear Intuicionista de Girard, chamado aqui LLI, lembrando formulagoes e resultados
conhecidos mas também apresentando um Caélculo de Termos de elaboracao prépria. Nas
segoes seguintes, LLI foi estendida acrescentando a contracao de férmulas, para obter a logica
R~ e algumas outras logicas relevantes muito préximas a ela, como RM e R. Entre estes
casos destaca-se a analise realizada para R™, onde para obter uma Deducao Natural e um
Célculo de Termos com a propriedade de substituigao, a regra estrutural da contracao precisou
ser apresentada de uma maneira diferente. Isto originou novas redugoes permutativas, que
permitiram a demonstracao do Teorema de normalizagao.

Também vimos como acrescentando a regra da atenuagao a LLI, obtemos a légica Afim e
que a partir desta podemos obter a Légica Intuicionista (acrescentando a regra da contragao).
Para chegar a Logica Intuicionista desde LLI, a ordem dos passos é irrelevante, isto é podemos
primeiramente acrescentar a LLI a regra da contragao, obtendo R~ e logo depois acrescentar a
regra da atenuacao.

No capitulo 4 analisamos as logicas que perdem as caracteristicas de comutatividade e asso-
ciatividade com respeito a LLI. Neste sentido, apresentamos uma versao nao associativa para a
Légica Linear Intuicionista, LLI*. Esta logica, de idealizagao propria, é interessante porque nela
os contextos sao arvores de férmulas, i.e. denotam as estruturas mais simples e gerais possiveis.
A partir de LLI*, 16gicas relevantes como E-W, T-W e também a IES4 (a légica intuicionista
com uma implicagao estrita tipo a S4) foram facilmente obtidas e analisadas. Estes sistemas
nao possuem a propriedade de eliminacao da regra do corte (pelos procedimentos usuais de
eliminagdo) e portanto ndo tiveram muito destaque neste trabalho. Um sistema diferente a estes
¢é o Calculo de Lambek; neste caso proibe-se qualquer permutacao, mas exige-se a existéncia de
duas implicagoes, com o qual se re-introduz no calculo, certa capacidade de demonstracao.

No capitulo 5 estudamos algumas logicas modais intuicionistas. Idealizamos o sistema LLI,
que re-introduz em LLI a capacidade de contrair férmulas através de uma modalidade, tipo a
modalidade ! de Girard. O sistema LLI, resultou equivalente a légica R™, ganhando caracte-
risticas de relevancia que nao se encontram no sistema ILL de Girard. Também analisamos
outras logicas modais relevantes achadas na literatura como a légica modal intuicionista IS4—
de [BMdP92]. Ademais foi realizado um Calculo de Termos que abrange todos os conectivos
intuicionistas de IS4—, inclusive o absurdo intuicionista.

Um aspecto que merece destaque é que ao longo da tese estudamos logicas relevantes,
estritas, linear, intuicionista, isto é l6gicas com conectivos bem diferentes (principalmente o da
implicagao). Porém em nossa andlise as regras légicas para cada conectivo sdo praticamente as
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mesmas em todos os calculos. A diferenca entre uma légica e outra esta centrada nas regras
estruturais, que determinam a interpretacao dos contextos e da operagao que os gera (a virgula).
Dependendo das regras estruturais que a légica possua, a virgula entre formulas dos sequentes
é uma operagao que gera arvores, sequencias, multisets ou conjuntos. Todos estes casos tem
sido contemplados e analisados ao longo da tese.

Conclusoes sobre a analise semantica

Para apresentar a semantica das légicas tratadas utilizamos modelos algébricos e categdricos, ja
que estes tipos de modelos espelham a capacidade de derivabilidade da logica. Existem outros
tipos de sematicas para as légicas relevantes, como a dos mundos de Kripke [Fuh90, AD91],
mas elas nao se ajustaram aos interesses da tese.

Da mesma forma que na analise sintdtica, a formalizacao semantica das légicas refletiu o
mesmo modo de analise gradual. Isto é, a construcao de cada tipo de modelo foi feita de tal
forma que para passar do modelo de uma légica ao modelo da légica seguinte bastou apenas
acrescentar (ou retirar) a interpretagdo da propriedade (ou conectivo) que foi introduzida (ou
retirada).

No capitulo 3 analisamos os modelos algébricos e categoéricos para LLI e notamos que cada
fragmento conservativo dela pode ser modelado independentemente. Cada conectivo pode ser
modelado de forma separada, porém todos eles estao ligados com a interpretacao da virgula,
ja que em cada regra légica existem contextos. Neste capitulo logramos associar as regras
estruturais de contracao e atenuacao a seu modelo. A regra da contracao pode ser modelada
através de diagonais, tanto da operagao monoidal quanto do funtor tensor, que modela o efeito
da virgula. A regra da atenuacao pode ser modelada por projecoes da operacao monoidal e
do funtor tensor. Neste capitulo apresentamos modelos categdricos de elaboragao prépria para
varias légicas que sao extensoes da légica LLI, como RM, R e Afim.

No capitulo 4 associamos as regras estruturais de associatividade e de comutatividade com
caracteristicas similares para o funtor tensor e a operagao monoidal. No caso dos modelos
para o Célculo de Lambek precisamos exigir que exista um funtor de “internal-hom” adjunto
a direita e um “internal-hom” adjunto a esquerda para o funtor tensor. Isto se deve a que no
sistema 16gico existem dois tipos de implicagoes e falta a regra da comutatividade. Da mesma
maneira, no modelo algébrico, precisa-se de pseudo-complementos a direita e a esquerda. Neste
capitulo foram feitos modelos categoricos originais para as logicas LLI*, IES4, E™ e T.

J& no capitulo 5 onde se estende LLI através de um conectivo modal que satisfaz as regras
da modalidade ao estilo S4, precisamos enriquecer a estrutura existente nos modelos de LLI
com uma nova operacao ou funtor. O modelo categérico resultou muito interessante porque
nele, por exemplo, pudo-se espelhar a relagao de traducao existente entre as légicas R~ e LLI,.
Da mesma maneira que no modelo categérico de [BBAPH92| foi possivel espelhar a relacao
entre LJ e ILL. Baseados na andlise feita para o caso de ILL, apresentamos em [BMdP92] um
modelo categorico para IS4—. Nesta tese, além dos modelos algébricos e categéricos para LLI;,
também foram elaborados e apresentados modelos categoricos para as logicas relevantes modais
Ryrs4 € RY. Em particular, no Apéndice D, foi apresentado um modelo dialético para a logica
LLI,.
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Em geral, no caso dos modelos categéricos, onde se deve refletir a estrutura da prova, se a
mudanca feita no comportamento de um conectivo nao envolve as reducoes das derivacoes, entao
precisa-se modificar s6 o comportamento do funtor correspondente, isto é das transformagoes
naturais que acompanham a esse funtor. Isto foi feito, por exemplo, no caso da légica R,
onde produtos distribuem sobre coprodutos, e no caso da légica RM. Se, por outro lado, ao
se modificar o comportamento do conectivo geram-se novas reducoes ou eliminam-se algumas
ja existentes, entao além de mudar a interpretacao, isto é as transformagcoes naturais, deve-se
também acrescentar ou eliminar certos diagramas comutativos. Por exemplo, no caso de logica
R~, a regra da contragao gerou novas redugoes e obrigou a introducao de novos diagramas
comutativos que envolveram as diagonais.

Outro aspecto analisado refere-se a capacidade que tém os modelos categoricos de refletir
aspectos da teoria da prova da logica em estudo. Isto acontece, em primeiro lugar, porque
cada demonstracao no sistema logico se “codifica” num morfismo da categoria. Além disto,
os processos de redugoes de derivagoes podem ser espelhados na estrutura que as categorias
possuem, ja que as reducgoes entre derivagoes se correspondem com diagramas comutativos nas
categorias.

Os modelos algébricos, como foi mostrado, correspondem a nogoes matematicas mais sim-
ples, mas nao dao nenhuma informacao sobre o comportamento das derivagoes. Com eles é
possivel verificar se um sequente é demonstravel ou nao, mas nao sao adequados para modelar
a estrutura das derivacoes ou a relagao entre elas. Por outro lado, nos casos analisados os
modelos algébricos podem ser obtidos a partir dos modelos categoéricos, particularizando uma
categoria a um conjunto parcialmente ordenado.

Os graficos seguintes ilustram a organizacao dos modelos algébricos e categéricos das logicas
estudadas:
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Conclusoes finais

Uma vez apresentada a teoria da prova e os modelos algébricos e categdricos de todas as logica
em questao, apresentamos, no capitulo 6, uma definicao formal e geral de modelo categdrico e

modelo algébrico.

A anadlise particular dos casos estudados nos outros capitulos serviu como guia fundamental
para estabelecer uma definicao formal e abstrata de modelo algébrico e categorico, ja que foram
tratados varios casos com caracteristicas diferentes.
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prépria, sao suficientemente gerais para cobrir uma familia ampla e interessante de légicas,
sendo um objetivo de trabalho futuro ampliar estas defini¢oes para tratar de casos mais gerais.

Modelos algébricos foram definidos como classes de estruturas algébricas, i.e. conjuntos com
operagoes atuando neles junto com uma relacao de ordem que espelha a relacao de derivabilidade
da logica. Também mostramos como obter um modelo algébrico dado pelo préprio célculo,
chamado &lgebra de Lindenbaum.

A definicao dos modelos categdricos, por outro lado, espelha o processo completo de dedugao
através de morfismos nas categorias. Demonstragoes de sequentes correspondem exatamente
a morfismos entre a interpretacao do antecedente e do sucedente do sequente demonstravel,
sendo que demonstragoes que se reduzem correspondem ao mesmo morfismo. Na verdade, as
ferramentas da Teoria de Categorias resultam o suficientemente poderosas para tratar de forma
uniforme o processo completo de deducao em logica.

As definigoes apresentadas mostram que os dois géneros de modelos nao estao isolados. Pelo
contrario, resulta evidente como um modelo categérico é uma generalizagao do modelo algébrico
ao considerar como diferentes cada demonstracao de um mesmo sequente. Tendo em vista esta
generalizagao, obtivemos um modelo algébrico gerado pelo modelo categdrico e também vimos
que o modelo algébrico que apresentamos para cada uma das légicas estudadas estd contido
no modelo categérico correspondente. Também mostramos como obter um modelo categoérico
dado pelo proprio célculo, chamado a categoria livre.

Por 1ltimo, podemos dizer que os objetivos propostos para a realizacao do trabalho foram
amplamente atingidos ja que realizamos uma analise sistemética tanto da teoria da prova como
dos modelos algébricos e categdricos para a familia das 16gicas relevantes (entre outras légicas
aqui estudadas), contribuindo desta maneira nao sé para um melhor entendimento de estas
légicas, mas também para o enriquecimento da Légica Categorica em geral.

Acreditamos que o aporte original desta tese centra-se basicamente em dois aspectos. Um
deles refere-se ao tratamento sistemético das logicas, dando-se um grande valor as regras es-
truturais que a logica possua. O outro aspecto refere-se ao fato de ter providenciado definigoes
de modelos algébricos e categoricos. Estas definigoes sao o primeiro passo no sentido de sen-
tar bases do que poderiamos chamar de uma teoria de modelos categdricos e algébricos. Com
nocoes gerais e uma analise mais ampla da relagao légica-categoria espera-se estabelecer uma
metodologia de trabalho em Logica Categoérica. Neste sentido, esta tese poderd servir como base
de referéncia para a realizacao de trabalhos futuros dentro da area de teoria da computacao.
Principalmente para tratar diferentes processos computacionais usando as ferramentas que ofe-
rece a Légica Categodrica, isto é a Teoria da Prova, a Teoria de Categorias e o vinculo existente
entre elas.

7.1 Trabalhos Futuros

Finalmente é necessario apontar a possibilidade de desenvolvimento de trabalhos futuros di-
retamente relacionados com o assunto da tese de doutorado. A conexao entre légica linear e
teorias de concorréncia ainda nao esta suficientemente explicada. Um artigo de C. Brown e D.
Gurr utiliza modelos dialéticos de Logica Linear para modelar Redes de Petri ([BG90]) e um
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subsequente (e melhorado) artigo de V. de Paiva estende essa ideia as redes de Petri com mul-
tiplicidade maior do que um ([dP91al). Por outro lado, M. Dam propds como base ideal para
o desenvolvimento da teoria de algebras de processos em geral, e SCCS em particular, a uma
das 16gicas relevantes ([Dam92, Dam88]). Em [Ben89] sao estudados processos concorrentes e
distribuidos através de categorias monoidais com comondides e mondides.

Outra direcao que gostariamos de explorar é a utilizacao de légicas relevantes em Pro-
gramacao Funcional. Num trabalho muito recente [BF92], é estudado que o conceito de “ser
estrito” (strictness) num A-célculo tipado, estd relacionado com a implicagao relevante. Nas
palavras do autor do citado artigo “relevant types are strictness types”. Porém, ao se tentar
introduzir um operador de recursao em uma linguagem funcional, ocorrem alguns problemas
que ainda nao foram solucionados. A Teoria de Categorias parece ser uma ferramenta essencial
para modelar operadores deste tipo.

Durante a execucao do trabalho de tese ficou evidente a necessidade de formular diferentes
apresentagoes para uma mesma légica (sistema axiomatico, Célculo de Sequentes e Deducao
Natural), isto é, tendo uma apresentagdo para uma légica era preciso desenvolver outros tipos
de formalismos. Esta etapa resultou ser complexa, além de consumir tempo posterior para
verificar a equivaléncia (num certo sentido estabelecido) entre as diferentes versoes. Propoe-
se entao o desenvolvimento de um sistema para fornecer suporte de maquina a passagem de
uma formulagao para outra equivalente. Isto envolveria primeiro um trabalho tedrico, na area
de logica, como por exemplo analisar quais sao as condi¢coes minimas que uma relagao de
consequencia logica deveria satisfazer.

A importancia do Teorema da Modularizagao para desenvolvimento de especificacoes 16gicas
bem como sua relagao com o Lema de Interpolagao de Craig ja sao bem conhecidas. Contudo,
a nova demonstracao, mais simples e direta, do Teorema da Modularizagao por Paulo A. Veloso
sugere algumas conexoes, a serem investigadas, entre propriedades da relagao de consequéncia.

Por outro lado, a ideia de introducao de novos sortes, importante para implementacao,
sugere versoes mais gerais de eliminabilidade e do Teorema de Beth (de definibilidade) que
merece exame mais aprofundado.

Em sintese, as quatro vertentes que devem nortear a futura pesquisa sao:

1. conexoes entre logica linear e teorias de concorréncia;

2. utilizagao de légicas relevantes em programacao funcional,

3. propriedades, logicas e categoéricas, fundamentais da relacao de consequéncia;
4. ambiente para manipulagao de formulacoes de logicas.

Estas vertentes, além de seu interesse intrinseco, visam fornecer subsidios para um entendi-
mento mais completo e aprofundado das interrelagoes entre légica, categorias e computacao.
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A APENDICE

LJ : Calculo de Sequentes da Loégica Intuicionista
proposicional
Regras Estruturais:

(Identidade) (Absurdo) —————
A=A Il=A
A, B,T' = C ' = A Y AA=2B
(P) (Corte)
I'B,AT' = C ., IA = B
=24 INNA,A= B
M () ———
IB=A A= B

Regras Logicas:

= A ABY=~CC A =B

— —y —
AA— B T)Y =C ' = A—B

A = C B = C = A I'= B

A

e AN
IAANB =>C T.,AAB =C T S AAB

NAa=«<c I'B = C r = A I'= B
V
T AVB = C T= AVB T = AVB

Letras maitsculas gregas sao usadas para denotar sequéncias de formulas e letras maitsculas
latinas para denotar férmulas. Define-se = A como A — 1. Note que a constante L se comporta
como falsidade légica (elemento neutro para V).
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LK: Calculo de Sequentes da Lodgica Classica
proposicional
Regras Estruturais:

I = AA A= 0

(Ident) (Abs) ———— (Corte)
A=A I1l=A ., = Ad
A, B, ' = A I' = A A BA'
(P.) , (Pa) ,
IB,AT = A I' = A/ BAA
'=A I'= A
(A) 77—  (Ad)7——=—
IB=A I'= B,A
INAJA= A = AAA
(Co)——r——— (Co)———F
A=A '=AA
Regras Logicas:
I = AA I'B= A A = B,A
e —d
I'NA—B, = A ' = A—BA
A= A B = A = AA T = BA

Ne A\
TAANB = A T.AAB = A T S AABA

A=A T''B=A I = AA I' = B A
Ve V
I AVB = A ‘T= AVBA T = AVB,A

Letras maiusculas gregas sao usadas para denotar sequéncias de formulas e letras maitsculas
latinas para denotar férmulas. Define-se = A como A — 1. Note que a constante L se comporta
como falsidade légica (elemento neutro para V).
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ILL: Calculo de Sequentes da Légica Linear

Intuicionista
Regras Estruturais:

I A BT = C
(P)

(Identidade)
A=A IB,AT = C

r= A X AA=10B
(Corte)

“.T,A = B

Regras Logicas:

r = A
[e——— I4
I, = A =1

' =1 ro=24 1 =

= A ABYX=7CC A =B
—0O _Od
AA—o BTY =C ' = A—-oB
A, B,T' = C r= A A=2B
Qe Qd
A B,T" = C INA = A® B
INA = ¢C B = C = A I'= B

&, &q
IA&B = C A& B = C I' = A&B

NA=«C I''B=C I = A ' = B
e Bg————————— —_—
NAeB = C dF:>A69B ' = A B
I'=0B I''AJ'A= B
I'A= B I'N'A= B
A= B T=A

IN'A= B T =!A

Letras maitsculas gregas sao usadas para denotar sequéncias de formulas e letras maitsculas
latinas para denotar férmulas. !'I" significa que cada uma das férmulas que aparecem em I' tem
! como conectivo principal. Define-se =A como A —o_L.
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CLL: Calculo de Sequentes da Légica Linear Classica
Regras Estruturais:

A, B,T" = A I'= A B A
(Pe) (Pa)

(Identidade) A _—
A=A [,B, AT = A ['= B, A A

I = AA X A=A
(Corte)

. = ALA
Regras Logicas:
I = A

[e————— Iy
I,T = A =1

r = 1A ro=A

'=A
1= '=1A

I = AA BYX = A A = B A
—0, —o

d
A—-o B2 = A A ' = A—-oBA

A, B,I' = A I = AA ¥ = BA
e ®d
MA@ B,T' = A IS = A®B,A, AN

®

I' = A BA I' = AA ¥ = BA
O

Ijd e
' = AOB,A IS, AO0B = AA

&F,A:>A B = A &F:>A,A I' = B A
‘T AB = A  T,A4B = A T & A&B.A

A=A TI''B= A I = AA I' = BA
®
TAGB = A T= AeBA T = AaB.A

e
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' A INAA= A
[NA= A [NA= A

A=A T = A7A
A=A T =14,7A

= A T =?74,74, A
[ =74, A I =74, A
= AA T = A, ?A

I =724,A 1,74 =,7A

Letras maiusculas gregas sao usadas para denotar sequéncias de formulas e letras maitsculas
latinas para denotar férmulas. !'T" significa que cada uma das férmulas que aparecem em I' tem
! como conectivo principal. Da mesma maneira, ?I" significa que cada uma das férmulas que
aparecem em ' tem ? como conectivo principal. Define-se =A como A —ol. Note que L é a
identidade de O.
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B APENDICE

Provas dos Enunciados do Capitulo 3

Teorema B.1 Cada sequente no sistema de Sequentes para R~ pode ser derivado por meio de
uma demonstracao sem a regra do corte.

A prova deste teorema é feita por inducao, tanto na complexidade da férmula cortada, quanto
no comprimento da derivacao. A idéia é eliminar aplicacoes da regra do corte, substituindo cada
aplicacao por outra aplicagao do corte, mas numa férmula mais simples ou numa derivao de
menor comprimento. A base da inducao é quando um dos sequentes superiores é um axioma.
Neste caso o corte desaparece diretamente, ou em alguns casos, nao ¢ mais possivel aplicar
reduzoes, assim dando término ao processo.

A prova para o caso R~ usa, no lugar da regra do corte comum, a regra chamada de
corte indexado, que permite cortar uma ou mais ocorréncias da mesma férmula. Por exemplo,
para cortar as duas ocorréncias da férmula A que aparecem nas posicoes n+ 1 e n + m + 2
respectivamente, a regra do corte indexado é:

'=A A,AY, A d=DB

Cn+1,n+m+2
LA, S, &= B

Neste sistema a regra do corte indexado ¢ equivalente a regra do corte comum:

'=A A,,AX=18B
Cn+1

TA,%

AT,Y

Desta forma, com a regra do corte indexado obtivemos a regra do corte comum, sendo que
no ultimo passo, na realidade, foram feitas vérias aplicacoes da regra de permutagao. Por outro

lado,
'=A A,AY, A d=C

'=A TI'N'A, X, A ®=C

I ALY,®=C

TAY®=C

Desta forma, com varias aplicagoes da regra do corte é possivel obter o efeito da regra do
corte indexado, usando as regras de contracao e permutacao, validas no sistema R™.

A regra do corte indexado é usada no processo de eliminagao da regra do corte para tomar
conta dos casos onde temos, como sequentes superiores de uma aplicacao da regra do corte,
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uma regra de introducgao a direita, como sequente esquerdo, e, como sequente direito, a regra
da contracao aplicada a férmula introduzida no sequente esquerdo. Mais especificamente, a
derivacao:

'=A A=2-B P, A® B, A® B,Yx = C

I'N'A=A®B PARB,YX=C

>T,%=C

reduz-se, a:

I'=A A=20B

NA=A®B

P, A9 B, A® B,YX = C

Cn+1,n+2
oI Y=C

onde o corte indexado foi aplicado numa derivacao de menor comprimento. Todas as derivagoes
em que temos uma regra de introducao a direita e uma contragao na féormula introduzida,
seguidas de um corte, se reduzem desta forma. Os outros casos sao todos tratados da forma
usual, mas em certos casos, quando temos como sequentes superiores do corte uma regra de
introdugao a direita (como sequente esquerdo) e uma regra de introdugao a esquerda (como
sequente direito), é necessario aplicar as regras de contracdo e permutagao para obter a redugao.
Por exemplo, a derivacao:

I'=A I'=8B AA=C
I' = A&B A&B,A = C
CLi,j
A= C

onde A* contém as mesmas formulas que A, fora as ocorréncias nas posicoes i, j da férmula
A que foram curtadas. Esta derivacao reduz-se a:

I'=A I'=10BB

AAN=C
I'=> A&B

I'=A AT,A"=C

LT A=C

A= C

onde os cortes sao aplicados em ramos de comprimento menor ou com férmulas de complexidade
menor. A ultima regra, na verdade, é uma sucesao de aplicacoes das regras de permutacao e
contragao.
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Proposicao B.1 Seja L um objeto de uma categoria simétrica monoidal fechada C (L € a in-
terpretagcao de uma constante da linguagem de LLI), entao (a) cada vez que existe um morfismo
g:A— Bexisteg : (B—ol)— (A—l), e (b) existe um morfismo f: A — (A —ol) —ol
em C.

Prova:

(a) sai direto de que —o é um funtor contravariante na segunda componente; dado g : A — B
existe o morfismo ¢’ = _ —ol: (B —ol) — (A —ol).

(b) decorre de que ® e —o sao adjuntos:

temos o morfismo evy | : A® (A —ol)=(A ol)®A —-L € hom(A® (A —ol),1)=
hom(A, ((A —oLl) —ol)), entdo temos um morfismo f: A — ((A —oLl) —ol).

Proposicao B.2 Um funtor tensor @ com projecoes e diagonal que satisfaca os diagramas
comutativos abaixo € um funtor produto:

(AQB)

(A ®B) QARB) » (A X B)
PX®S

Ae—" ARA S G A

Prova: Definimos a formagao de pares por < f,g >= (f ® g).6.
(a) o diagrama formado pelo morfismo de formagcao de pares e as projegdes comuta,
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P s
f 9
A C®C B
It
f g
C

Isto é, que P.((f ® 9).0) = f, e S.((f ® g).6) = g é direto pela definigao das projecoes P
e S jd que a composicao com a transformacao natural 6 é s para garantir a duplicacao dos
argumentos.

(b) o morfismo mediador, formador de pares, é tinico, i.e. dado um morfismo h: C' — A® B
tal que P.h = f e S.h = g devemos provar h = (f ® g).0.
(f®g).0 = (Ph®S.h).6 = (P®S).(h®@h).d = (P®S).6.h =id = h, pelo diagrama comutativo
de hipotese.
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C APENDICE

Provas dos Enunciados do Capitulo 4

Teorema C.1 Cada sequente no sistema de Sequentes para LLI* pode ser demonstrado através
de uma derivacao sem a regra do corte.

Prova: a prova nao apresenta nenhuma dificultade adicional. Por exemplo, no caso da derivacao:
I=A A=2B I'(A® B,(C,D))] = E

(ILA)= A®B T[(A®B,C),D)] = E

I[(((I1,A),C),D)] = E
deve-se reduzir a:

I=A A=25B

I'(A® B,(C,D))]= E
(ILA)= A® B

TI((ILA),(C, D)) = E

T[(II* ® A*, (C,D))] = E

T[((I* ® A*,C), D)] = E

P, A), C), D)) = E

onde IT*, A* sao formulas obtidas de IT e A respectivamente pela aplicacao sucessiva da regra
®, que substitui a virgula pelo conectivo ®. Neste caso a regra do corte é aplicada num ramo
da derivacao de menor comprimento.

Proposicao C.1 + Il = B no sistema de sequentes para LLI* sse - II* —o B no sistema
axiomdtico, onde I1* é a formula obtida substituindo cada virgula que aparece na darvore 11 pelo
conectivo ®, e cada ocorréncia da drvore vazia () pela férmula t.

Prova: no sentido de esquerda para direita é suficiente mostrar que no sistema de sequentes
¢é possivel derivar cada um dos axiomas e regras do sistema axioméatico. No outro sentido, a
prova ¢ por indugao no comprimento da derivagao, deve-se assumir que no sistema axiomatico
(a interpretagado) dos sequentes superiores é derivavel, e entdo deve-se obter (a interpretagao)
do sequente inferior. Para provar este sentido da proposi¢ao sao tteis os seguintes teoremas e
regras derivadas no sistema axiomatico de LLI*:

A—OAl B—OBl

A®B—0A1®B1
AR B —oB®A
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Proposicao C.2 + II = B no sistema de sequentes para IES/ sse = II* — B no sistema
axiomdatico, onde I1* € a formula obtida substituindo cada virgula que aparece na drvore I1 pelo
conectivo ®, e cada ocorréncia da drvore vazia () pela férmula t.

Prova: no sentido de esquerda para direita é suficiente mostrar que no sistema de sequentes
¢é possivel derivar cada um dos axiomas e regras do sistema axioméatico. No outro sentido, a
prova é por indug¢ao no comprimento da derivacao, deve-se assumir que no sistema axiomatico
(a interpretagao) dos sequentes superiores é derivavel, e entao deve-se obter (a interpretagao)
do sequente inferior. Para provar este sentido da proposi¢ao sao tteis os seguintes teoremas e
regras derivadas no sistema axiomético de IES4:

AéAl B—‘Bl

A@B—\A1®Bl

((A1 ® Az) ® A3) — (A1 ® (A2 ® Az))
(A1 ® Ag) ® A3) — (A2 ® (A1 @ A3))
A—ARQ A

(B®A) — A

Proposicao C.3 FExiste uma traducao fiel entre LLI e CL + k. Isto significa que existe uma
traducao t das formulas de LLI nas formulas de CL + k tal que = Ay, ..., A, = A em LLI sse
F r(t(A1)),...k(t(A)) = t(A) em CL + k.

A tradugao t : F(LLI) — F(CL + k) é definida por:

t(A) = A se A é uma férmula atomica.
t(A® B) = k(t(A)) @ k(t(B))
t(A —o B) = k(t(A)) — t(B)

Por inducao no comprimento da demonstracao = A;,..., A, = A é possivel provar que
F A, ..., A, = Aem LLI entdo F k(t(A41)),...k(t(A4,)) = t(A) em CL + &.
Para demonstrar o outro sentido, definimos a tradugao ¢’ : F(CL + k) — F(LLI) por:

t'(A) = A se A é uma férmula atomica.
t'(A® B) =t(A) @t (B)
t'(A— B)=t(A) o t'(B)
t'(A«~ B)=1t/(A) - t/(B)
t'(r(A)) =t'(A)

Com t’' assim definida temos que:

1-FAy,...,A, = Aem CL 4 k entao F t'(Ay),...,t'(A,) = t/(A) em LLI.

2-t'(t(A) =A

Usando estes resultados obtemos que F  k(t(A1)),...k(t(An)) = t(A) em CL + k entdo
HA,...,A, = Aem LLL
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D APENDICE

Provas dos Enunciados do Capitulo 5

Proposicao D.1 Seja um mondide modal (M,<,o,e,—o, M), a operacio modal satisfaz

M(a) < M(a) o M(a) e M(a) < e sse satisfaz M(z) o M(y) = M(z&y).

Prova: no sentido direita-esquerda em [Avr88].

Para mostrar o outro sentido, temos que: M(a) < a e M(b) < e por hipdtese. Por compa-
tibilidade temos que: M(a) o M(b) < aoe < a. Da mesma forma obtemos que: M(a) o
M(b) < eob <b. Por definigdo de infimo sabemos que M(a) o M(b) < a&ed, entao temos que
M(M(a)oM(b)) < M(a&b). Por outro lado temos, M(a)o M(b) < M(M(a))o M(M(D)) <
M(M(a) o M(b)). Por transitividade obtemos o resultado desejado.

Falta ainda mostrar que podemos obter M(a&b) < M(a) o M(b). Para isto, da defini¢ao
de infimo temos que a&b < a entdo M(a&b) < M(a). Da mesma forma obtemos, M (a&b) <
M(b). Por compatibilidade M(a&b) o M(a&b) < M(a) o M(b). Por hipdtese temos que
M(a&b) < M(a&b) o M(a&b). Por transitividade temos o resultado desejado.

Para verificar que uma categoria linear modal é um modelo categoérico para o fragmento de
LLI, sem a regra da contragao, i.e. LLI, - C!, devemos mostrar que para cada derivagao ha um
morfismo na categoria e que redugoes se correspondem com equagoes entre morfismos:

Promocgao (a) Seja o morfismo f :!14; ® ... ®!A,, — B correspondendo ao sequente superior.
Entao, por definicao de comonada e de funtor monoidal temos o seguinte morfismo: !4; ®
@A, =A@ L ®lA, SI(IA ® ... ®lA,) BIA.

(b) Se o antecedente dos sequente é vazio, por hipdtese temos f : I — B. Por defini¢ao

de funtor monoidal temos I -!7 i!A.

Delecao Seja o morfismo f: '® A®A — B correspondendo ao sequente superior. Por hipdtese
temos o morfismo €4 :!A — A, entdao obtemos o morfismo Ir ® 64 ® 1o : I'QIA® A —
I'® A® A. compondo com f obtemos um morfismo que corresponde ao sequente inferior,
f(lres®1a) : TRIA® A — B.

Observe que o diagrama da definicao de codlgebra, £4.04 = idix da a relagdo entre € e ¢
necessaria para modelar o sentido de cima para baixo da regra Promocao.

Além disto, com as equagoes da estrutura da categoria podemos satisfazer as equacoes do
processo de normalizacao. Isto é, demonstracoes que se reduzem correspondem ao mesmo
morfismo na categoria. Por exemplo, a reducao:

derelict ( promote z1,..., 2z, for z1,..., 2, in f) — flz1/x1, ... 20/ 2]
corresponde ao diagrama comutativo:
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5 &~ &3
lA@ ®|A—>”A® Q NA _p('A® ®'A)—>!B

id ER... R¢ € €

A®-® A — > A®Q® !An_f> B

onde o triangulo comuta por definicao de comonada, o quadrado do meio comuta porque
€ é uma transformagao natural monoidal e o quadrado direito comuta porque £ é uma trans-
formagao natural.

A reducao dos termos:

promote ( promote 21, ..., 2z, for z1,...,xz, in f),wy, ..., w, for y,y1,..., Yy ing —
/ / :
promote 2, ..., Zy, Wi, ..., Wy, for 2, ... 2l y1, ..., Yy In
/ / :
(g] promote ', ... 2! for xy,...,z, in f/y])

corresponde ao diagrama comutativo

|
C 6—>!!C —f> IA
) 5 d
|
IC—uc — o 1A _ 9 .8

onde o quadrado da esquerda comuta por definigao de comonada e o quadrado da direita porque
6 é uma transformacao natural.

Verificaremos que uma categoria linear modal onde cada !-codlgebra livre <!A;64 1A —
A > tem um morfismo m :!A —!A®!A tal que a.(id ® m).m = m.(m ® id) e com = m que é
um morfismo de codlgebras e além disto cada morfismo de codlgebras livres é um morfismo de
co-semigrupos, ¢ um modelo categdrico para LLI,.

C! Seja o morfismo f : 'R!A®R!A® A — B correspondendo ao sequente superior. Por hipotese
temos o morfismo m4 :!A —!A®!A, entao obtemos o morfismo 1r@mis®1a : 'QIARA —
I'®!A®!A @ A. Compondo com f, obtemos um morfismo que corresponde ao sequente
inferior, f.(Ir @ mia @ 1) : TRIA R A - TRIA® A.

Além disto, as reducgoes entre termos correspondem aos mesmos morfismos. Por exemplo, a
reducao:

159



derelict ( copy z :!A as z,y in f) — copy z:!4 as x,y in derelict (f :!C)
corresponde a equagao €c.(f.mia) = (1. f).mya entre morfismos.
A reducao
m(copy z:!Aasz,yin f: C x D) — copy z:!A as z,y in m(f : C x D)
corresponde a equacao e p.(f.mua) = (Ilg p. f).mi4 entre morfismos.
A reducao:
copy ( copy ' 1A as z,y in f:IC) as z,w in g —
copy ' :!A as z,y in ( copy f:!C as z,w in g)
corresponde a equacao g.mic.(f.mia) = (g.muc. f).mia entre morfismos.

Proposicao D.2 Seja C uma categoria monoidal, se o funtor de esquecimento
U : Cosemcom¢ — C tem um adjunto a direita R, entao a coménada (T,¢,0) definida em C
pela adjuncdo entre U e R € tal que Cosemcomg = CT.

Prova: a prova usa o teorema de Beck ([ML71, pag.147]):
Seja < F,U,v,e >: C' = D uma adjuncao, < (G, 6, ¢ > a comonada que ela define na categoria D
e DY a categoria das codlgebras desta comonada. Entao as seguintes condicoes sao equivalentes:

e 0 (tinico) funtor de comparagio K : C' — DP é uma equivaléncia de categorias.

e O funtor F': C' — D cria equalizadores para aqueles pares de morfismos f, g em C para
os quais F'(f), F'(g) tém um equalizador absoluto em D.

A prova da proposigao reduz-se a verificar que o funtor U : Cosemcoms — C cria equal-
izadores para aqueles pares de morfismos f, g em Cosemcom¢ para os quais U(f),U(g) tém
um equalizador absoluto em C.

Dado um equalizador absoluto (£, e) em C:

U(f)

e —_—>
E>—® U,V o » U(B, 9
g

Ou o que é o mesmo, ja que U ¢é o funtor de esquecimento:
e f
E>—¥% A ——» B
—>
g

J& que (F,e) é um equalizador absoluto, aplicar um funtor a esse diagrama é de novo um
equalizador. Em particular, se o funtor é o tensor da categoria monoidal C', temos que:

ee 9,
EQE >—» AQA 5 BXB

e[i%0)
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¢ um equalizador em C' também.
Podemos entao definir uma comultiplicacao em F induzida pela comultiplicagao em A:

EQE>—2% » Agn — 19, BRB

— >
IR
5 5 5
E>~€ » A * B
- >
g

Entao E com ég é um co-semigrupo, porque o seguinte diagrama comuta:

E_ 9% o EQE d®3 » EQERE)
° (1) )
EQE 3 > (ERE)XE

() ®el
(ARA) A

(1) comuta porque :

)
e (fRf)®f((e®e)®e.ap.idsg®ép.dr)=(fRf)® fle®e)®e).(ap.idp ® Op.0p) =
(g®9)®g.(e®e)®e).(ap.idp ®6p.6p) = (9@ 9) ® g.((e ® €) ® e.ap.idp @ 6p.6r).

(

o (e®e)®e.ap.idp ®Op.op =(e®e)®e.bp ®idp.Op ji que temos o seguinte diagrama:
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5
(1)  e&e (5)
£ A 5 o A@AU®S agam) X2 oExE)
5 0 (4) a (3) a

EQE 8 d > (EQE)QE

(1) e (2) comutam por definigdo de 6, (3) por ser a transformagao natural, (4) por ser
A um co-semigrupo. (5) (e por ragocinio analogo (6)) comuta ja que da definicao de 6
temos que d.e = (e ® e).0 entdo temos que e ® (6.¢) = e ® ((e ® e).6). Obtemos entao
que, (idsg.e) ® (6.€) = (e.idg) ® ((e ® e).6). Ou o que é 0 mesmo, (idg ® 6).(e ® €) =
(e®(e®e)).(idp ® 0).

Mas (E® E)® E,(e ® e) ® e) é um equalizador em C (ja que (E,e) é¢ um equalizador
absoluto), entao existe um unico morfismo £ — (E ® E) ® E com estas condigoes, por tanto

O morfismo e é um morfismo de co-semigrupos (pela defini¢ao).

Além disto, (< E,ép >,e) é um equalizador em Cosemcom¢ porque dados um co-
semigrupo < C,6c > e um morfismo h :< C,6¢ >—< A,64 > tal que f.h = g.h existe
um unico morfismo [ : C' — E tal que e.l = h (por ser (E, e) equalizador em C) e [ é morfismo
de co-semigrupos, i.e. | ® l.0c = dg.l. Esta equacao é obtida do seguinte diagrama:
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f
C®C&> EQE M>(A®L\) %(B@)
(9&D)
0 (1) 5 = 5 = 5
| e — T e B

(1) comuta porque temos:
o fRf(e®el®l.éc) = (fRfe®e)(l®l.oc)=(9Rg.e®e).((R1.0¢c) =gRg.(eRel®R1.6¢);
e c®el®loc=hRh.bc =04.h=04sel=ecRebg.l.

Mas por ser (F ® E,e ® e) um equalizador em C existe um tnico morfismo C' — E ® E em
estas condicoes, por tanto | ® [.6c = 6.1
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E APENDICE

E.1 O modelo das Categorias Dialéticas para a Loégica
Linear Intuicionista

As categorias DC

Seja C uma categoria com limites finitos (i.e. cada diagrama finito tem um limite). Se A, U, X
sao objetos de C entao um monomorfismo o : A >— U x X é um objeto de DC. Isto é, A é
um subobjeto do produto U x X. Representamos o objeto o de DC por U & X.

Se a categoria base é Set entao os objetos de DSet sao as inclusoes das relacoes binarias
(ou dos conjuntos isomorfos a elas) no produto cartesiano U x X.

Um morfismo em DC entre dois tais objetos o : A >— U x X, e, f: B >— V xY, consiste
de um par de morfismos em C, (f,F)onde f: U — V e F:U xY — X tal que existe um
Unico morfismo k em C que faz comutar o seguinte diagrama de “pullbacks”:

\J \/
B » VXY

A condicao do diagrama ¢é representada dizendo que:
(1, F) Naw < (f x Idy) A 8 (onde (71, F') A a significa o “pullback” do primeiro morfismo ao
longo do segundo).
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Em DSet esta condigao reduz-se a:
VueUyeY alu,Fuy)) = B(f(u),y).

A prova de que a construcao acima define realmente uma categoria, com a composicao de
(g: VWG :VxZ->Y)e(f:U—VF:UxY — X) definida por (¢.f : U —
W,F.(Idy x G).(Idy x f x Idz).(6y x Idz) : U x Z — X)! e a identidade de um objeto
a:A>—Ux X dada por (Idy : U — U,my: U x X — X), é provado em [dP88, pag 4].

Dados dois objetos em DC, o : A — U x X, e, §: B — V xY, seu produto tensorial
é definido pelo objeto a x f: Ax B >— U XxV x X xY, que em DSet significa que a x
B((u,v),(z,y)) < alu,z) e B(v,y). Esta operagdo define um bifuntor porque dados dois
morfismos em DC, (f, F), (g9,G) o morfismo (f X g, F' x GG) pertence a DC. Além disto, ele
define uma estrutura simétrica monoidal em DC com identidade 1 < 1, onde 1 é o objeto
terminal de C. Que esta construcao define um produto tensorial que nao é um produto é
provado em [dP88, pag 5]. Na verdade o tensor das categorias DC é um exemplo de tensor que
nao tem nem diagonais nem projegoes.

Se a categoria base C ¢é cartesiana fechada, pode-se definir um funtor de “internal-hom” em
DC que transforma DC em uma categoria simétrica monoidal fechada.

Dados dois objetos B=W &+ Z e C=V &Y o bifuntor de “internal-hom* em DC é
definido considerando o seguinte diagrama

AAB

T B' > B
\ \

‘ A

’ v v
m ,ev

v VXZ 3
» WxY xVxZ VX » VxY

(ev V n4 )
v v
Y
C » WxZ

1§ : Id — x, é a transformacdo natural definida por 64 : A — A x A, onde x é o produto em C, e 1 o objeto
terminal. Lembre que f x g =< f.m1,g.m9 >.
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onde 7; sao os projegoes do produto em C e evy é a transformacgao natural de “avaliagao”
dada pelo “internal-hom” em C. B’ é definido pelo “pullback” de § ao longo de (73, evyxz) €
(" é definido pelo “pullback” de v ao longo de (evy,m). Entdo, [B,C] em DC é um objeto
a:A>— WV xYV*% xV x Z tal que existe um tnico morfismo k em C entre o “pullback”
de A e B’ (representado por AA B') e C".

Este objeto [B,C] é representado por WV xY'V*Z Lvxz , onde intuitivamente esta relacao
significa que Y?((f, F), (v, 2)) < B(v, F(v, 2)) entdao v(f(v), 2)).

Que a construcao acima ¢ um bifuntor de DCPP x DC — DC contravariante na primeira
coordenada e covariante na segunda, e que é adjunto do funtor tensor é mostrado em [dP88,
pag 8.

Se a categoria C é cartesiana fechada e além disto os coprodutos (@, e 0 o objeto inicial)
sao estaveis e disjuntos, entao é possivel definir em DC produtos e coprodutos fracos.

Definicao E.1 Um coproduto numa categoria C, A = @pcrAa € disjunto se cada uma das
injecoes canonicas jo : Aa — A € um monomorfismo e para cada par de indices diferentes
a,a, o “pullback” de j, ao longo de jo € o objeto inicial de C.

Definigao E.2 Um coproduto A numa categoria C € estdvel sob “pullbacks” se dado wm mor-
fismo f: B — A, ao se fazer o “pullback” de cada uma das injecoes canonicas j, ao longo de
f obtemos que B = ®acrf N Ja-

De posse das condigbes acima é possivel definir, dados dois objetos o : A >— U x X e
B: B >—V xY, seu produto como o objeto (a X Idy) & (Idy x ) : AxV&Ux B >—
UxXxVaUxVxY=ZUxVx(XaY), com projegoes p1 = (m : U x V — U, ji.m3 :
UxVxX — X@Y) e py = (m,J2.m3) (onde ji, jo s@o as injegdes candnicas em C). Que
esta defini¢do produz um bifuntor, com a propriedade universal é provado em [dP88, pag 11].
As condigoes de estabilidade e disjun¢ao do coproduto em C sao necessarias para garantir que
dados dois morfismos monicos m : A >— Ben:C > D, m&n: AdC. — B& D seja
também monico.

O coproduto de dois objetos é também definido pelo mesmo procedimento das construcoes
anteriores, isto é usando os produtos, coprodutos e “pullbacks” de C. Para definir as injegoes
canonicas deve-se usar as injecoes canonicas em C e o morfismo de avaliagao, ev, mas esta
definicao nao satisfaz a propriedade universal do coproduto. Dados dois objetos a : A >—
UxXep:B>—>V xY, primeiro devem-se formar os seguintes “pullbacks”:

A > A B' > B

N ~

o a G B

U (T ,ev) v (T, ev)
UxX P UxX  UxY P VxY
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Entdo o coproduto é o objeto 7 : A’ x YV ® B' x XV — (U V) x XY x YV que satisfaz o
seguinte diagrama:

U U

Ax YV > A xY/@® B xx - B'x X

\/ v k4
dxld_y . px Id
Y

\ \

U v v

woCx Y’ > UDV)xX XY vxy x XY

Seja C uma categoria cartesiana fechada, com coprodutos estaveis e disjuntos e com uma
estrutura monoidal livre. Que uma categoria tenha uma estrutura monoidal livre significa que
existe um funtor ' : C — Mon¢ entre a categoria C e a categoria de seus mondides, que é
adjunto a esquerda do funtor de esquecimento U : Mons — C, em outras palavras que existe
uma adjuncao < F,U,v,n >: C — Monc.

Se C tem coprodutos numeraveis, tal adjunto a esquerda é definido para cada objeto X,
pelo mondide F(X) = (Pien X' vy, ix), onde @ien X' = X' X' @ .. X"D ..., e X0 =
1, X" = X&X&...&X, i vezes ([MLT71, pag.168]). Intuitivamente isto significa que @7cnX*
sao todas as sequéncias finitas de elementos de X, que vy é a injecao da sequéncia vazia no
conjunto das sequéncias de X, vx : 1 — ®renX?, e, px : Pren X X @ren Xt — PrenX®
significa a concatenacao de sequéncias.

Esta adjuncao define a seguinte monada: o funtor é a composicao x : U.F' : C — C, sua
unidade dada pela sequéncia de um elemento, v% : X — X* e a multiplicacao dada pelo fato
de esquecer parénteses, p% : X — X*. Assim, x(A) gera os mondides livres de A.

Usando esta monada em C é possivel definir uma coménada em DC:

O endofuntor ! : DC — DC ¢ definido tal que a um objeto o : A >— U x X associa o
objeto la 1A >— U x X* que é o “pullback” do objeto a* : A* >— (U x X)* ao longo de
CU,X):UxX*— (Ux X)* (este tltimo morfismo é obtido através da unidade da adjuncao
de F' e U em C, transpondo exponencialmente e aplicando o homomorfismo de mondéides).
Este funtor atua sobre morfismos em DC associando o morfismo (f, F') com o (f,!F) onde
lF=F*CUY):UxY*— X*

Intuitivamente, se pensamos que o : A >— U x X significa uma relagdo binaria a(u, z)
para u € U e z € X, entdo este funtor produz a relacdo la definida por la(u, < x1,...,z, >
) sse a(u,x1) A ... A a(u,x,).

Que ! ¢é realmente um endofuntor e que existem transformacgoes naturais 64 :!A —!'A]
definida pela identidade na primeira componente U — U e por p, : U X X*™* — X* (esquecer
parénteses de X) na segunda; e €4 :!A — A, definida pela identidade U — U na primeira
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componente e por v, : U x X — X* (produzir a sequéncia unitaria de X)) tal que definem uma
comédnada (!, 8, ¢) é provado em [dP88, pag 31].

A partir desta comonada define-se uma nova comonada (!, ¢’,¢’) de forma similar & anterior
mas através do funtor x. que num objeto A define os mondides livres comutativos? em C, dado
pela adjuncgao entre C e Moncomg, a categoria dos mondides comutativos em C.

Além disto, é provado que a categoria das codlgebras gerada pela ultima comonada, é
equivalente com a categoria dos comondéides comutativos de DC, DC' = Comoncomp:®.
([dP88, pag 36]). Isto diz que cada objeto !.A é um comondide e assim existem os morfismos
d 1A -1 AR!I.A e e I,A — I. Também é possivel obter os isomorfismos naturais I =!7 e
(A& B) =!A®!B (este tltimo usando o fato de que os comondides sdo comutativos).

Finalmente, pode-se provar que DC,, é cartesiana fechada. Como um tultimo resultado
pode-se obter que a categoria DC com a comoénada (!, ¢’, ") é um modelo para a Légica Linear
Intuicionista (na verdade a prova deste fato foi feita usando a definicdo de modelo de Seely,
mas isto implica que se tem um modelo no sentido de [BBAPH92|), e que a categoria DC,, é
um modelo para a Légica Intuicionista, [dP88, pag 39].

O coproduto fraco de DC modela o conectivo & da Loégica Linear Intuicionista porque a
l6gica nao forca a unicidade da funcao caracteristica do coproduto, da mesma forma que a
légica, por si s6, nao forca a unicidade da fungao caracteristica do produto. Essa unicidade
para o produto e coproduto, na verdade, é ditada pelas regras n quando temos um calculo de
termos correspondente a légica.

As categorias GC

A categoria DC é um modelo da Légica Linear Intuicionista com a modalidade ! (chamada
“of course”), por outro lado a categoria GC é um modelo para a Ldgica Linear Classica. Na
verdade ela é de interesse para modelar o conectivo O porque mantém diferentes os quatros
conectivos &, A, V, O, e as modalidades lineares !, 7. Mas s6 serao aqui discutidas as construcoes
que servem para modelar os conectivos da parte intuicionista da Logica Linear.

Seja, de novo, uma categoria C finitamente completa. Os objetos da categoria GC sao os
mesmos da categoria DC, mas os morfismos sao mais simples para se tratar.

Um morfismo em GC entre dois tais objetos a: A >— U x X e f: B >— V x Y, consiste
de um par de morfismos em C, (f,F) onde f: U — V e F:Y — X tal que existe um tnico
morfismo k em C que faz comutar o seguinte diagrama de “pullbacks”:

2Um monéide comutativo ¢ um mondide < C, 8, u > tal que & o.c = 6 o -
3Um comondide comutativo ¢ um comondide < C, &', u > tal que ¢.64 o = ¢ ¢ -
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y g Id xF
»  UxY- U

fxId
Y

v \/

B » VXY

A condicao do diagrama é representada dizendo que:

(Idy x F)Na < (f xIdy)A B (onde (Idy x F') A« significa o “pullback” do primeiro morfismo
ao longo do segundo).

Observe que em GSet esta condi¢ao reduz-se a:

VueUyeY au,F(y)) = B(f(u),y).

A prova de que com as defini¢coes acima se obtem uma categoria, com a composicao dada
pela composi¢ao em cada coordenada, ie., (¢:V - W,G:Z - Y).(f:U—-V,F:Y — X)
definida por (¢9.f : U — W, F.G : Z — X), encontra-se em [dP88, pag 42].

Similar ao caso com DC, assumindo que a categoria C é finitamente completa e cartesiana
fechada pode-se definir em GC uma estrutura simétrica monoidal fechada, mas neste caso é o
“internal-hom” quem tem uma definicao mais intuitiva sendo o tensor definido de maneira a
obter a adjuncao que garante que a categoria é fechada. E do mesmo modo, se C tem, além
das condigoes acima, coprodutos estaveis sob “pullback” e disjuntos, pode-se definir em GC
produtos e coprodutos, mas neste caso ¢ possivel obter um coproduto categorico.

A diferenca fundamental entre DC e GC esta na definicdo da comonada para simular o
conectivo modal ! da Légica Linear, e é por isto que esta construcao serd considerada com um
pouco mais de detalhe.

Em GC nao é possivel definir diretamente uma comonada que satisfaga a todas as condi¢oes
para modelar a Logica Linear. Isto é devido principalmente ao fato de que, apesar dos morfismos
serem mais simples, algumas construgoes ficam muito complexas, como a do produto tensorial.
A solucao foi definir duas comonadas que satisfacam as condigoes necessarias para poder compo-
las e assim obter uma terceira comonada que modele a Légica Linear.
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Seja C, como no caso de DC, uma categoria cartesiana fechada, com coprodutos estaveis e
disjuntos e com uma estrutura monoidal livre. Assim, temos uma adjuncao entre C e Mong,
e pode-se definir uma moénada cujo funtor x : C — C define os mondides livres de um objeto
A de C.

Define-se a partir do funtor x um novo endofuntor, chamado S, da seguinte maneira:
S(A>— U x X)=5(A) >= U x X* dado pelo seguinte “pullback”:

S(A) > A
Y v

\/ \/

UxX" UX > (UxX)

E,S(f:U—-V,F:Y — X)=(f,F*: Y* — X*). Que este funtor define uma comoénada
(S,e5,05) em GC é provado em [dP88, pag 67].

Para se definir o outro endofuntor, chamado 7', é preciso lembrar que C é cartesiana fechada
e que, entao, para cada objeto U de C temos o endofuntor covariante relacionado com o funtor
de “internal-hom”, que é representado pela exponenciacao X — XVY.

O funtor T é definido por:
T(A>— U x X)=T(A) >— U x XY dado pelo seguinte “pullback”:

T(A) > A
\ v

\/ \/

(T ,ev)

U
UxX 1 »  UxX

E,T(f:U—-V,F:Y — X) = (f,F.(-).f : YV — XY). Que este funtor define uma
comoénada (7', er, 67) em GC é provado em [dP88, pag 68|.

A composigao de duas comonadas (S, g, 6s), (T, er, 67) nem sempre é uma comonada, mas
se é possivel definir uma transformacao natural A : T.S — S.T, chamada de lei distributiva,
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tal que alguns diagramas com as transformacoes naturais das comonadas comutem, entao a
composicao (1.5, er.g,6r.5) é de novo uma comonada.

Para o caso da categoria GC as comonadas definidas acima satisfazem a lei distributiva e
entao sua composicao ¢ de novo uma comonada em GC.

Como no caso de DC ¢ preciso usar a adjuncao de C com a categoria de seus mondides
comutativos Moncom¢ e definir o funtor %.. Os funtores S, e 7. sao definidos como S e T
mas usando x. no lugar do funtor x. E assim, chega-se a definir o funtor 7..S. =! que define
uma comonada. E os ultimos resultados sao:

e cada !-codlgebra tem uma estrutura de comondide comutativo com respeito ao tensor

definido para GC, [dP88, pag 77].

e ¢ possivel obter os isomorfismos naturais I =!I e |(A&B) =!A®!B, onde agora ® é o
tensor definido em GC, [dP88, pag 77].

e a categoria de Kleisli, das !-codlgebras livres, é cartesiana fechada, [dP88, pag 78].

e a categoria GC com a comonada definida pelo funtor !, é um modelo para a Légica Linear
com a modalidade, [dP88, pag 78|.

e hi uma equivaléncia de categorias entre a categoria DC e a categoria de Kleisli, das
T-coélgebras livres em GC, [dP88, pag 76].

E.2 As categoria dialéticas para LLI,

Os modelos Dialéticos mostram-se uteis mais uma vez. Na verdade, eles sao de interesse porque
provém modelos categdricos que nao foram obtidos através do calculo da légica. Pode-se obter
modelos categoricos para LLI; usando as categorias DC e GC mas definindo comonadas apro-
priadas que atuem nelas. Estas comonadas estarao definidas por um endofuntor que produza
os semigrupos livres comutativos em C. Isto funcionard facilmente usando DC mas para GC
devera-se usar o mesmo procedimento que no caso para a Légica Linear, i.e, compor comonadas.
Comecaremos por definir a estrutura em DC necessaria para modelar a LLI,.

As categorias DC

J& vimos que as categorias DC s@o categorias lineares (com coprodutos fracos), i.e. mode-
lam a légica que nesta tese é chamada de LLI (supondo que C é uma categoria cartesiana
fechada, com coprodutos estaveis e disjuntos). Para modelar a légica LLIL temos que definir
uma comonada monoidal, que chamaremos de (!, 6,¢), em DC tal que cada !-codlgebra livre
tenha estrutura de cosemigrupo comutativo, i.e. que DC' C Cosecomp¢. Para isto, como no
caso dos outros conectivos, sera preciso exigir alguma estrutura extra na categoria base C que
induza naturalmente a comonada em DC.

A estrutura necessdria em C é que esta categoria tenha estrutura de semigrupo livre comu-
tativo, i.e. que o funtor de esquecimento U : Semcomy — C tenha um adjunto a esquerda
R : C — Semcomg.
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Como no caso tratado em [ML71, pag.168] dos mondides livres, se a categoria C tem co-
produtos numeréveis (@) sempre existe um adjunto a esquerda F': C' — Sem¢ para o funtor
de esquecimento U : Semy — C. Este adjunto é definido por: para um objeto X de C,
F(X)=(X",§),onde Xt = @1 X" e X' = X, X' = X&X&...&X, i vezes. O morfismo
6 Xt x Xt — X7 estd definido pela concatenacao ou justaposicao de sequéncias. Nos morfis-
mos f : A — B de C o funtor é definido pelo morfismo de semigrupos F(f) : (A*,8") — (B*,68")
que envia cada gerador s do semigrupo livre AT em f(s).

Que esta construcao produz um funtor adjunto a esquerda do funtor de esquecimento, com
transformacoes naturais vy : X — UF(X) (que produz as sequéncias unitdrias) e egy,p) :
FU((Y, f)) — (Y, f) (que atribui a cada gerador s do mondide livre (Y+,6’) no elemento s de
Y), segue da prova em [ML71, pag.168] para o caso dos mondides.

A adjuncdo (F,U,v,e) : Semcomy — C produz uma moénada em C que gera os semi-
grupos livres comutativos de C. Representamos esta moénada por (+,v, ) onde + = U.F e
p: +% — + “achata os multisets” (ou sequéncias comutativas). Como uma direta consequéncia
da proposicao do capitulo 4, temos que C*T = Semcomg (C é a categoria de Eilenberg-Moore
das +-algebras).

Usando a ménada (+, v, u) de C serd definida uma comoénada em DC, da mesma maneira
como foi definido na caso anterior para modelar a Logica Linear Intuicionista, mas usando o
funtor + no lugar do funtor =, :

O endofuntor ! : DC — DC ¢ definido tal que a um objeto o : A >— U x X associa o
objeto la :!1A >— U x Xt que é o “pullback” do objeto at : AT >— (U x X)* ao longo de
CU,X):Ux X" — (UxX)" (este tltimo morfismo é obtido através da unidade da adjungao
de F' e U em C, transpondo exponencialmente e aplicando o homomorfismo de semigrupos).
Este funtor atua sobre morfismos em DC associando o morfismo (f, F') com o (f,!F) onde
IF=FtCUY):UxY"T — X",

Que ! é realmente um endofuntor e que existem transformagoes naturais 64 1A —!A]
definida pela identidade na primeira componente U — U e por py : U x Xt — X (esquecer
parénteses de X) na segunda; e €4 :!A — A, definida pela identidade U — U na primeira
componente e por v, : U X X — X (produzir o multiset unitério de X) tal que definem uma
comédnada (!, 6, ¢) segue da prova em [dP88, pag 31].

Usando os resultados de [dP88] para o caso de comondides, é possivel obter também neste
caso que: o funtor de esquecimento U : Cosecomps — DC' tem um adjunto a direita R :
DC — Cosecomp¢ tal que U.R =!. E assim, usando a proposicao estabelecida no capitulo 4
temos que DCT = Cosecomp¢. E entdao, DC, C Cosecomp¢c como exigido para ser modelo
de LLI,.

Para verificar que a comonada (!,6,¢) é monoidal, i.e. o funtor ! é monoidal e as trans-
formagoes naturais sao monoidais, é preciso definir uma transformagao natural rxy : (X x
Y)" — XT x Yt em C ([dP88, pag.28]) que permite definir o morfismo ¢ e a transformagao
natural e em DC tal que comutam os diagramas para verificar que o funtor ! é monoidal. Para
verificar que 64 :!A —!lA é uma transformagao natural monoidal é preciso usar o fato de que
composicao de funtores e/ou de transformacgoes naturais monoidais é de novo monoidal.

Assim, chegamos ao resultado esperado: as categorias DC junto com a comonada (!, 6, ¢)
sao um modelo para a légica LLI,.
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As categorias GC

Ja vimos que as categorias GC sao categorias lineares, i.e. modelam a logica que nesta tese é
chamada de LLI (supondo que C é uma categoria cartesiana fechada, com coprodutos estaveis
e disjuntos). Para modelar a légica LLI; temos que definir as coménadas em GC que compostas
definam a comonada que satisfaga aos requisitos.

Se C tem estrutura de semigrupo livre comutativo, i.e. temos uma adjuncao entre C e
Semcomyg, pode-se definir uma moénada cujo funtor + : C — C define os semigrupos livres
comutativos de um objeto A de C.

Define-se a partir do funtor + um novo endofuntor, chamado .S, da seguinte maneira:
S(A>—Ux X)=S(A) >> U x Xt dado pelo seguinte “pullback”:

S(A) > A
\ v

\/ \/

C
UxX UX > (UxX)'

E,S(f:U—-V,F:Y —-X)=(f,FT: YT — X7T). Que este funtor define uma comonada
(S,es5,0s5) em GC segue da prova de [dP88, pag 67].

O funtor T" é definido como no caso tratado em [dP88]:
T(A>— U x X)=T(A) >— U x XY dado pelo seguinte “pullback”:

T(A) > A
\l N

\/ \/

(1 ,ev)

U
UxX 1 p UxX

E,T(f:U—V,F:Y — X) = (f,F.(-).f : YV — XY). Que este funtor define uma
coménada (T, er, 67) em GC é provado em [dP88, pag 68].
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As comonadas definidas acima satisfazem a lei distributiva e entao sua composicao ! é de
novo uma comoénada em GC, a prova segue a encontrada em [dP88|. E usando o resultado de
[dP88, pag.77] temos que cada !-codlgebra tem uma estrutura de semigrupo comutativo com
respeito ao tensor definido para GC.

Provamos finalmente que a comonada ! é monoidal, i.e. T.S é um funtor monoidal e e7.cg,
Or.0g sao transformagoes naturais monoidais. Mas isto vale porque as duas comonadas usadas
para compor sao monoidais, isto é: (T,er,dr) e (S,e5,05) s@o monoidais e sua composi¢ao é
de novo uma comonada monoidal.

Finalmente, chegamos ao resultado esperado: as categorias GC junto com a comonada
(T.S,67.05,e7.€5) sao um modelo para a ldgica LLI,.
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F APENDICE

Nocoes Basicas da Teoria de Categorias

Apresentaremos a seguir uma série de defini¢oes basicas da Teoria de categorias que servirao
de guia para um melhor entendimento do trabalho realizado nesta tese. O leitor interessado
em aprofundar conhecimentos sobre teoria de categorias pode referir-se a [ML71, HS73, LS86,
AMT5].

A Teoria de Categorias trata de “objetos” e “morfismos” entre objetos. Objetos e morfis-
mos sao entes primitivos da Teoria de Categorias, porém eles nao devem ser confundidos com
conceitos da teoria de conjuntos, i.e. objetos nao devem ser interpretados como colecoes de
elementos e morfismos nao devem ser interpretados como fungoes entre conjuntos. Qualquer
acesso imediato a estrutura interna dos objetos é proibida: todas as propriedades dos objetos
devem ser especificadas pelas propriedades dos morfismos (como a existéncia de um particular
morfismo, sua unicidade ou a validade de algumas equagoes entre os morfismos).

Definicao F.1 Uma categoria C é:

- uma classe de objetos, Obje,

- uma classe de morfismos, Mor fc,

- duas operagoes chamadas dom e cod, que associam cada morfismo f a seu dominio e codomi-
nio, respectivamente. Representaremos indistintamente f : A — B e dom(f) = A, cod(f) = B,
- cada objeto B tem associado um morfismo idg : B — B, o morfismo identidade de B,

- uma operacao de composicao, representada pelo ponto, que associa a cada par de morfismos
f, g tal que cod(f) = dom(g), um morfismo f.g com dom(f.g) = dom(g) e cod(f.g) = cod(f),
- para cada par de morfismos f,g tal que cod(f) = B = dom(g) vale a lei da identidade:
idp.f = f e g.idg = g. Dados os morfismos f, g, h tal que dom(f) = cod(g) e dom(g) = cod(h)
vale a lei da associatividade: (f.g).h = f.(g.h).

Numa categoria C a classe de morfismos com dominio A e codominio B é representada
por C[A, B]. Uma importante ferramenta em Teoria de Categorias é o uso de diagramas para
representar equagoes. Num diagrama, o morfismo f : A — B é desenhado como uma flecha
comegando em A e terminando em B. Um diagrama comuta se a composi¢cao dos morfismos
ao longo de qualquer um dos caminhos seguidos entre dois objetos fixos € igual.

Definicao F.2 Uma categoria D é uma subcategoria de uma categoria C se:
- 08 objetos de D sao também objetos de C,

- todo morfismo f : A— B em D é também um morfismo C,

- a composicao e as identidades coincidem em D e em C.

Uma subcategoria D de C é uma subcategoria plena se todo morfismo f : A — B em C é
também um morfismo D, quando A e B sao objetos de D.

Definicao F.3 A categoria oposta (ou dual) C°F da categoria C tem os mesmos objetos que
C e um morfismo f : A — B estd em COF sse f : B — A estd em C; a composicio .op ¢
definida por f.opg = g.f.
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Definicao F.4 Seja C uma categoria e A, B objetos de C, entao:

- um morfismo h : A — B ¢ um monomorfismo sse para qualquer f,g: C — A, se h.g = h.f
entao g = f.

- um morfismo h : A — B é um epimorfismo sse para qualquer f,qg : B — C, se g.h = f.h
entdo g = f.

- um morfismo h : A — B € wm isomorfismo sse existe um morfismo g : B — A tal que
g.h=1dy e h.g=1dg.

Dois objetos A, B sao isomdrficos, A = B, se existe um isomorfismo h : A = B.

Definicao F.5 Um subobjeto de um objeto B de categoria C é um par (A, f), onde A é um
objeto de C e f: A — B é um monomorfismo em C.

Definicao F.6 Seja C uma categoria. Um objeto, representado por 0, € inicial sse para cada
objeto B de C hd um unico morfismo f : 0 — B. Um objeto, representado por 1, € terminal
sse para cada objeto B de C hd um unico morfismo f: B — 1.

Observe que numa categoria, objetos inicias e terminais sao inicos, a menos de isomorfismos.

Definicao F.7 Dado um par de morfismos f,g : A — B numa categoria C, um equalizador
para f e g € um par (E,i), onde E € um objeto de C, i : E — A é um morfismo de C tal que:
- fi=gua

- para todo morfismo h : C'— A tal que f.h = g.h existe um unico morfismo k : C — E em C
tal que 1.k = h.

De forma dual sao definidos co-equalizadores.

Definicao F.8 Dado um par de morfismos f : B — A, g : C' — A numa categoria C, um
pullback de f e g € uma tripla (P, p,q), onde P é um objeto de C, p: P — B eq: P — C sdo
morfismos tal que:

-fp=g94,

- para cada outra tripla (D, h,k) tal que f.h = g.k, existe um inico morfismo | : D — P tal
quepl=heql=Fk

A nocao dual é chamada pushout.

Definicao F.9 Seja C uma categoria e A, B objetos de C. O produto categérico de A e B €

uma tripla (A x B, 11,1l ), onde A x B € um objeto da categoria C, llyp: Ax B — A,
Wp i A X B — B sio morfismos de C, tal que dada qualquer outra tripla (C,f:C— Ag:

C — B) existe um tunico morfismo < f,g >: C — A x B em C satisfazendo as equagoes:

-lap. <fig>=1Ff

_H£4,B < f,g>=yg

Note que a unicidade do morfismo < f, g > pode ser estabelecida pela equagao:
< Il4,5.h, 1T}y g.h >= h para todo morfismo h : C'— A x B. Observe também, que o produto
é Unico, a menos de isomorfismo. A nocao dual é chamada co-produto.
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Definicao F.10 Uma categoria C € cartesiana se:
- tem objeto terminal 1,
- para cada par de objetos A, B existe o produto A x B.

Definicao F.11 Seja C uma categoria, e D um diagrama em C. Um cone para D é um objeto
X em C junto com uma familia f; : X — D; de morfismos de C (um morfismo para cada
objeto D; em D) tal que g.f; = f; para cada morfismo g em D.

Um limite para um diagrama D € um cone (X, f; : X — D;) para D tal que se (X', f! :
X" — D;) € outro cone para D, entao existe um unico morfismo k : X' — X tal que f;.k = f!,
para cada D; em D.

As nocoes duais sao chamadas de co-cone e co-limite. Observe que equalizadores, pushouts e
produtos sao todos exemplos de limites. Uma categoria C se diz completa se todos os diagramas
em C tém limites (isto significa que produtos, co-produtos, equalizadores, co-equalizadores
existem).

Defini¢ao F.12 Sejam C, D duas categorias. Um funtor (covariante) F' : C — D € um par
de operagoes Fo; : Objc — Objp, Fuory : Mor fo — Mor fp tal que para cada f : A — B,
g:B—C emC:

- Frtorg(f) 2 Fobj(A) — Fopi(B),

- FMorf(g'f) = FMorf(g>‘FMorf<f)7

- FMOTf(idA) = idFobj(A)'

E usual na prética esquecer os sub-indices “Mort” e “Obj” ja que é claro do contexto se o funtor
I atua nos objetos ou nos morfismos.

Defini¢ao F.13 Sejam C, D duas categorias. Um funtor (contravariante) F' : C — D €
um par de operagoes Fyy; : Objc — Objp, Fuory : Morfc — Morfp tal que para cada par
f:A—=B,g:B—C emC:

- Ftorg(f) @ Fobj(B) — Fopi(A),

- FMorf(gf) = FMorf(f)'FMorf<g);

- FMOTf(idA) = idFobj(A)'

Observe que un funtor contravariante de C em D é um funtor covariante de C°* em D.

O funtor identidade Ids : C — C é a identidade em objetos e em morfismos. A composicao
de funtores F': C — D e G: D — A é definida por: GF(A) = G(F(A)) e GF(f) = G(F(f)),
para todo objeto A e morfismo f: A — B de C.

Um exemplo de funtor é o funtor produto [LS86, pag.53]. Este funtor depende de dois
argumentos (por isso, chamado de bi-funtor) F' : C x C — C e é definido por F'(A,B) = Ax B
nos objetos e por F(f,g) =< f.Il,g.Il' > sempre que f: A— Beg:C — D.

Um funtor que “esquece” a estrutura dos objetos é chamado funtor de esquecimento, por
exemplo o funtor F' : Grp — Set associa um grupo na categoria dos grupos Grp com o
conjunto subjacente na categoria dos conjuntos Set (com as fungdes entre conjuntos como
morfismos). Um funtor ' : C — C de uma categoria C nela mesma chama-se endo-funtor.
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Definicao F.14 Uma categoria se diz pequena se a classe dos objetos e a classe dos morfismos
sao conjuntos. Uma categoria C onde para cada objeto A, B C[A,B] é um conjunto, se diz que
¢ localmente pequena.

Dada uma categoria C localmente pequena pode-se definir o bi-funtor hom : C°P x C —
Set, que a cada par de objetos (A4, B) de C°P x C associa o conjunto dos morfismos de A em B, e
para cada par de morfismos (g, h) : (A, B) — (A, B') de COPxC (ondeg: A’ - A, h: B— B’
em C) o funtor associa a cada morfismo f : A — B o morfismo h.f.g : A” — B’. Associados
a este funtor estdo o funtor contravariante hom(—, A) : COP — Set, que envia cada objeto
A’ de C no conjunto dos morfismos de A’ — A e a cada morfismo f : A’ — A” associa por
pré-composicao cada morfismo de A” em A a um morfismo de A" em A; e o funtor covariante
hom(A,—) : C — Set, que envia cada objeto A" de C no conjunto dos morfismos de A — A’
e a cada morfismo f : A’ — A” associa por pds-composicao um morfismo de A em A’ a um
morfismo de A em A”.

Definicao F.15 Sejam F,G : C — D dois funtores. Entao 7 : F — G é uma transformacao
natural de F' em G sse:

- para todo objeto A de C existe um morfismo 7(A) =74 : F(A) — G(A) em D,

- para todo morfismo f : A — B em C 75.F(f) = G(f).7a.

Se a transformagao natural 7 é tal que para cada objeto A, 74 é um isomorfismo na categoria
D se chama um isomorfismo natural, neste caso se representa F' = (.

A transformacao identidade idp : F' — F ¢é definida por idp(A) = idpa) para cada objeto
A da categoria C. Se 7 : F — G e 6 : G — H sao transformagoes naturais, sua composi¢ao
horizontal 7.6 : F' — H é definida por (7.0)(A) = 74.64, para cada objeto A da categoria C.

Definigao F.16 Um funtor [, ] : C°P x C — C, contravariante em sua primeira componente
e covariante na sequnda, e tal que hom = G.[_, |, onde G € um funtor de esquecimento G :
C — Set, chama-se um funtor de internal-hom.

Se a categoria C é cartesiana, [A, B] se chama de ezponenciagdo e se representa pelo objeto
BA.

Definicao F.17 Dados funtores L: D — A, F,G: A —-B, K:B—C, se7: F — G € uma
transformacao natural, obtemos as transformacoes naturais K: KF — KG e7L : FL — GL
entre funtores de D em B definidas por (K1)(A) = K(1(A)) e (tL)(D) = 7(L(D)), para todo
objeto A de A e D de D.

Se H : A — B é outro funtor e 6 : G — H outra transformacgao natural, entao temos a seguinte

lei distributiva: K (6.7) = (K06).(K7), (6.7)L = (6L).(TL).
Definicao F.18 Dados funtores F, F' : K — L e G,G' : L — M e transformacoes naturais

7T:F — F eo: G — G acomposicao vertical o;7 : GF — G'F' € definida por o;17 =

(cF").(GT) = (G'T).(o F).
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Defini¢ao F.19 Uma adjungao entre categorias A e B € uma quddupla (F,U,n,€), onde F :
A —-BeU:B — A sdao funtores en : Idg — UF e e : FU — Idg sao transformagoes
naturais tal que (Ue).(nU) = idy e (eF).(Fn) = idp. Neste caso, U é um adjunto a direita de
F e F é um adjunto a esquerda de U.

Uma propriedade importante das adjungoes é que: uma adjuncao (F,U,n,€) entre categorias
localmente pequenas A e B determina e é determinada pelo isomorfismo natural hom(F'(_), _) =

hom(_,U(")).

Definicao F.20 Uma adjungao (F,U,n,€) é uma equivalencia adjunta se n e € sdo isomorfis-
mos naturais. Uma equivalencia de categorias A e B € dada por um par de funtores F': A — B
eU:B— A tal queUF =2 1dy e FU = Idp.

Definicao F.21 Uma categoria C ¢ cartesiana fechada se C € cartesiana e se para cada objeto
B o funtor _x B : C — C tem como adjunto a direita o funtor (_)B : C — C.

Defini¢ao F.22 Uma comoénada (ou cotripla) numa categoria C é uma tripla (T, 6,¢), onde
T:C — C éum funtor, § : T — T? ec: T — Id sio transformagoes naturais (chamadas de
comultiplicagao e counidade respectivamente) tal que os sequintes diagramas comutam:

€T 2 Te

—
\/
—

T

Defini¢ao F.23 Seja (T, 6,¢) uma coménada numa categoria C, uma T-codlgebra é um par
<Ah:A—T(A) >, onde A é um objeto da categoria C, e h € um morfismo na categoria C
tal que os diagramas comutam:
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h id
T(A) » A
€A
A h
> T(A)
h T(h)
T(A) N > T2 (A

Defini¢ao F.24 Sejam < C,h: C —T(C)> e < D,l: D — T(D) > duas T-codlgebras. Um
homomorfismo de T-codlgebras é um morfismo f: D — C em C tal que T(f).l = h.f

Defini¢ao F.25 Seja (T, 6,e) uma comonada numa categoria C. A categoria de Eilenberg-
Moore CT da coménada (T,6, ) tem como objetos T-codlgebras e como morfismos, homomor-
fismos de T-codlgebras.

Proposicao F.1 Seja (T,6,¢) uma coménada numa categoria C. Para cada objeto C' da ca-
tegoria C, (T(C),6¢) € uma codlgebra, chamada de codlgebra livre gerada pelo objeto C' com
respeito a T

Prova: [Asp90, pag.32], onde a prova € feita para o caso de uma ménada.

Proposicao F.2 Se (T,6,¢) é wma coménada numa categoria C, hd uma adjungdo
< FLU" b,elyp) = h > C — CT, onde F' : C — C* produz co-dlgebras livres e U"
CT — C € o funtor de esquecimento.

Prova: [LS86, pag 31], onde a prova € feita para o caso de ménadas.

Definigao F.26 A categoria de Kleisli Cy de uma coménada (T, 6,¢) numa categoria C, tem
como objetos os mesmos objetos que a categoria C, e os morfismos f : A — B em Cr sao
morfismos f : T(A) — B em C. Morfismos de identidades sao dados em Cr, por morfismos
ea : T(A) — A em C; e a composicao de f : T(A) — B eg : T(B) — C ¢ dado por
g.T(f).(ST(A) : T(A) — C
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Proposicao F.3 Se (7,6,e) é uwma coménada numa categoria C, hd uma adjuncao
< Fp,Urp, 6,17 >: C — Crp, onde Uy : Cp — C € o funtor definido por Up(A) = T(A),Ur(f :
A— B)=T(f).b4, e Fr: C — Cr é definido por Fr(A) = A, Fr(f: A— B) = fea .
Prova: [LS86, pag 33/, onde a prova € feita para o caso de méonadas.

Proposicao F.4 Uma adjuncao < F,G,v,e >: A — B define uma monada na categoria A,
dada por < G.F,v,G.e.F >, e uma comonada na categoria B, dada por < F.G, e, F.v.G >.
Prova: [LS86, dP8S].

Proposicao F.5 Seja < G, H,v,e >: A — B uma adjuncao, e < G.H,e,G.v.H > a comona-
da que ela define na categoria B, entdo hd unicos funtores K : A — B%H [ : Boyg — A,
chamados de funtores de comparacgao, que fazem comutar o diagrama:

L K GH
B p A » B
GH
. y FG.H GH
GH|a | GH Hla |G a
id id
B e > B = » B

Prova: [MLT1].

Como corolarios da proposicao anterior obtemos que:
Se (T, 6,¢) é uma comdénada numa categoria C um caso especial do funtor de comparagao é o
funtor K : Cy — CT e entiio se tem funtores: C' 5 Cp &% CT v C, [LS86]. E também que, a
categoria de Kleisli de uma coménada (7, 8, e) numa categoria C é equivalente a subcategoria
completa das codlgebras livres da categoria de Eilenberg-Moore da mesma coménada, [L.S86,
pag 35].
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