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1
Nocoes Previas.

Este capitulo esta dedicado a abordagem de conceitos e resultados basicos
que serao as bases para o estudo da estabilidade de uma hipersuperficie minima.
Por esta razao algumas demonstragoes serao simplesmente referenciadas.

Os conceitos e resultados serao apresentados de forma geral no espaco R*!
focando no caso R?® quando seja pretendida uma maior visualizacao dos

1mesImos.

1.1
Alguns toépicos de Geometria Diferencial.

Comecamos por definir uma nogao indispensavel em geometria diferencial

o conceito de hipersuperficie regular.

Definigao 1.1.1 (Hipersuperficie Regular em R"'). Um subconjunto
S C Rt € dito hipersuperficie reqular de R™ ' ou subvariedade de dimen-
sio n de R™ se para cada p € S, existem, um conjunto aberto Q C R,
uma vizinhanca V-.C R™™! de p em S e uma aplicag¢do suave (de classe C)

X :Q CR" — R"™! que é uma parametrizacao local de S em p, ou seja (veja
figura 1.1):

(Z) X(Q) = VY,X(U) =p comu= (ulv"'7un) ep= (plv'-'apn-i-l)
(ii)) X : Q —V é um homeomorfismo.
(iii) (dX), : R™ — R™ € injetiva para todo q € Q, ou seja, possui derivada

mjetiva em todo ponto.

Os pontos de uma hipersuperficie para os quais esta é regular se deno-
minam pontos regulares.
No caso de n = 2 chamamos a S de superficie regular de R? ou subvariedade

de dimensao 2 de R3.
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X parametrizagao

Figura 1.1: Hipersuperficie Regular de R,

Exemplo 1.1.1 (Exemplo de Hipersuperficie regular de R™™). A esfera
unitdria S* = {(z1,...,T,41) € R™M Z?jll x; =1} € uma hipersuperficie
reqular.

Seja a aplicacdo fi : Q C R* — R"! dada por:

filzy, . o xn) = | 20,2, + ;o (r1,..,1,)€Q 0 (11)

onde Q = {(z1,...,2,) ER" D" 27 <1} que é uma parametrizagio da

esfera S". E claro que f1(Q) é um aberto de SI=O™ e como Zx? <1 a
i=1

n

funcao |1 — fo ¢ suave. Além disso pode-se verificar que o jacobiano
i=1
O(xy,...,x,) ]
Oy, .. xn)

0 que garante que a parametrizacao possua derivada injetiva em todo ponto.
Para verificar se dita parametrizagao representa um homeomorfismo notemos

que f1 € bijetiva e que f{ ' € a restricdo da projecio continua

(X1, Tp1) = (T1, .0, Ty)
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ao conjunto f1(Q). Assim, f; é continua em f(9).

Vamos agora cobrir toda a esfera com parametrizacoes similares de modo que
as propriedades provadas acima sejam vdlidas em cada uma delas e assim poder
concluir sobre a reqularidade.

Definamos a aplicacdo fy : Q C R® — R tal que,

fol@y, ) = |2,

A diferenca entre esta parametrizacao e a anterior € a sinal negativa na ultima
componente o que nao influéncia a perda das propriedades provadas. Dai que
represente mais uma parametriza¢ao da esfera. Deste modo f1(Q)U fo(€2) cobre

S™ exceto o equadar:
n
n+1, _ —
(.ZCl,...,ilfnJrl)ER 3 E .Z'i—l, anrl*O
i=1

Entao, para obter um cobrimento de toda a esfera usando os planos x;r,1

comi=1,...,n definimos 2n aplicacoes do tipo
fl(l') = (l'l, R 7 :tdz, Litly - - - ’xn+1) 1= 1, oo

onde

di:\/1—(a;%+...+x$_1+x§+1+--.+$i+1)7

para x = (T1,...,Ti ..., Tyt1), com o chapéu representando a coordenada que
serd omitida. Cada uma destas aplicagoes, como no caso de fi, representa

uma parametrizacdo, e, U2"Tx; cobrem completamente a S™. Portanto S™ ¢é

1=

uma hipersuperficie reqular.

Em diversos casos resulta muito mais simples o uso de caraterizacoes que
da mesma definicao para verificar se alguma parametrizacao determina uma
hipersuperficie regular. A seguir apresentamos uma proposicao que carateriza
as hipersuperficies regulares e logo em seguida um exemplo fazendo uso da

mesima.

Proposigao 1.1.1. Seja f : Q € R"™ — R uma funcdo diferencidvel e seja
a € f(Q) um valor reqular de f. Entio, S = f~'(a) é uma hipersuperficie

reqular em R,

Demonstracao.
Tomando coordenadas (xq, ..., T, 1) € R*.

Seja p = (10, .., Tmt1)0) € [ *(a). Como a é um ponto regular de [ as
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derivadas f,,,..., fs,,, nao se anulam simultaneamente.

Suponhamos f;, , # 0 em p e definamos a aplicacao

F:Uc R & ReF!

(1.2)
r = (xy, 20, T, f(X1, o Tag))
assim
1 0o ... 0
0 1 ... 0
dF, =
for oo oo faun
entdo, det(dF,) = fs,,, # 0. Dai, pelo teorema da funcao inversa, existe

vizinhanga V' de p e W de F(p) tal que a aplicagao F': V — W é invertivel e
F~': W — V é diferencidvel. Denotando por (211, ..., Z(41)1) as coordenadas

de um ponto de R"! na imagem de F, temos que as funcoes coordenadas de
Ffl

T1 =211, T = f(T11, .- a$(n+1)1); (211, ... 7x(n+1)1) eWw

sao diferenciaveis. Em particular, z,11 = f(z11,...,2m1,0) = g(x1,...,2,) €
uma funcao diferenciavel definida na projecao de V sobre zixs ... x,.

Como F(f~Ya)NV)=Wn {($11, s Tg)1); Tt = a} concluimos que
o grafico de g é f~'(a) NV, e dito grifico ¢ uma vizinhanga coordenada de
p pois um grafico é uma hipersuperficie regular (veja [11] se¢ao 2-2 para o
caso de um grafico em R3, para dimensoes maiores a prova se repete). Logo,
para cada p € f~!(a) temos uma cobertura de toda a hipersuperficie por uma

parametrizacao, entao f~!(a) é hipersuperficie regular. O]

Exemplo 1.1.2 (O cilindro M = S"' x R ¢ R""! é uma hipersuperficie
regular). Seja o cilindro M = S"~! x R C R™! descrito por:

n
M:{($17,xn+1)7 Zx?: }
i=1
Definamos a aplicagcao diferencidvel

FiQCR" SR
v Y i,
=1

entio temos f(x1,...,x,) = > 0 x7 e f71(1) = M.
Por outro lado Vf = (2xy,...,2x,), assim Vf =0 & (x1,...,2,) = 0. Ou

(1.3)
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seja, as coordenadas do gradiente de f se anulam simultaneamente somente na
origem. Logo, 1 € um wvalor reqular de f, e pela proposicio 1.1.1 M ¢é uma

hipersuperficie regqular.

Definigao 1.1.2 (Variedade Diferenciavel). Uma variedade diferencidvel S é

um conjunto de parametrizacoes (a, o) tais que:
(i) Uxa =S.
«

(ii) Para todo v, B com x4(Q) N25(Qs) = W # 0, os conjuntos x, (W)
e xgl(W) sao abertos em R™ e as aplicagoes xEl oz, sao diferencidveis
(veja figura 1.2).

(iii) A familia (4, xs) € mdzima relativamente ds condigoes dos itens ante-

riores (i,ii).

Rn

Xg 710 X

.Qa xa_l(W) xﬂ_l(W) «— |

—

Figura 1.2: Variedade diferenciavel.

Observagao 1.1.1. Uma familia satisfazendo (i) e (ii) é chamada estrutura

diferencidvel.

Observagao 1.1.2. Uma diferenca importante entre esta definicao e o con-
ceito de hipersuperficie reqular é dado pelo item (ii) que estabelece que a mu-

danca de parametrizacao é compativel.

As aplicagoes ¢, = ' que sejam homeomorfismos até sua imagem sao
chamadas de cartas locais, mais precisamente as familias (Q,, ¢,). Usando esta

ultima nocao definimos o conceito de aplicacao diferenciavel.
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Definigao 1.1.3 (Aplicagao diferencidvel). Seja f : S — R™ aplicacio da
variedade S de dimensdon em R"1. Dizemos que dita aplicacao € diferencidvel
seVp e S existem cartas locais ¢ : Q0 C S — R" tais que p € ), 2 C S aberto,

f(Q) c R™ e
fopt:Q— R (1.4)

¢ uma aplicagao diferencidvel no sentido usual.

]Rn+1

Figura 1.3: Aplicagao diferenciavel.

Definigao 1.1.4 (Plano tangente). Seja S uma variedade suave de dimensao
n. Sejam p € S e« : I — S curva diferenciavel em S com I C R intervalo
aberto centrado em zero tal que a(0) = p. Seja D o conjunto das fungoes de
S diferencidveis em p. Um vetor w € R" tangente a S em p é definido pela

funcao:

a'(0):D—R

foaoyr=229 pep

O congunto de todos os vetores w tangentes a S em p serd indicado por T,S.

A partir das defini¢oes 1.1.3 e 1.1.4 para todo p € S podemos definir a

diferencial da aplicacao f como segue:

Definigao 1.1.5 (A diferencial df,). Seja f: S — R™™! aplicagao diferencidvel
da variedade S de dimensao n em R, Sejam p € S, a : [ — S curva
diferencidvel em S com I C R intervalo aberto centrado em zero tal que
a(0) = p ewv € 1,5 tal que v = &'(0). Entao, a diferencial df, se define


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1222069/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 1222069/CB

Capitulo 1. Nocoes Previas. 19

pela aplicacao:

df,: T,S — R

v o= dfyv

tal que df,v = df (a(0))a’(0) = 5'(0), com B = foa.

Assim df, representa uma aplicacao linear que no depende da escolha de

df,v(T,S) C T,(R"*!) = R"*1. (1.5)

Um outro conceito essencial é o conceito de hipersuperficie imersa em R™*!,

Defini¢ao 1.1.6 (Hipersuperficie Imersa). Seja S variedade suave de dimen-
saon e f 1S — R uma aplicacao suave. Dizemos que a aplicacdo f € uma
imersao se, (df), : T,S — TypR" € injetiva Vp € S. A imagem f(S) €

chamada de imersao de S em R 1.

Doravante, a menos que se diga o contrario, S sempre sera escolhida como

uma variedade suave de dimensao n.

Definigao 1.1.7 (Mergulho). Uma imersao f : S — R™ é um mergulho se
f 8 = f(S) for um homeomorfismo. Neste caso f(S) é uma hipersuperficie

reqular de R™"™* ou subvariedade de dimensdo n de R" 1.

Note que existe uma diferenca marcada entre os conceitos de imersao
e subvariedade. E de soma importancia distinguir cada um dos mesmos pois
nem sempre que estejamos trabalhando com uma hipersuperficie dada por uma
imersao esta vai representar uma subvariedade. A superficie de Enneper é um

exemplo pelo qual podemos confirmar este argumento.

Exemplo 1.1.3 (Superficie imersa que nao é subvariedade). A superficie de
Enneper dada pela imagem da parametriza¢ao

X: R R
3 3 (1.6)
u 2 2 v 2
(u,v) = (v — — +uv”, —v — uv + —,u” — v°)
3 3
€ uma imersao, mas, nao € subvariedade.
Com efeito, o diferencial dX, num ponto p qualquer da superficie € sempre
imjetivo. Para comprovar isto verificaremos como os determinantes jacobianos
associados nao se anulam simultaneamente. Porém a aplicagao X nao ¢ um
homeomorfismo sobre sua tmagem.

Sejam p € U wum ponto qualquer e ¢ = X(p). Tomando coordenadas


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1222069/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 1222069/CB

Capitulo 1. Nocoes Previas. 20

(2,9,2) € R® numa vizinhanca de p temos:

ox,y)  |1—u”+0° 2uw
o(u,v) —2uw -1 —u? +0?
= (1—u?+vH)(=1—u?+0v?) — (—du®v?)
= (14+u*+v*)(u®+0*—1)
assim (z,9) =0 < u? 4+ v* = 1. Por outro lado,
0(u,v)
Ow,z)  |l—w’+0v* 2uw
o(u,v) 2u —2v
= (1 —u®+v*)(-2v) — 2u(2uw)
= —20(1+u*+0?)
assim (z,2) 0 v=0.F,
O(u, v)
ANy,z)  |2ww —1—u®+0°
o(u,v) | 2u —2v
= 4uv® — 2u(—1—u* +v?)
= 2u(l+ v’ +v°)
0y, 2) (z,y) O(z,2) Ay,

0 & = 0. L l
assim . v) u 090 uv) D(wv) D) se anulam
simultaneamente se e somente se

u? +0? =
(1.7)
u =

0 que resulta impossivel.

Portanto dX, € injetiva para todo ponto p da superficie, logo, a superfi-

cie de Enneper é uma superficie imersa.

Por outro lado, dita superficie possui autointerse¢oes sobre dois curvas
(veja figura 1.4). Portanto, sua parametriza¢io nao € injetora, entdo, nao é

um homeomorfismo e por consequinte nao é subvariedade.
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Figura 1.4: Superficie de Enneper.!

Associado ao plano tangente temos a existéncia de um vetor unitario
ortogonal a hipersuperficie no ponto onde o plano tangente é definido. A relacao
entre ambos ¢ estreita, pode-se dizer que o plano tangente esta completamente
determinado pelo vetor. Reciprocamente dado um referencial no plano tangente
o vetor pode ser completamente determinado. Tal vetor é conhecido como o
vetor normal a hipersuperficie, possui orientagao e permite estabelecer uma
orientacao na hipersuperficie. Antes de definir formalmente o vetor normal
vejamos que para uma hipersuperficie imersa em R""! existe uma métrica
(9i5) induzida pela métrica euclideana ds® = daf + ... +d2?, | de R"*. O que
conduz a que este vetor normal tenha que ser definido em fungao a métrica.

Definigao 1.1.8 (Métrica Induzida). Sejam f : S — R™ wuma imersao,
pe S eu,veT,S. A métrica induzida em S no ponto p é definida por (-,-)s

sequndo a sequinte formula:

(u,v)s = (df (p)u, df (p)v)aner. (18)

Tomando um referencial local adaptado na variedade S, i.e., uma base
no espaco tangente a S dada por {X1 = 8%1, e, Xy, = %}, os coeficientes

da métrica induzida se definem segundo

gi; = (X5, Xj)s == (df (p)ei, df (p)ej)gn+r 4,5 =1,...,n. (1.9)

Com a métrica induzida (-, -)g, S adquire a estrutura de variedade riemanniana

(S, (-,-)s). Além disso, a imersao passa a ser uma imersao isométrica de S em

!Esta figura foi tomada de http://www.indiana.edu/ minimal/maze/enneper.html.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1222069/CB


PUC-Rio - Certificacéo Digital N° 1222069/CB

Capitulo 1. Nocoes Previas. 22

R"*!. No texto, segundo esta imersao isométrica, estaremos identificando f(.9)
com S.

Agora estamos em condigoes de definir, a rigor, o vetor normal a hipersuperfi-
cie.

Definicao 1.1.9 (Vetor Normal a Hipersuperficie). Sejam S hipersuperficie
imersa em R™* e p € S. Um vetor unitdrio N € T,R"™ ¢ dito normal a S em

p se N for ortogonal a T,,S com respeito a métrica induzida na hipersuperficie.

Exemplo 1.1.4. Como no espaco R? sio obtidos, por sua estrutura, um maior
numero de resultados, oferecemos a forma explicita do vetor normal para uma
superficie imersa neste espaco. Ora, € importante apontar que neste caso temos
a vantagem de que o produto vetorial em R? resulta um vetor ortogonal a
cada um dos vetores do produto. Assim, o cdlculo do vetor normal unitdrio
resulta mais simples e nao € visivel a andlise da ortogonalidade com respeito a
métrica particular. Por isto apresentamos outro exemplo no espaco R onde

tal andlise se mostra explicitamente.

(i) Seja X : U C R?* — R3 uma parametrizacio da superficie S C R com
X = X(u,v). Podemos calcular um vetor normal unitdrio a superficie

em cada ponto reqular como:

X, x X,

Por exemplo, no caso da superficie de Enneper obtida pela imagem da

parametrizagao (1.6), aproveitando os calculos realizados nesse momento

temos:
ik
or 0Oy 0
XoxX, = |5 a =
u Qu gu
T Yy z

v Ov Ov
) <a< ) 0n) 00e0)
v)" O(u,v) B(u,v)

o(
2u(1 +u® +v?), 20(1 + u® + 07), (1 + v + 0%)(u® + v* — 1))
+u? + v (2u, 2v,u* +v* — 1)

com modulo,

| Xy x X,)| = m|(2u,2v,u2+v2—l)|
= \/(1 + u? 4+ v2)?2(4u? + 4v? + (u? +v? — 1)?)
= (1 +u2+02)2(1 +u? + v2)?
= (1+u*+0v?)%
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(i)

Logo, o normal unitdrio num ponto qualquer da superficie de Enneper é:

1
N = m(QU, QU,UQ + U2 — 1) (111)

Seja S C R™ 1 hipersuperficie de dimensdo n descrita pelo grdfico de

uma fungao de varias varidveis, i.e, S = graf(f) com

f: QCcR" SR

(X1, .. 20) = fz1,. .0 x).
Uma parametriza¢ao natural de S é dada por:
X(x1, ..o xp, f(21,.. . 2n)) com (z1,...,2,) € Q

e o referencial local adquire a forma:

{Xl - (1707"'7fx1)7"'7Xn - (Ovalafxn)}
Com 1isto, os coeficientes da métrica sao descritos por:

Jaifz, se i 7]

9ij = (Xi, Xj) = ) T
1+(f$z) se 1 =].

(1.12)
Assim, para qualquer ponto p € S um vetor ortogonal a T,S tem que
ser ortogonal a cada um dos elementos do referencial com respeito a
métrica (g;;). Ou seja, a ortogonalidade se verifica tomando o produto

escalar definido por (1.12). Temos entdo que um vetor normal unitdrio

_ _far1 _fa:n 1
M= (w(f)""’w(f)’w(f)) (1.13)

comw(f)=/1+f2 +...+f2.

ao grafico pode ser

Dado que o vetor normal N, é escolhido unitario pode ser estudado como

uma aplicacao na esfera unitaria, i.e,

Definigao 1.1.10 (Aplicacao Normal de Gauss). Seja S uma hipersuperficie

imersa em R" ! orientada pelo normal unitdrio N e seja p € S qualquer. A

aplica¢ao

g:S—)IR”Jrl

p—g=N(p) €S" A
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n+1
com S"™ a n—esfera unitiria de R"™, S* = {2z e R E L 1}, é
i=1

chamada aplicagao normal de Gauss(veja figura 1.5).

Figura 1.5: Aplicagao Normal de Gauss.

Exemplo 1.1.5. Sejan =2 e S a superficie de Enneper. A aplica¢do normal
de Gauss num ponto p da superficie é dada por

g:S =R

(1.15)

p}—>g:( (2u, 2v,u* +v* — 1) € S

1+ u? 4 v?)

Vejamos que para qualquer ¢ € S", o plano tangente 7;,S"™ é o plano
ortogonal em R"*! ao vetor ¢. Assim, para cada p € S, o espaco tangente
TnpS™ coincide com T,S. Logo, a aplicagao dg : 1,5 — TypS™ ¢ um

endomorfismo linear de 7},S.

Definicao 1.1.11. Dado p € S, o endomorfismo linear
A= —dg, :T,5 = 1,5

¢ chamado operador ou aplicagao de Weingarten A de S em p.

Observacao 1.1.3. Usando a conexio NV do ambiente R™*! (veja apéndice)

para v € T,S temos que:

Av = -V, N. (1.16)
Com esta caracterizacao facilmente pode-se comprovar que o operador
de Weingarten é autoadjunto. Ou seja, sua matriz numa base ortonormal é

simétrica, dai ele possui n autovalores reais que definiremos como segue.
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Definigao 1.1.12 (Curvaturas Principais). Seja S uma hipersuperficie imersa

em R"™ e p e S, os autovalores k;(p) da aplicagao linear simétrica
A:T,S = T,5 (1.17)
sao chamados curvaturas principais de S em p.

As curvaturas principais, como veremos a seguir, podem ser vistas tam-
bém, a partir do vetor curvatura normal. Isto além de representar um modo
mais simples do célculo das mesmas exibe sua interpretacao geométrica. Pri-
meiramente vamos definir os termos de primeira e segunda forma fundamentais

e logo o termo de curvatura normal para deduzir esta relacao.

Definicao 1.1.13 (Primeira e segunda formas fundamentais). Sejam
v,w € 1,5 definimos a primeira e sequnda forma fundamentais da superficie

S em p como:
I(v,w) = (v,w) (1.18)
I(v,w) = (A(v),w). (1.19)
onde A € o operador de Weingarten. Com formas quadrdticas associadas dadas

respectivamente por

I(v) = |v]? (1.20)
I1(v) = (A(v),v). (1.21)
Tomando um referencial local adaptado {X7,..., X, } em T,,S os coefici-

entes de estas formas fundamentais em coordenadas locais podem ser escritos

CO1mo:

a; = (Xi, X;), by = (N, Vx,X;) = (N, X;;). (1.22)
Definigao 1.1.14 (Curvatura Normal). Seja S hipersuperficie imersa em R™+1
e a: (—€€) — S uma curva parametrizada pelo comprimento de arco, tal que
dadop € S ev e T,S, a(0) =p e /(0) =v. A curvatura normal de 7, curva

reqular de S parametrizada por o, na direcao do vetor unitdrio v € dada por:

kn(v) = I11,(v). (1.23)

Se tomarmos, entao, v = ¢;,© = 1,...,n com e; autovetores associados
as curvaturas principais k;, que sao chamados de diregoes principais, formando

uma base ortonormal, i.e, Ae; = k;e; obtemos

—dg(p)ez = kz p=— A@i = kiei p=— —veiN = kiei f=— <—veiN, 62‘> = k:z

Logo, as curvaturas principais k;,¢ = 1,...,n representam n curvaturas

normais que denotaremos como k;(N).
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Além disso a expressao (1.24) nos permite definir o médulo da segunda forma

fundamental como:

(1.25)

A partir das curvaturas principais é possivel, também, definir dois nogoes de
curvatura de soma importancia: a curvatura de Gauss-Kronecker e a curvatura
Meédia.

Definicao 1.1.15 (Curvatura de Gauss-Kronecker e Curvatura Mé-
dia). Seja S hipersuperficie imersa em R"™™ com curvaturas principais
ki,i =1,...,n. Definimos a curvatura de Gauss-Kronecker K da hipersuper-
ficie no ponto p como n

K =det(A) = [ [ k. (1.26)

e, a curvatura média H da hipersuperficie no ponto p sequndo,
H L trago(A) L z”: k (1.27)
= —traco(A) = — - :
n ¢ n <=

Tomando coordenadas locais z = (z1,...,2,) com o referencial local

adaptado {X3,..., X, } para a matriz (a;;) do operador de Weingarten A na
n

hipersuperficie, temos que AX; = E a;; X ;. Portanto obtemos que a curvatura
Jj=1
média H satisfaz a seguinte relacao:

trago(a;;) = Z a; =nH (1.28)
i=1

n
ou equivalentemente usando conexdes nH = ( E Vx,Xi,N).
i=1
Associado a curvatura média temos o vetor curvatura média H ao qual

podemos atribuir o significado geométrico que aponta para o sentido que faz
decrescer a area como consequéncia da férmula (2.10) da primeira variacao da

area que estudaremos no proximo capitulo.

Definicao 1.1.16 (Vetor Curvatura Média). Seja uma hipersuperficie S
imersa em R O wvetor curvatura média em um ponto p € S é definido

o fi(p) = Hp)N () (1.29)

onde N(p) ¢ o vetor normal unitdrio a T,S em p.

Observacao 1.1.4. Note que o sentido do vetor curvatura média, H, inde-
pende do sentido de N. Se mudarmos o sentido do normal unitdrio também
muda a sinal da curvatura média consequentemente a sinal de H permanece

movariquel.
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Sem duvidas, o ponto mais relevante do trabalho com a nocao de
curvatura média é o estudo das hipersuperficies com curvatura média constante
(ou variedades em casos mais gerais). Em particular, as de curvatura média

Zero.

Definigao 1.1.17 (Hipersuperficie Minima de R"™). Seja S uma hipersu-
perficie imersa em R, Dizemos que S é uma hipersuperficie minima se e

somente se a curvatura média H = 0, 1.e,
Hp)=0 Vpes. (1.30)

Observacao 1.1.5. Note que as curvaturas principais definidas previamente

sao raizes do polinomio caracteristico:
p(t) = det(A — tE) (1.31)

onde E representa a aplicacao identidade em T,S e A o operador de Weingar-

ten. Ezplicitamente expressamos p(t) sequndo

n
n—rqr
p(t) = g Sy (=1)"7"t
r=0
onde S,,r =1,...,n sao as funcoes simétricas das curvaturas principais, i.e,

Si = ki+...+k,=tracoA =nH

R Y ( Z)HQ
i,

Sr — Z k,ll{?ZT:<n>Hr

11 <...<lp

Sy = k... ky=detA=K. (1.32)

Como as curvaturas principais sao as raizes do polinomio caracteristico (1.31)

temos que Yy Sp—r(—1)""kI =0 o que implica que

zn: S (—1)" AT = 0.
r=0

As fungoes simétricas das curvaturas principais S;, i = 1...,n sao invariantes
pela imersao e oferecem informacgao sobre a curvatura i—dimensional. O caso
especial de S, tem interpretacao geométrica como o determinante da aplica¢ao

normal de Gauss. Podemos dizer, entao, que uma hipersuperficie ¢ minima se
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a primeira funcdo simétrica das curvaturas principais € nula.

Em particular, para n = 2
p(t) = (t —ki)(t — ko) = t* —2Ht + K. (1.33)

Observacao 1.1.6. Como podemos observar a partir da definicio 1.1.16 do
vetor curvatura média H, este € nulo se e somente se a curvatura média H €
nula. Logo, podemos expressar a condi¢cao da hipersuperficie ser minima pela

nulidade do vetor curvatura média H.

1.1.1
Algumas especificidades do espaco ambiente R3.

Com frequéncia no ambiente R? é também usada a notacao Gaussiana que
identifica os coeficientes g;;, b;;, 1j—ésimos da métrica induzida na superficie e
a segunda forma fundamental respectivamente com letras ( esta serd a notagao
usada no material no caso em que estejamos a trabalhar em uma superficie).
Tomando uma parametrizacao da superficie dada por uma aplicacao X e
coordenadas locais (u,v) definimos os coeficientes g;; da métrica em notagao

Gaussiana como
E = gi11 = <Xu7Xu>7 F = g12 = g21 = <Xu,Xu>7 G = g22 = <Xv7X'U>

e os coeficientes b;; correspondentes a segunda forma fundamental definida na

superficie como

€= bll = _<NU7XU> - <N7 qu>7
f = b12 = b21 = _<NU7X1)> - _<NU7XU> - <N7 Xuv> - <N7 Xvu>7
g = b22 = _<NU7XU> - <N7 va>~

Escrevendo g := det(g;;) = g11922 — 939, b := det(b;;) = by1bag — b3, temos,

W =vVEG— F? =,/g =/det(g;;).

Com isto as curvaturas de Gauss-Kronecker e média de uma superficie em R?

em termos de g;; e b;; adquirem a seguinte forma,

eg— f*  det(by)

K = EG—F"  det(gy) = kiko (1.34)
_eG+gE-2fF 1 N
= = 5o = 25 (1.3)

Neste caso, podemos renomear a curvatura de Gauss-Kronecker como cur-

vatura Gaussiana a qual representa uma medida da curvatura intrinseca da
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superficie, veja observacao 1.1.7. Se a curvatura média na superficie for iden-
ticamente nula entao a superficie é dita minima segundo a definicao 1.1.17.
Caso que a superficie seja nao paramétrica, i.e, a mesma pode ser descrita pela

imagem da parametrizacao
X :QCR SR

(1.36)
(z,y) —=(z,y, f(x,y))

onde f = f(x,y) é uma funcio de classe C? obtemos dois condicoes equiva-

lentes de uma superficie ser minima como segue.

Teorema 1.1.1 (EDP das superficies minimas ndo paramétricas). Seja a
superficie S ndao paramétrica obtida pela imagem da aplicagao (1.56). Entao,

dita superficie € minima se e somente se

(1+f5)fm_Qfxfyfzy‘i_(l‘f'f:?)fyy:0‘ (1‘37)

Demonstracao.
Seja S superficie nao paramétrica, sabemos que S é minima se e somente se,
por definigdo, H(p) =0, V p € S. Ou seja, se e somente se,
eG+gE —2fF
gE =28, (1.38)
2(EG — F?)

H =

Como S é nao paramétrica ela se expressa como o grafico de uma funcao
f = f(z,y). Assim, usando os resultados do exemplo 1.1.4 (ii) para n = 2

temos que o normal unitario se escreve como:

N:i(—fx,—fy,l) com w=/1+ f2+ f2,

e os coeficientes da métrica e segunda forma fundamental resultam:

E = 1+f;3a F:f:cfy7 7G:1+fy2
facac x

e = =t g Sw g Jw
w

w w
Logo,
eG+gE —2fF =0
Loy g2y Py gy g g o o
w w w
L+ [ fow = 2fafyfoy + A+ f2) [y = 0. (1.39)

T T ¢

]
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Teorema 1.1.2 (Forma divergente da EDP de superficies minimas). Seja a
superficie S nao paramétrica obtida pela imagem da aplica¢ao (1.36). Entao

dita superficie € minima se e somente se

v/

VI+IVFP

Pelo teorema anterior uma superficie nao paramétrica é minima se e somente

div — 0. (1.40)

Demonstragao.

se é satisfeita a EDP (1.37). Rearrumando os termos desta expressao obtemos:

0 = (L+ f) fow = 2fafyfoy + (L4 £2) fuy
= W+ f) faw = folyloy = fofofoy + L+ [2) fyy
= foo(L+ V1) = f2fre = fofufoy + (L INIP) = 2 fyy — Fofufoy

3 f:): 2 2 f
= (1+|Vf|2)2 —— + (14 |Vf)? —
V14 VE) VI+IVIP
= 1+ VP | div v/

VI+ VAP

Ou seja, a superficie é minima se e somente se div

Vf

VI+IVIP

Com isto, e lembrando que toda superficie suave pode ser escrita local-

=0. O

mente como o grafico de uma funcao podemos concluir que toda superficie
minima se pode representar localmente pela equagao em derivadas parciais
de segunda ordem quasilinear e eliptica (1.37) ou por sua forma divergente
(1.40).

Além disso, também neste ambiente (o espaco R3) é sempre possivel, como
mostramos a continuacgao, obter a existéncia de parametrizacoes conformes o
isotérmicas numa vizinhanga de qualquer ponto da superficie. O que torna
as superficies em R? em certo sentido mais manejdveis. Neste sentido podem
ser usados muitos dos resultados obtidos do ambiente euclideano mesmo com

uma métrica nao euclideana, porém, conforme a métrica euclideana.

Definicao 1.1.18 (Parametrizacdo Conforme ou Isotérmica). Seja
X S — R® uma imersio suave da superficie S. Tomando coordenadas
locais (u,v) dizemos que a imersdo € conforme ou isotérmica se existe uma

fungao real suave A(u,v) tal que a métrica ds* induzida em S toma a forma:
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ds® = A*(u,v)(du® + dv?) (1.41)
ou equivalentemente se:
ox|*  |ox|? 0X 0X
ou ov 70, { ou’ du ) 0 (142)

A magnitude expressada pela funcao A é conhecida como fator conforme.
Este é obtido ao calcular a métrica induzida se os coeficientes forem iguais como

se expressa explicitamente na condigao (1.42), ou seja, A = E = G.

Teorema 1.1.3 (Teorema de existéncia de coordenadas conformes). Seja S
uma superficie suave, entdao, numa vizinhanca de qualquer ponto p € S existe

uma parametrizacao conforme.

Para uma demonstragao no caso de superficies minimas pode consultar
o lema 4.4 de [24].

Observacao 1.1.7. Pelo teorema Egregium de Gauss (veja [11] capitulo 4-3)
a curvatura de Gauss K é uma caracteristica intrinseca da superficie, i.e, nao
depende do espaco ambiente ou da parametrizacao que defina a superficie. Se
esta parametrizacao for conforme ao redor de um ponto p qualquer, K ¢ dada

por B —Alog A(p)

K(p) = —43 ) (1.43)

com N\ o fator conforme.

1.1.2
Exemplos de Hipersuperficies Minimas.

O exemplo mais simples de hipersuperficies minimas sao os hiperplanos.
De fato, ao serem lineares as curvaturas principais sao nulas em todo ponto,
consequentemente, a curvatura média H = 0.

Mostremos alguns outros exemplos nao tao triviais de superficies minimas.

Exemplo 1.1.6 (Os catenoides em R? sdo superficies minimas). O catenoide
¢ a superficie minima de revolucdo obtida pela rotacao de uma catendria.
Estudemos a familia de catenoides obtidos pela revolucdao das catendrias
g(z) = acosh(2), com a > 0 sobre o eizo z como se observa na figura 1.6
(para um membro da familia). Assim, este pode ser descrito pela sequinte for-
mula: p

Va2 + 2 = acosh(a) com a>0. (1.44)
Tomando coordenadas locais, escrevemos uma parametrizacao para o catenoide
sequndo a aplica¢ao

C: U —R
(1.45)

(u,v) — (acoshucosv,acoshusino,au)
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comu € R ev € |0,27].
Para verificar que € uma superficie minima procuremos a curvatura média num

ponto arbitrdrio. Usaremos a primeira igualdade da formula (1.35), ou seja,

eG+gFE —2fF

" == Ec =

Para o cdlculo dos coeficientes tomemos as primeiras e sequndas deriwadas da

parametrizacao com respeito a cada uma das componentes,

Cy(u,v) = (asinhucosv,asinhusinv,a)
Cy(u,v) = (—acoshusinv,acoshucosv,0)
Cuu(u,v) = (acoshucosv,acoshusinv,0)
Cyo(u,v) = (—acoshucosv,—acoshusinv,0)

Note que nao calculamos a derivada Cy, pois esta somente intervém no cdlculo
do coeficiente f e wveremos que nao € preciso dar sua forma explicita. Os

coeficientes da métrica sao entao:

E = (C,,C,) = a®sinh®ucos? v 4 a? sinh® usin® v + a® = a* cosh? u,
F = (C,C,) = —a?sinh w cosh u sin v cos v + a2 sinh u cosh u sin v cosv = 0,
G = (C,,C,) = a*cosh®usin®v 4 a? cosh® u cos® v = a? cosh® w.

Do resultado acima podemos concluir que temos uma parametriza¢ao conforme
do catenoide, i.e, E = G = cosh®>u, F = 0. Como F = 0 se verifica que ndo é
necessdrio calcular o coeficiente f pois ao estar multiplicado por F' na expressao
de H esse termo se anula.

Calculemos agora o normal unitdrio para obter o resto dos coeficientes,

Cy x C, 1 : )
N=—"—"—"""= (—cosv, —sin v, sinh u).
|Cy x Cy|  coshu
Assim,
e = (N,Cu) =acos’v+asin®*v=a
g = (N,C,) = —acos’v —asin’v = —a.
Como e, g sao opostos e E = G temos claramente, sem necessidade de

explicitar, que H = 0. Portanto, podemos concluir que a imersao do catenoide

de R® € minima e conforme.

Mais precisamente obtemos o seguinte resultado:
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Proposicao 1.1.2. Fora dos planos, os catenoides de R® sdo as unicas

superficies minimas de revolucao.

Demonstragao.

Estudemos como os catenoides de R3 sao as tinicas superficies minimas de
revolugao. No tltimo capitulo veremos como este resultado se estende ao espago
R+,

Suponhamos que a geratriz de uma superficie de revolucao em R? qualquer S
seja um gréfico horizontal dado por uma fungao y = g(z) com z € I C (0,00) .
Para esta superficie procuremos as curvaturas principais k1 (N), ko (V).

Sejam ki a curvatura da curva geratriz «a; e kg a curvatura do circulo as
que resulta ao fazermos a revolucao sobre o eixo z. Para cada ponto p
sobre a superficie definamos N um vetor normal unitario a mesma, n; um
vetor normal unitdrio a curva geratriz y = g(z) e ny um normal unitdrio
ao circulo de revolugao. Claramente n; coincide com N, veja figura 1.6, dai

ki(N) = ki(ni, N) = ky. Ora, como k; representa a curvatura da curva geratriz
g// )
5, assim

dada por um grafico horizontal temos k; = —————
(1+g7)2

g//
B = C(1+g2)i

ko(N) = ko(ng, N) = ko cos(6)

1
com ko a curvatura do circulo, logo, ks = —. Como # é o angulo formado por
g

1
ny e N, temos, cos(f) = ———, dai

ko(N) = !

g1+ (9

Com isto podemos calcular a curvatura média da superficie,

_1 :1 B g// 1
H = S(k(N) + ka(N)) = o ( (1+g/2)%+g 1+ (g')

2)'

Para uma superficie minima H = 0, logo, igualando a tltima expressao a zero,

obtemos B

g B 1
1+g%): g1+ (9)?
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Multiplicando a expressao por 2¢'+/1 + g2 resulta

.l

299" 2

/

(1+g¢?) g

Integrando de ambos lados, para a constante tem-se

log(1+ ¢?) =log(ag)’ = ¢ =+/(ag)?—1

que pode ser rescrita como

adg

—_— = (ldl'.
(ag)®—1

Integrando novamente, a expressao acima ¢é equivalente a
cosh™*(ag) = az + c.

Ou seja,

1 z
= — ‘h —
g(2) ~ cos <a +c)

que representa a equacgao de uma familia a um parametro de catendrias, curvas

geratrizes da familia dos catenoides. O

a; = (2,9(2)

Figura 1.6: Catenoide, tinica superficie minima de revolucao fora os planos.

Exemplo 1.1.7 (A superficie de Enneper é minima). Seja a superficie de
Enneper dada pela parametrizacao 1.6 do exemplo 1.1.3. Afirmamos que dita

superficie é minima.
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Tomando como base os resultados estabelecidos no exemplo 1.1.4 temos

E = (X, X)) =(14+u*+0?)?
F = (X, X,)=0

G = (X, X,) = (1 +u?+0%)2%

Como no caso do catenoide temos também para a superficie de Enneper uma
parametrizagio conforme dado que E = G = (1 +u* +v*)? e F = 0. Logo, a
imersao € conforme e somente temos que calcular os coeficientes e, g, se estes
resultarem opostos poderiamos concluir que a superficie € minima.

Sabemos que o normal unitdrio é da forma

1

N = m@u, 20, u* +v* — 1).
Dai,
1 2 2 2, 2
e = m(—élu —4v* +2(u” +v* - 1)) = -2
g = m«m? b 4?2 P 1)) =2,
Obtivemos que e = —g, portanto, podemos afirmar que a superficie de Enneper

¢ uma superficie minima conforme.

Exemplo 1.1.8 (A superficie de Scherk é minima). Sejam, k,l € Z com k +1
par, e

v T
Qi = {(%?J)? |z — kn| < 5 ly —In| < 5} .

A parametrizacao dada por:

X U Qk,l —>R3
k,leZ
k+1 par (146)

cos(y))

cos(x)

X(z,y) — (fv,y,IOg

¢ chamada superficie de Scherk ou superficie de Scherk duplamente periddica.
Afirmagao: A superficie de Scherk é minima.

Com efeito, sequndo (1.46) a superficie de Scherk é nao paramétrica com

) = log W)
f(z,y) log o2’

Além disso, calculando as derivadas parciais de f
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obtemos,
(
fz =tan(z)
fy = tan(?J)
 fer =1+ tan?(x)
facy =0
\fyy = —1— tan*(y).
Logo,

= (1 + tan(y)?)(1 + tan®*(z)) + (1 +tan(z)?)(—1 —tan®(y)) = 0.

Portanto, pelo teorema 1.1.1 concluimos que a superficie de Scherk é minima.

Figura 1.7: Superficie de Scherk.?

1.1.3
Outras caracterizacoes das hipersuperficies com curvatura média cons-
tante.

Definimos agora os conceitos de hipersuperficie totalmente umbilica e

totalmente geodésica que permitirao caraterizar as hipersuperficies mesmo

2Esta figura foi tomada de http://en.wikipedia.org/wiki/File:Superficie_di_
scherk. jpg.
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quando elas nao forem minimas.

Definig¢ao 1.1.19 (Hipersuperficie Totalmente Umbilica ). Seja S hipersuper-
ficie imersa em R"™ e p € S. Seja A(p) o operador de Weingarten associado
a hipersuperficie no ponto p. Se A(p) é um maltiplo da identidade dizemos
que p € um ponto umbilico. Se todos os pontos de S sao umbilicos S ¢ dita

hipersuperficie totalmente umbilica.

Definigao 1.1.20 (Hipersuperficie Totalmente Geodésica). Seja S hipersuper-
ficie imersa em R"™ e p € S. Sejam ky(p), ..., k,(p) curvaturas principais de
S no ponto p. Se ki(p) = 0,Yi, i = 1,...,n dizemos que p € um ponto plano.
Se todas as curvaturas principais ki(p) =0,Vi, i =1,...,n eVp € S, S € dita

totalmente geodésica.

Exemplo 1.1.9. A esfera S"

Seja S™ C R a n—esfera unitdria. Para um ponto p € S™ o normal unitdrio
exterior é N(p) = p.

Seja o referencial {Xy,...,X,} numa vizinhanca 'V de p. Consi-
deremos curvas requlares parametrizadas pelo comprimento de arco
a; : (=€) = S* C R passando por p (p = «;(0)) com wvelocidade
ai(0)=X;,i=1,...,n. Entdo:

ki(N) = (—Vx, N, X)) = (= X5, X)) = —|X,]2 = —1 Vi

assim,

Podemos concluir que a esfera S™ é uma hipersuperficie totalmente umbilica,

mas, nao € minima.

Exemplo 1.1.10. O cilindro S"*(a) x R.

Seja M = S"'(a) x R C R* o cilindro circular reto de raio a. Dado
p € M o normal unitdrio exterior no ponto p é N(p) = v. Tomemos o
referencial {X1, ..., X, } numa vizinhanca V' de p. Como dim(M) = n vamos
ter nk; curvaturas principais no ponto p sequndo o normal N. Consideremos
a;, 1 = 1,...,n curvas requlares parametrizadas pelo comprimento de arco
passando por p com velocidade o/;(0) = X;. Com isto, observemos que uma
das curvas estd representada pela reta geratriz do cilindro. Assim, a curvatura

principal sequndo esta curva se calcula como

E(N)=(=Vx,N,X;) =0 pois Vx,N=0.
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As  restantes  curvaturas — estao  dadas  pelas  curvas do  tipo
a; = [X;na NS com i = 1,...,n — 1 e ny o vetor normal as mes-
mas. Ditas curvas representam paralelos do cilindro, logo ns||N. Entao, para

1=1,...,n—1:

~ 1 1 2 1
ki(N) =(=Vx, N, X;) = (—X;, X;) = —— | Xi| = ——.
(N) = (TN, X0) = (—2 X, X = = | X, = =
Logo,
n—1 n
1 1 —1
H=-Y —-=_" e K=][k(N)=0

n < a na

Portanto, podemos concluir que o cilindro tem curvatura média constante, mas,

nao € totalmente umbilica nem totalmente geodésica.

X(p) = «'(0)

nm=Np) =v
p

a(s)

Figura 1.8: Analise geométrico para o calculo das curvaturas de Gauss-

Kronecker e média na esfera e no cilindro de dimensao n.

1.2
Hipersuperficies minimas e o Operador Laplaciano.

Anteriormente estudamos o conceito de hipersuperficie minima segundo
a nulidade da curvatura média. Agora veremos uma caracterizagao segundo o

operador de Laplace Beltrami (veja apéndice) e do seguinte resultado.

Teorema 1.2.1. Seja X : S — R"M wuma imersio isométrica de uma

hipersuperficie S de dimensao n em R™™ com vetor de curvatura média H

entao .
AsX = nH (1.47)
onde AsgX = (AXy,...,AX,).
Demonstracao.
Dado p € S escolhamos uma base ortonormal {ey, ..., e,} € &,(S) (temos mu-

dado a notagao usada até o momento para a base {Xl = Bixl’ X, = 8%}
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para nao correr o risco de confusao com as coordenadas do Laplaciano), entao

Vi, (i=1,...,n) temos

61(X) =e€; = €i€i(X) = V..

(3

€;

com V a conexao no ambiente R logo,

n n n

AsX - Z eiei(X) - vEiei()(> = Zveiei - Veiei - Z (veiei)J— = nﬁ ]

i=1 i=1 i=1
Do que se deduz o seguinte resultado.

Corolario 1.2.1. Uma hipersuperficie S representada pela imersao isométrica

X : S = R ¢ minima se e somente se AgX = 0.

De grande interesse é a andlise dos resultados anteriores para uma su-
perficie pois como mostramos no teorema 1.1.3 para uma superficie regular de
R3 se garante a existéncia de coordenadas conformes. Entao, para este caso
pode-se mostrar que a superficie é minima se e somente se as coordenadas de
uma imersao conforme da mesma sao fungoes harmonicas. De fato, o teorema
1.2.1 e seu corolario podem ser reformulados como presentamos a seguir.
Sabemos que uma superficie S imersa em R?® é minima se e somente
se AgX = 0, esta condicao pode-se expressar em forma equivalente em
sus componentes coordenadas. Mais precisamente, seja o vetor coordenado
(u,v) € R? escrevemos ele na forma u + iv € C.

Tomemos X como uma parametrizacao conforme de .S logo,

A? 0
(9i5) = 0 A2
por conseguinte det g = A* e /detgiig¥ = I. Entao, a forma geral do

Laplaciano em coordenadas locais 5.28 se reduz a

1 22X

A? = ou?

1

= AcX (1.48)

AgX =

com u; = u,uy = v. Assim, dado X = (z1, z9, x3)
AsX =0=AcX =0 Acz; =0, i =1,2,3. (1.49)

A expressao equivalente Acx; = 0 significa que as coordenadas da parametri-

zagao sao funcoes harmonicas.
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Consequentemente para uma superficie se deduzem os seguintes resultados:

Teorema 1.2.2. Seja X : S — R? wma imersio reqular da superficie S
com curvatura média H e orientacao dada pela aplicacio normal de Gauss
N :S — R? entio AgX =2HN.

Corolario 1.2.2. Seja X : U € C — R? wma imersao conforme entdo
a superficie ¢ minima se e somente as coordenadas da imersao sao funcoes

harmonicas.

Exemplo 1.2.1. Como vimos no exemplo 1.1.8 a superficie de Scherk é uma
superficie minima nao paramétrica. Vamos estudar agora uma outra forma de
demonstrar esta afirmacao sequndo o coroldrio 1.2.2.

Usando cdlculo de variaveis complexas se pode comprovar que a aplicacao

X:QcCcR? 5 R?
£+ E+1

& +1

(u,v) — (arg Z)

log

‘>, €#£1, € #+i

com & =u+ 1w earg(§) o dangulo que forma o eixo real com £, € uma outra
parametrizacao da superficie de Scherk equivalente a (1.46).
Definamos as funcoes complexas

_Odx Oz Oy B 0y 0z 0z

= % - Z%; ¢2(§) =3 — a3 ¢2(f) = ou s

¢1(€) ou v

com x,y,z as componentes de X (X2). Entao, tomando

2
e
y
02 = —ffg
4
% = 1@

podemos comprovar, usando o fato da parametrizacdo ser conforme, que:

Concluimos pelo coroldrio 1.2.2 que a superficie de Scherk é minima pois suas

coordenadas sao funcoes harmonicas.
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