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3
Critérios de estabilidade para dominios de Superficies e Hi-
persuperficies Minimas.

Além dos resultados estudados no capitulo anterior a partir dos quais
podemos realizar a analise da estabilidade existem outros critérios que facilitam
o estudo quando o uso da definicao ou as caracterizagoes mais simples sejam
inviaveis. Mas, sem duvida alguma qualquer critério de analise de estabilidade
estd influenciado pelo critério da nao negatividade do operador de Jacobi ou dos
autovalores associados ao mesmo. Neste capitulo apresentamos alguns destes

outros critérios.

3.1
Critério do minimo do funcional de segunda variacao da area para
superficies minimas.

Segundo o corolario 2.1.1 uma hipersuperficie minima estritamente esta-
vel pode ser analisada como um minimo local da area. Reciprocamente se uma
hipersuperficie minima representa um minimo local podemos concluir sobre a
estabilidade da mesma como veremos nesta se¢ao.

Como o funcional da drea é uma aplicacao real, podemos estabelecer a nogao

de minimo como para funcoes reais.

Definigao 3.1.1 (Minimo do funcional da area). Sejam S uma hipersuperficie
minima imersa em R"™! com variagoes dadas pela imersdao (2.4) e Fy variagao
normal de S com varia¢ao da drea dada por A(t). A varia¢ao da hipersuperficie

no instante ty € (—e¢,€), Fy,, € um minimo local do funcional da drea se
A(ty) < A(t) Yt numa vizinhanca U de to. (3.1)

Se A(ty) < A(t), Vt € (—e,€) \ {to} entdo é um minimo local estrito.

Teorema 3.1.1. Seja S uma hipersuperficie minima imersa em R™, logo:

(i) Se S ¢é estritamente estdvel entdo S € um minimo local estrito do

funcional da drea.

(ii) Se S € um minimo local do funcional da drea entao S é estdvel.

Demonstracao.
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(i) Seja S hipersuperficie estritamente estével, entao, tomando uma variagao

normal qualquer da mesma temos por defini¢ao que (5 = 0):

d2 |,_(A(t) > 0.

A//<O) — E

Ora, fazendo um desenvolvimento de Taylor de ordem 2 ao redor de ¢t = 0

do funcional de variagao da area resulta que:
A(t) = A(0) + tA'(0) + 2 A"(0) + O(t*) YVt € (—¢¢).

Como a hipersuperficie é minima o termo A’(0) que corresponde &

primeira variacao do funcional da area pelo corolario 2.1.1 é nulo. Logo
A(t) = A(0) + 2 A"(0) + O(t*) Vt € (—e,¢).

Portanto,
A(t) > A(0)  Vte (—ee)\{0}. (3.2)

Dai, a hipersuperficie S é um minimo local estrito do funcional da &rea.

(ii) Se S for um minimo local do funcional da drea temos que
A"(0) > 0.

Portanto, podemos concluir a estabilidade da hipersuperficie. O

Observacao 3.1.1. O teorema acima € usado frequentemente para determinar
regioes de instabilidade numa hipersuperficie. Pois nestos casos € suficiente

usar uma fungdo teste conveniente de modo que A”(0) < 0.

Exemplo 3.1.1. Seja n = 2, e S a superficie dada pelo catenoide em R?

definido pela parametrizacao

X : Rx[0,2r) =R
X(u,v) = (coshucoswv,coshusinv,u), (3.3)
i.e, da familia descrita por (1.45) no exemplo 1.1.6 tomamos o catenoide obtido
para a = 1.

Considerando uma variacao normal sobre este catenoide a primeira varia¢ao

do funcional da drea € dada por

A0) = [ (Vo' +2K0)iA o< CF(@).
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Consideremos agora o dominio do catenoide entre dois paralelos a distancia
2d > 2. Tomemos a funcdo teste ¢ € C(R? R) tal que

1 se u<d—1
p(u,v) =<¢d—u se uel[d—1,d
0 se u>d,
ou seja, ¢ tem suporte compacto em {u < d} x R. Como ¢ depende somente de
u parau € [d—1,d] e nao depende de v, no momento de calcular os coeficientes
gij somente vamos-nos interessar pelo coeficiente g1 pois os restantes serao

irrelevantes.

Calculando obtemos
g1 = (Xy, X,) = 1 +sinh®*(u) = cosh®(u) e det(g) = cosh®u.

Assim, no intervalo [d — 1, d|

2 1 2 _ 11
- cosh2(u)( b= cosh?(u)’

Além disso, dA(u,v) = cosh?(u)du dv logo:

1 1 27 d 1
—|V¢|2dA = —/ / ——— cosh?(u)du dv = . 3.4
/Rx[0,27r] 2’ | 2 Jo d—1 COSh2(U) ( ) ( )

Finalmente, dado que a curvatura total do catenoide num dominio principal é

—47, ou seja K = —4m com K a curvatura Gaussiana, temos,
Rx[0,27]

. 1
lim —
d—00 Jry[0,27] 2

1 2T
IVo|> + ¢’ KdA = / §\V¢\2dA+dlim/ /¢2KdA
Rx[0,27] - Jo R

2T
= 7T+/ /KdA
0 R

= 7w—4n=-31 <0. (3.5)

Assim, para d suficientemente grande ndo sdo satisfeitas as condicoes de
estabilidade, o que mostra que, uma grande peca do catenoide em R3 ndo é

um minimo local, i.e, nao € estdvel.

No proximo capitulo estudaremos precisamente os dominios de estabilidade

simétricos por rotagao, do catenoide atingindo o caso geral dos catenoides em
RnJrl
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3.2
Critério de estabilidade para folheacoes de uma hipersuperficie minima.

Nem sempre é possivel de maneira simples verificar a estabilidade usando
direitamente o teorema 3.1.1.
Uma maneira de estudar a estabilidade, quando isto acontece, é a partir
do estudo da estabilidade das folhas de uma folheacao dada pelas variagoes
da hipersuperficie como veremos a seguir. Outras formas serao estudadas no
decorrer deste capitulo.
O estudo sera realizado desde uma nocao simplificada do conceito de folheacao,

CcOo1mo apresentamos a seguir.

Definigao 3.2.1 (Folheagao). Seja S variedade diferencidvel de dimensdo n e

seja F 1 S x (—€,¢) — R um mergulho. Logo V't € (—¢,¢€) as aplicagoes
F,: S — R (3.6)

sao mergulhos. O difeomorfismo F é chamado folhea¢ao com folhas F; = F;.

Dizemos que a folheacao € minima se cada uma de suas folhas F; € minima.

t=€, o

- o~

- o~

— — F, R+
t=ol— \S/\‘

- o~

- o~

- T~
t = —€|l—m T

Sx(-€, €)

Figura 3.1: Folheagao da variedade S x (—¢,€).

Segundo a definicao acima é claro que cada uma das folhas é uma

hipersuperficie mergulhada em R"*!.

Lema 3.2.1. Suponhamos que o difeomorfismo F : S x (—e,e) — R
¢ uma folheacao minima. Seja N o normal unitdirio a folheacao, i.e,
VF(p) € F(S x (—€¢€)), N(p) € o normal unitario a folha passando por F(p).

Entao este normal unitdrio satisfaz que

divgn1N(p) =0  Vpe F(S x (—¢¢€)). (3.7)
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Demonstracao.
Dado o mergulho definido por F', e seja Y € T,X (D)

divgn1N(p) = traco(Y — VyN(p))
= Y (Vx,N.X;) + (VyN,N)

= _Z<_inNﬂXi>
= —trago(ai;)

= —nH(p),

com (a;;) a matriz associada ao operador de Weingarten (AX (p) = —=Vx,)N).

Como a folheagao é minima H(p) = 0 Vp, portanto divgn+1N(p) = 0, como

desejado. O]
Exemplo 3.2.1 (Folheagao de um grafico minimo). Seja U C R™ um aberto
e G = (z,u(x)), o grdfico minimo da fun¢ao u(x), com x € U ou seja,
u:UCR"—=R.

Entao uma folheagao por translacao do grdfico € dada por:
X:D=UxRcR" 5 R""

com folhas Xi(x) = (x,u(x) +t), e sequndo o exemplo 1.1.}
nH = dian(L).
1+ |Vul?

Finalmente como o grdfico é minimo resulta que

divan (—— ) _ )

1+ |Vul?

Desta maneira reobtemos a equacao de uma superficie minima de forma da

divergéncia como no teorema 1.1.2.

Teorema 3.2.1. Seja S uma folha de uma folheacao minima. Seja 2 C S

relativamente compacto. Entdao ) é um minimo do funcional da drea.

Demonstragao.

Seja ) C S relativamente compacto e seja € variacio de (t = 0) no instante
t = t;. Seja A dominio de R™! tal que 0A = Q\ Q. Tomemos as aplicagoes
normais de Gauss v, v para {2 e Q respectivamente tal que v é exterior e v é

interior a A como se observa no desenho.
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=)

t=¢€ £\

—
—
—

‘<z\
L

)/I\

Sx(-€, €)

Figura 3.2: Folheacao e Variacao.

Pelo lema anterior divg.+1N(p) = 0, Vp € A. Por outro lado usando o

teorema da divergéncia sobre o conjunto compacto A obtemos

o et N=0 / divgnss Ndz = / (N, vpa)dS = / (N, v)ds _/~<N’ V145,
A oA 2 ¢

com vga 0 normal unitario a fronteira 0A, ou seja,

(N,v)dS = | (N,D)dS. (3.8)
s = |

Usando que v = N|q e que (N,v) < |N||v| = 1:

/dS / V)dS = / dS</dS At). O

Corolario 3.2.1. Qualquer subconjunto compacto de um grdifico minimo em

R™t1 ¢ estritamente estdvel.

Demonstragao.

Seja G = (z,u(r)) € R um grafico minimo dado pela funcao
u:U CR" = R, com U aberto como no exemplo 3.2.1.

Para folheacoes minimas por translagoes de GG temos pelo teorema anterior
que qualquer subconjunto compacto de G é estavel. Ou seja um minimo do
funcional da drea (A(t) > A(0)).

Ora, se existe t € (—e¢,€); ¢ # 0 tal que A(t) = A(0), temos que para dito ¢:

N(Gy) = N(G)

com G; a variagdo compacta do grafico G no instante t ¢ N(Gy), N(G) os
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normais unitdrios a variacao e ao grafico respectivamente. Dai, pela forma do

normal unitario do grafico dado no exemplo 1.1.4 temos
Vu, = Vu em G.

E como a variacao é tomada de forma que a fronteira fique fixada temos que

Ut‘@G = U’BG-

Logo, u; = u em G. Concluimos que Gy = G. Portanto o grafico minimo é

estritamente estavel. O]

Observacao 3.2.1. O coroldrio anterior pode também ser demonstrado

usando o lema 3.5.1.

Como ja tinhamos mencionado no inicio da se¢ao nem sempre é possivel
mostrar de maneira simples se uma hipersuperficie minima é um minimo
do funcional da area. Porém, isto se verifica imediatamente em pequenas

vizinhancas da hipersuperficie.

Teorema 3.2.2. Seja S uma hipersuperficie minima imersa em R™ L, entao
Vo €S existe uma vizinhanca que € um minimo local estrito do funcional da

area.

Demonstracao.
Seja ' : S — R™"! a aplicacao que determina a imersao da hipersuperficie S

em R"*!. Logo para x € S qualquer
dF(x) : sz — TF(I)Rn—H

é injetora. Entao, pelo teorema da funcao implicita existe uma vizinhanca de
x € S que pode ser representada localmente como um grafico. Portanto, pelo
corolario anterior temos que dita vizinhanca é um minimo local estrito do

funcional da 4rea. O]

3.3
Critério de estabilidade por monotonicidade dos autovalores.

O mais relevante a destacar deste critério é o fato de poder garantir
estabilidade estrita num subdominio da hipersuperficie mesmo tendo somente
estabilidade do dominio maior. Mas, por outro lado o argumento exige conhecer
previamente a estabilidade do dominio maior. Assim, esta ferramenta resulta
ser mais util quando se tem alguma conclusao de estabilidade em algum

dominio da hipersuperficie com antecedéncia.
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Lema 3.3.1. Sejam €y e Q4 dois dominios relativamente compactos na
hipersuperficie minima S tais que 2o & Q1. Se o dominio )y for estavel entao

o dominio )y € estritamente estdvel.

Demonstracao.
Sejam (2 e €2; dominios relativamente compactos tais que 2y & €2y entao pelo

corolario 2.3.3 do capitulo 2 temos
Al(L, Qo) > )\1([1, Ql),

com L o operador de Jacobi. Por outro lado como o dominio €2, é estavel pela

proposicao 2.3.1 temos que A;(L, 1) > 0. Assim,
M(L,Q0) > M (L, Q) >0,

ou seja, A\i(L,€) > 0. Portanto, {2y é um dominio estritamente estavel da

hipersuperficie. |

3.4

Critério de estabilidade da existéncia de uma funcao u positiva até a
fronteira do dominio satisfazendo Lu > 0.

Lema 3.4.1. Seja S uma hipersuperficie imersa em R"'. Seja L o operador
de estabilidade definido sobre S como L = —Ag — ]A\2, com Ag o Laplaciano
assoctado e 2 C .S conjunto relativamente compacto com fronteira suave.

Se existe uma funcio u € C>=(Q) N C°(Q) que satisfaz:

Lu>0 em Q
_ (3.9)
u>0 em
entao A\ (L,$2) > 0. Por consequinte §) vai ser estritamente estdvel.
Demonstracao.
Seja u € C>=(Q) N C °(Q) que satisfaz (3.9) .
Definamos w = Agu + |A*u entdo w < 0 em Q. Além disso tomemos
uma fungdo h € CP(Q). Como u > 0 em Q podemos escrever h = u

com ¢ € CF(Q). No que segue omitimos o subindice s do Laplaciano por
comodidade, mas, entende-se que o Laplaciano a tratar é definido sobre a

hipersuperficie.
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Usando a férmula de integracao por partes:

h
/\tho = /hAhw0+ hg dw
Q 1%

= / hAhwy = / buA (Ypu)w

= - / Yu(ulAy + P Au + 2(Vu, Vib))wy
Q

_ / (DPAD + 2u(w — AP 1) + 20t (Va, Voo wy
Q

assim,

/ (|Vh|2 — |A|2 h2) wy = —/(zbuQA@Z) + 2up(Vu, Vb)) Jwog — /(W@DQu)wo
Q Q Q
> —/(wuzAw + 2up(Vu, Vb)) Jw
Q

sendo a ultima desigualdade vélida pois desde que w < 0 e u > 0 temos

/ (w¢2u)w0 < 0. Usando novamente formula de integracao por partes:
Q

Jwesvn = ~ [ @i+ [ S
- — (VT
— — [ un(Tu V) + o T

dai
/(yvm? — AP B?)wy > / u? [Vip|* wy > 0. (3.10)
Q Q
Logo, o dominio 2 é estavel.

Como h € C °(f2) é uma fungao qualquer tomemos, em particular, h como a

funcao que realiza o primeiro autovalor.

e /(|Vh|2 — AP h*)wy = 0 como u > 0 entdo da equacao (3.10) obtemos
0

W [Vipl wy =0 e
Q

/u2|V@/J|2w0:O(:) VY| =0 < ¢ = cte. (3.11)
Q

Como 9 = cte segundo (3.11) e ¢ = 0 em 02 pois ¥ tem suporte compacto em
Qresultaquey =0e ) =0 < h =0. Sendo h a funcao que realiza o primeiro
autovalor ¢é distinta de zero. Portanto, A;(L,€2) > 0 o que é equivalente a dizer

que o dominio € é estritamente estavel. O

Observagao 3.4.1. No lema acima temos usado o operador de Jacobi definido
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na hipersuperficie por ser nosso caso em questao. Contudo deve-se notar que
o mesmo € vdlido em cendrios mais gerais. Basta ter um operador definido
da forma L = —Ag —V com V uma funcdo suave em S. Por exemplo para
variedades riemannianas onde o potencial V' corresponde a |A|2 +§%(N) que

é suave.

Observagao 3.4.2. Note que no lema resulta indispensdvel a condi¢ao de u

ser maior estrita do que zero em €1 pois se:

(i)

Lu=0 em
u>0 em Q (3.12)

u=0 em 0
temos que \(L,Q) = 0. Por exemplo, para o catenoide C' em R3 com
Q = C(-To, o[ x [0,27]) onde Ty é o zero positivo da fungao
e(u) = 1 — utanhu como estudaremos em detalhes no teorema 4.2.1 do

prézimo capitulo, ou como para o catenoide em R™ dado pela parametriza-
cio F definida por (4.32) com Q = F(]—z,2[,S™™") e z o 1inico zero positivo
da funcao positiva usada como teste como estudaremos na proposi¢ao 4.3.6 do
prozimo capitulo.
(1)
Lu>0 em Q
u>0 em Q

temos que Ai(L,€2) > 0 como veremos explicitamente ao estabelecer os domi-

(3.13)

nios de estabilidade no teorema e proposicao antes citados do proximo capitulo.

3.5

Critério de estabilidade de Barbosa Do Carmo.

Teorema 3.5.1 (Teorema de Estabilidade de Barbosa Do Carmo). Seja
f S — R? imersao minima e Q C S um dominio relativamente compacto
com fronteira suave. Se a imagem g(2), sendo g a aplicagdo normal de Gauss

definida sobre S, tem drea menor do que 2w entao ) € estritamente estdvel.

Demonstragao.
Se o dominio for um plano podemos concluir que é estritamente estavel, pois, no
caso de um plano a curvatura Gaussiana é nula. Assim, a equacao de segunda

variacao do funcional da area (2.23) se reduz a

A"(0) = /Q V56 |2dA. (3.14)

Portanto, como ¢ é escolhida com suporte compacto no dominio, A”(0) > 0.

Logo, pela defini¢ao de estabilidade, o plano é dito estritamente estavel.
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Suponhamos, entao, que o dominio nao é um plano nem é um subconjunto
dele. Se provarmos a existéncia de uma funcao u € C () N C °(Q) com u
positiva em Q tal que u assim definida satisfaz —Agu + 2Ku > 0 terfamos
AM(—A + 2K,Q) > 0 pelo lema 3.4.1. Desta maneira concluiriamos sobre a
estabilidade estrita.

Demonstremos a existéncia de dita fungao: Seja Q* = g(Q) C S%.

Afirmagao: g é conforme (preserva angulos nao orientados).

De fato, seja g : Q C S — S*e flg: Q C S — R? a restricao da imersao de
S em R? ao dominio €. Seja x € Q e vy,vy € T,,S. Como A : T,S — T,S e
dg(p)w = —Aw, Yw € TS temos

{dg(v1), dg(vz)) = (A(v1), A(va)) = I(A(v1), A(vs))

com A o operador de Weingarten e I(A(v;), A(vs)) a primeira forma funda-

mental em A(v;) e A(vy). Ora, sabemos que dito operador satisfaz a equacao
A2 —2HA+ KE =0,

ou seja, A é raiz do polinoémio caracteristico (1.31).
Por outro lado como S é minima temos que H = 0 e K = —A? # 0. Dai, a

equacao acima se reduz a
A =A’FE com A#0

i.e a aplicagdo normal de Gauss é conforme em Q \ {K = 0}.
Entao, 2* C S? é um conjunto aberto com fronteira suave por partes com area
A(Q*) < 2m. Consideremos agora o dominio Q com fronteira suave por partes

tal que (%) C Q e com érea A(Q) < 27. Dai, pelo coroldrio 2.3.4 temos

>\1<AS2, Q) > 2.

Seja v a autofuncao nao trivial de classe C™ associada a A\ (Age, ﬁ) Segundo
o lema 2.3.2 podemos supor v > 0 no interior de Q. Entao, para o Laplaciano
esférico Agz, temos

As2v 420 < Ag2v + M (Ag2, Qv =0 em Q e v>0 em Q, (3.15)

com a igualdade vélida pelo fato que v é autofuncao nao trivial associada ao

autovalor A;(Agz, 2). Em particular,

Agv+20 <0 em () e v>0 em (Q¥). (3.16)
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No conjunto €y = Q — {K =0} a aplicacdo normal de Gauss é um difeo-

morfismo local, entao, podemos considerar a métrica induzida pelo pull-back:

dsi = g*ds2. (3.17)
Logo, para o Laplaciano A, associado a ds3 ¢ satisfeita a seguinte relagao:

AQ(U o g) = ASTU. (318)

Definindo u :=vog: Q — R e usando (3.16) podemos comprovar que u > 0

em () e satisfaz a seguinte relacao:
Agu+2u <0 em S (3.19)
Além disso, como g é conforme temos:
ds; = g*dsz. = —Kds* e Ay= —%AS, (3.20)

com ds? a métrica em S e a ultima igualdade vélida desde que a superficie
¢ minima. Pois como vimos, neste caso o fator conforme da métrica A tem a
propriedade de que A2 = —K com K < 0, pois estamos excluindo o caso em

que K = 0. Logo,
Agu —2Ku = —K(Aqu + 2u), (3.21)

assim, u satisfaz a seguinte desigualdade:
Agu —2Ku <0 em . (3.22)

Ora, os zeros da curvatura Gaussiana para uma superficie minima nao plana

sao isolados, entao, por continuidade
Agu —2Ku <0 em (3.23)

o que resulta equivalente a —Agu+2Ku > 0 em €2 e por constru¢ao v > 0 em

Q. Logo, usando o lema 3.4.1 concluimos a demonstracao. [

Corolario 3.5.1. Seja Q) um dominio reqular relativamente compacto numa

KdA
Q

superficie minima de R®. Se < 27 entao ) € estritamente estavel.

Demonstracao.
Sabemos que a aplicagao normal de Gauss de uma superficie minima nao plana
tem uma orientacao que inverte o difeomorfismo local exceto nos zeros isolados

da curvatura Gaussiana. Dai que:

A(g(Q)) = / N dAg: < /Q g (dAs:) (3.24)
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com dAs2 o elemento de drea em S%. Ora, o pullback da aplicacao normal de

Gauss do elemento de area na esfera é tal que dados vy, v9 € T, para x € €)

gdds = dA(dg(n), dg(vy)
= det(dg(v1),dg(v2), 9)
= det(dg) det(vy,va, g)
= —det(A)det(vy,v9,9)
= —KdA

com dA o elemento de drea sobre o dominio 2 da superficie. O que implica

que:

A(g(Q)) = / N dAg: < /Q _KdA =

Entao, pelo teorema de estabilidade de Barbosa-Do Carmo estudado anterior-

/KdA‘ < 2. (3.25)
Q

mente ) é estritamente estével. O]

Observacao 3.5.1. E importante notar que para aplicacoes de Gauss injeti-
vas, como € o caso do catenoide, dominios estdveis estao associados a aqueles

que tem curvatura total absoluta menor do que 2m.

3.6

Critério de estabilidade segundo os campos de Jacobi em uma hipersu-
perficie minima.

Definigao 3.6.1 (Campo de Jacobi). Seja Q C S relativamente compacto
com L o operador de Jacobi definido em ). Seja u uma funcdao suave em €
e continua até a fronteira tal que Lu = 0 em ). Dizemos que w com tais

propriedades € um campo de Jacobi em §2.

Pela linearidade do operador eliptico L obtemos diretamente a seguinte

propriedade para os campos de Jacobi.

Proposicao 3.6.1. Seja S uma hipersuperficie imersa em R"*' com L o
operador de Jacobi definido na mesma. Sejam uw e v dois campos de Jacobi
em S, entao, dados o, € R tem-se que au + [fv é também um campo de
Jacobi. Ou seja, as combinacoes lineares de campos de Jacobi sao campos de

Jacobi.
Estudemos dois casos particulares de campos de Jacobi.

Proposigao 3.6.2. Seja F; : S — R"™ wuma familia a um parametro de

. ~ s . . . . t .
mersoes minimas com campo vetorial variacional Y = —— e normal unitdria

Ny. Entao para cada t € (—¢,€), (Y, Ny) € um campo de Jacobi em S o qual

recebe o nome de campo de variacao de Jacobi .
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Demonstracao.

Seja x € ) um ponto qualquer e
F:8Sx(—ee)— R

a aplicacao definida por:

F(z,t) = Fy(x).
Seja o campo vetorial variacional Y = = com N; o normal unitario da
familia no ponto x. Ou seja, a familia a um parametro de imersdes minimas
orientadas esta dada pela variagao de uma imersao minima, a correspondente
ao valor t =ty e cada membro da familia pode ser entendido como uma folha
particular.

Definamos a funcao

f:Sx(—e6) > R

t (3.26)
Flot) = (S8 Vo))

Fixando t € (—¢,¢€), tomemos u(x) = f(z,t). Observemos que até o momento
estamos a seguir a metodologia introdutéria do processo do calculo da segunda
variacao da area do capitulo 2 com u ao invés de F;. Seguindo este procedimento
e aproveitando os resultados obtidos naquele momento, em particular a equacao

(2.24) da observagao 2.1.6, temos que u satisfaz a equacao:

E como, os membros da familia sdo minimos, para cada um deles H(x) = 0.

Assim, no ponto x u satisfaz a seguinte igualdade

Agu + |A*u =0,

i.e,
Lu=0 em .
Como o ponto x foi escolhido arbitrariamente Lu = 0 para cada um dos
oF,
membros da familia. Portanto (Y (z), N;(z)) = (a—tt, N(p)) é um campo de
Jacobi. 0

Exemplo 3.6.1. Seja a variagdo de uma hipersuperficie

F:R"™ xR —R"!
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dada por
F(.?fl,...,l'n+1,t) — (331,...,517n+1 +t>

que representa uma uma familia a 1-parametro de isometrias de R"*'. Entao
para qualquer hipersuperficie compacta S C R q drea é constante.

Neste caso o campo vetorial variacional resulta Fy = (0,...,1). Se S for
minima a componente normal do campo vetorial variacional, i.e, (N, (0,...,1))
é um campo de Jacobi. Em particular, se S for um grdfico minimo, com N dado
por (1.13) (exemplo 1.1.4)

1
2.
\/ 1 + |VRnU,|

Logo (N, (0,...,1)) é um campo de Jacobi positivo.

(N,(0,...,1)) =

Exemplo 3.6.2. Dada a familia de catenoides no R® como no exemplo 1.1.6,

i.e,

Co: R x [0,27] — R?

(3.27)
(u,v) > (acoshucosv,acoshusinv, au)
com a > 0. O operador de Jacobi é dado por
1 0? 0? 2
L= (3.28)

— + e
a cosh? (u) (3u2 ov?’ a2 cosh*(u)
e o normal unitdario resulta

1
coshu

N = (— cosv, —sinv, sinh u).

Por outro lado temos que

oC, :
e (coshu cosv, coshusinv, u)
a
entao,
ocC, CoS v sinv . sinh u
(—,N) = —coshucosv - sinwv coshu + u
da coshu  coshu coshu

9 . 9 sinh u
= —(cos”v +sin“v —

= —(1—wutanhu)

)

coshu
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e
0C, 1 0? 2(—(1 — utanhu))
I da’ Ny = _acosh2(u) %(_(1 ~ utanhu)) - a2 cosh* (u)
~ (—2(utanhu —1))sech’u  2(—(1 — utanhu))
T a cosh®(u) B a2 cosh” (u)
_ (2(utanhu —1))  2(1 —utanhu)
- a cosh*(u) a2 cosh*(u)
=0

Dai, a fun¢do e(u) = 1 —utanhwu € um campo de variagao de Jacobi da familia
de catenoides.

Note que a funcgao e(u) possui um zero positivo zy e um zero negativo —zp,
além disso, e(u) > 0 em (—zp, 29). Portanto e(u) = 1 — utanhu é um campo

de Jacobi positivo em (—z, 29).

Outro campo de Jacobi bem particular é o chamado campo Killing de

Jacobi.

Definicao 3.6.2 (Campo Killing.). Seja @ C S relativamente compacto.
Dizemos que um campo vetorial I € X () € um campo de tipo Killing se
VXY € X(Q) € satisfeita a equagio de Killing

(VxK,Y) + (X, VyK) = 0. (3.29)

Outras definigbes equivalentes sao oferecidas no capitulo 3 de [13].
Uma propriedade importante dos campos de Killing é que o fluxo de K age

por isometrias locais (veja capitulo 2 de [21]).

Proposigao 3.6.3. Seja f : S — R™™ uma imersao minima da hipersuperficie
S e seja IC um campo de tipo Killing em Q) C S relativamente compacto, entao

(KK, N) com N o normal unitdrio a imersao é um campo de Jacobi em SQ.

Demonstracao.

Seguiremos a deducao dada para o campo de variagao de Jacobi usando
u = (K,N) na equacio Agu + |[A]>u = nZe Como a geometria da hiper-
superficie ndo muda fazendo isometrias do ambiente tem-se que H(p) =0 Vp,
logo Agu + |A|*u = 0. Ou seja,

Lu= L{K,N) =0. 0

Observacao 3.6.1. Observemos que as proposi¢coes 3.6.2 e 3.6.3 continuam
sendo vdlidas em caso de imersoes de curvatura média constante, pois, o que €

preciso em cada um dos casos para mostrar que ambos (Y (p), Ni(p)) e (IC, N)
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sao campos de Jacobi € que — = 0 que € satisfeita para imersoes com

ot

curvatura média constante em geral, nao necessariamente nula.

Exemplo 3.6.3. Dado o catenoide no R? da familia definida em 1.1.6 para

a=1, ie,

C:Rx[0,27] — R

(3.30)
(u,v) > (coshucosv,coshusinv,u)
com operador de Jacobi dado por
1 0? 0? 2
L=————(5+5)—— 3.31
cosh?(u) (3u2 (%2) cosh? (u) (3:31)
e normal unitdrio
N 1 ( . inhu)
= — cosv, — sinw, sinh u).
coshu ’ ’
Afirmamos que o campo K = EP ¢ um campo de tipo Killing.
z
0 0
De fato, sejam X,Y € X(C) com X = . eY = e Usando propriedades das
x Y

conexoes, que o colchete entre dois campos € nulo e o fato da parametriza¢ao

do catenoide ser conforme, obtemos,

0 0 g, 0 0
(Vxe V)4 (X, Fy o) = = (= =) =), (332)
L . . 0 0
ou seja, € satisfeita a equagao de Killing (3.29) para K = 5 Portanto K = g

¢ um campo de tipo Killing e por consequinte sequndo a proposicao 3.6.3

1
<%,N> = <%,m(— cos v, — sinv, sinh u))
= tanhu

¢ um campo de Jacobi de tipo Killing do catenoide.

Com isto podemos enunciar um critério de estabilidade baseado na

existéncia de um campo de Jacobi positivo.

Lema 3.6.1. Sejam 2 C S relativamente compacto e L operador de estabili-
dade definido em Q. Se existe u € C>(Q) N C°(Q) e que satisfaz as sequintes

propriedades

Lu=0 em €
(3.33)

u>0 em £
entao ) € estdvel. Em outras palavras, se existe um campo de Jacobi positivo

em ) temos que §) € estdvel.
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Demonstracao.
Seja u > 0 em € e tal que Lu = 0 em (). Definamos a funcao w = logu e
calculemos Lw.

Substituindo diretamente temos,
w=—Agw— |A* w. (3.34)
Ora, Lu =0= Agu = — |A|2u, assim,
Asw = Aglogu
1 1
= —= IVu|* + = Agu
u u
= —|Vu|* - |A]. (3.35)
Seja f € C°(Q) multiplicando (3.35) por f? obtemos
Aswf? = —|[Vul* f2 — |A]" f? (3.36)

Integrando (3.36) de ambos lados de esta igualdade obtemos:

- 148 Pan— [ 1Vl fan= [ Asufen (3:37)

Integrando por partes o termo & direita dado que f = 0 em 0f2 resulta

/Q Agwfiwy = / YV (f2)w / Vw2fV(f)wy = —2 / FYwV(f
(3. 38)

assim, substituindo em (3.37)

- [1A7 Pan— [ 1Vl o =2 [ V0V (P (30

Aplicando desigualdade de Schwarz e desigualdade da média geométrica e

média aritmética temos

12 |Vw)? + [V £

21fIVuVf <2|f|[Vul| [Vf] <2 5 = IVl + [V,
(3.40)
/|A| 2 —/|Vw| Fou > /|Vw| Fu0 /IVfI . (3.41)
Consequentemente
JA9F2 =147 0 > 0 (3.42)

Como f foi escolhida como uma funcao arbitraria em C3°(€2) temos que:

/ (VS = AP e >0 Vf € C=(9) (3.43)
Q
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portanto, ) é estavel. O

A partir de este critério podemos concluir:

(i) De uma outra maneira que o grafico minimo ¢ estritamente estavel.
Corolario 3.6.1. O grdfico minimo € estritamente estdvel.

Demonstragao.

Com efeito, segundo o exemplo 3.6.1 para A aberto com S = {(z, f(z));x € A}

sendo um gréfico minimo sobre A, temos que e(u) = é um

\/ ]. + ’an+1U‘

campo de Jacobi positivo em S. Por outro lado para Q@ & Q' C A, com
L(e(u)) =0 em € temos A\ (L, Q') > 0, ou seja, ' é estavel. Logo, pelo lema
3.3.1 € é estritamente estavel. Como €2 é qualquer relativamente compacto do
grafico obtemos que o gréafico é estritamente estavel. m
(ii) A estabilidade em um dominio simétrico do catenoide e a estabilidade do
semicatenoide usando os resultados dos exemplos 3.6.2 e 3.6.3 respectivamente
o que sera discutido a rigor no préximo capitulo.

(iii) O Teorema de Bernstein:

9
0z

em (), e S grdfico inteiro minimo com ) C S relativamente compacto, entao,

Teorema 3.6.1 (Teorema de Bernstein). Seja u = (=, N) campo de Jacobi

Q € estritamente estavel. Logo, aplicando o teorema de Do Carmo-Peng em
[14] S € um plano.

Observacao 3.6.2. Note que nao temos estabelecido condicoes de fronteira
para u. Quando u > 0 em Q obtemos um caso particular do lema 3.4.1. Nesse

caso podemos afirmar que §2 € estritamente estdvel.

3.7
Teorema de Fischer-Colbrie-Schoen.

Para hipersuperficies minimas completas nao compactas temos também
uma caraterizacao de estabilidade a partir do primeiro autovalor. Assumamos

que a fronteira é regular a menos que seja vazia.

Teorema 3.7.1 (Teorema de Fischer-Colbrie e Schoen). Seja S uma hiper-
superficie minima completa nao compacta, entdo, as sequintes afirmagoes sao

equivalentes.
(i) M(L,Q) >0, YQ CS dominio limitado.
(ii) M\ (L,Q) >0, VYQ C S dominio limitado.

(i11) Existe uma fungdo positiva u em S com Lu = 0.
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O teorema de acima, grosso modo, garante que para hipersuperficies
completas nao compactas a existéncia de um campo de Jacobi se conclui da
estabilidade estrita da hipersuperficie e vice-versa, assim como a positividade
do primeiro autovalor.

Demonstracao.

=1

Esta implicacao é dada pelo corolério 2.3.3.

1 = 1 6bvia.

1 = 111

Esta implicacao é a menos trivial pois ao trabalhar com o operador L preci-
samos do uso de propriedades do mesmo como operador eliptico. Neste caso
como veremos a seguir, L é estritamente eliptico o que oferece algumas vanta-
gens com respeito as propriedades que possui.

As propriedades de operador estritamente eliptico a serem usadas serao expli-
citadas no apéndice.

Fixemos p € €2, e para todo r > 0 definamos a bola:
B, :={q € Q;distq(p,q) <r} (3.44)

com distqo(p, q) distancia entre os pontos p e ¢ em €2, que estd bem definida
por ser 2 um dominio, ou seja, aberto e conexo.
Como A\ (L, B,) > 0 pela hipétese em (i7) e o fato de A, ser o menor autovalor
do operador de estabilidade L podemos afirmar que todos os autovalores do
operador sao positivos.
Por outro lado como L = —Ag — |A|”> o operador ¢ estritamente eliptico e o
problema

Lu=0 em B,

u=0 em 0B,
tem apenas a solugao trivial. Assim, pelo teorema 6.15 em [16] (veja apéndice),

existe uma tnica funcao v, tal que, dada |A|* € C** (pois |A]> € C™), tem

se
Lv, = —|A” em B,

v, =0 em O0B,.
Tomando u, = v, + 1 resulta

Lu, =0 em B,
u =1 em 0B,.

Provemos entao que u, > 0 em B,.
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Suponhamos, por absurdo que isto nao acontece. Ou seja, que existe compo-

nente conexa {2 nao vazia do aberto
{z € By;u.(z) <0}.

Por construcao u, < 0 em € e u, = 0 em 0€2. Logo, u, ndo muda de sinal e
por conseguinte A\ (L, ) = 0. O que é absurdo pois temos suposto o primeiro
autovalor estritamente positivo, entao u, > 0 em B,.

Afirmamos que u, > 0 em B,.

De fato, suponhamos que existe xy € B, tal que u,(zq) = 0, usando a
desigualdade de Harnack, temos que

sup u, < C’i}gf u, =0, (3.45)

r
dai, v, = 0 em B,, mas, u, é continua até a fronteira e u, = 1 em 0B,.
Portanto, podemos concluir que u, > 0 em B,.

Definamos, para todo r, uma fungao positiva w, a partir da conhecida u, > 0

como
Uy
w, =
ur(p)
Observemos que w,(p) =1 e
T L T
Lw, = L( “ ) = <u>:0 em B,.
ur(p)” ur(p)

Seja K um compacto qualquer tal que K C B,,. Aplicando novamente a

desigualdade de Harnack, temos para todo r > 2r

supw, < supw, < Ck }an w, < Ck. (3.46)
K 0 70
Dai, como Lw, = 0 em B,, com L estritamente eliptico e coeficientes

limitados podemos aplicar as estimativas de Schauder para o interior (veja

teoremas 6.6 em [16] ou apéndice) obtendo
|wr’c§<ﬂ“ <C (‘wr|0(}<> < Ck-

Em resumo, se K C B,, temos estimado uniformemente a partir das estimati-
vas Ciga a w, para todo r > 2rg.

Entao, usando o fato que C?}O‘ — C%gﬁ , B < « com inclusao completamente
continua, temos pelo teorema de Arsela-Ascoli, tomando uma subsequencia se
for necessario, que

w, —> W
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uniformemente em compactos de C*# com 3 < « e por conseguinte em de

C 2%, Assim, temos que w satisfaz as seguintes relacoes:

Lw =0 em ()
w(p)=1>0
w >0 em ().
Por dltimo se supomos que existe um zp tal que w(xy) = 0. Usando a

desigualdade de Harnack como no inicio obtemos VBy, C €2 que
supwgigfw:0:>w50 em B,. (3.47)
B -

Como resulta valido para VB, C € com r > 0 temos que w = 0 em {2 o que

é um absurdo pois w(p) = 1 > 0. Portanto para w € Q que satisfaz Lw = 0

em €2 tem-se que w > 0. Concluimos que w é um campo de Jacobi positivo em

Q. ]
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