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Índice Remissivo
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A
Apêndice

A.1
Teoremas de convergência

Os resultados a seguir foram tomados do caṕıtulo 3 de [7].

Definição A.1.1 (Convergência Fraca). Seja E um espaço de Banach e xn

sequência definida em E. Se xn converge na topologia fraca σ(E,E∗) a x

dizemos que xn converge fracamente a x em σ(E,E∗) e denotamos por

xn ⇀ x. (A.1)

Teorema A.1.1. (Proposição 3.7 em [7]) Seja E um espaço de Banach e xn

sequência definida em E. Então:

(i) xn ⇀ x em σ(E,E∗) se e somente se 〈f, xn〉 → 〈f, x〉,∀f ∈ E∗.
(ii) Se xn → x no sentido forte então xn ⇀ x no sentido fraco em σ(E,E∗).

(iii) Se xn ⇀ x no sentido fraco em σ(E,E∗) então {‖xn‖} é limitada e

‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖.
(iv) Se xn ⇀ x no sentido fraco em σ(E,E∗) e se fn → f no sentido forte em

E∗ então 〈fn, xn〉 → 〈f, x〉.

Teorema A.1.2. (Teorema 3.18 em [7]) Seja E um espaço de Banach reflexivo

e seja {xn} uma sequência limitada em E. Então existe uma subsequência

{xnk} que converge na topologia fraca σ(E,E∗), i.e,

xnk ⇀ x. (A.2)

A.2
Espaços de Sobolev

Os resultados a seguir foram tomados do caṕıtulo 9 em [7].

Seja Ω ⊂ Rn domı́nio e p ∈ R tal que 1 ≤ p ≤ ∞.

Definição A.2.1 (Espaço de Sobolev). O espaço de Sobolev W 1,p é definido

por
W 1,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω); Du ∈ Lp(Ω)} . (A.3)

Observação A.2.1.
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Apêndice A. Apêndice 131

(i) O espaço W 1,p(Ω) é claramente linear.

(ii) O espaço W 1,p(Ω) é um espaço de Banach.

(iii) No espaço W 1,p(Ω) o conceito de continuamente diferenciável é substi-

túıdo pelo conceito de diferenciabilidade fraca e o conceito de Hölder

continuidade pelo de p−integrabilidade.

(iv) O espaço W 1,p(Ω) é um espaço normado com a norma associada:

‖u‖W 1,p = ‖u‖Lp +
n∑
i=1

∥∥∥∥ ∂u∂xi
∥∥∥∥
Lp
. (A.4)

(v) O espaço W 1,p(Ω) é um espaço reflexivo para 1 < p < ∞ e separável

para 1 ≤ p <∞.

(vi) Se u ∈ C 1(Ω)∩Lp(Ω) e se
∂u

∂xi
∈ Lp(Ω), ∀i = 1, . . . , n então u ∈ W 1,p(Ω).

Para o caso especial em que p = 2 tem-se que

W 1,2(Ω) = H1(Ω), (A.5)

com H1(Ω) o espaço de Hilbert definido em Ω.

Teorema A.2.1 (Teorema de Densidade). (Corolário 9.8 em [7]) Seja Ω

domı́nio de classe C1 e seja u ∈ W 1,p(Ω) com 1 ≤ p < ∞. Então existe uma

sequência un de C∞c (Rn) tal que: un|Ω → u em W 1,p(Ω). Em outras palavras,

as restrições a Ω das funções em C∞c (Rn) formam um subespaço denso de

W 1,p(Ω).

Definição A.2.2 (Espaço W̊ 1,p(Ω)). Seja Ω domı́nio limitado e 1 ≤ p <∞ o

espaço W̊ 1,p(Ω) representa o fecho do conjunto das funções C1
c(Ω) em W 1,p(Ω).

Segundo esta definição temos que:

W̊ 1,2(Ω) = H̊1(Ω). (A.6)

Teorema A.2.2 (Segundo Teorema de Densidade). O espaço C∞c (Ω) é denso

no espaço W̊ 1,p(Ω).

Observação A.2.2.

(i) Segundo este teorema podemos concluir que na definição do espaço

W̊ 1,p(Ω) é equivalente usar C∞
c (Ω) ao invés de C 1

c(Ω).

(ii) Este teorema foi usado implicitamente na forma do primeiro autovalor.

Lema A.2.1. ( Lema 9.5 em [7]) Seja Ω domı́nio limitado e u ∈ W 1,p(Ω)

com 1 ≤ p < ∞. Se o suporte de u é um subconjunto compacto de Ω então

u ∈ W̊ 1,p(Ω).
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A.2.1
Teorema de Rellich-Kondrakov

Teorema A.2.3 (Teorema de Rellich-Kondrakov). Seja (M, g) uma variedade

Riemanniana compacta de dimensão n e sejam p, q ≥ 1 dois números reais.

Então:

(i) Se q < n e p <
nq

n− q
, a inclusão de Hq

1(M) em Lp(M) é compacta.

(ii) Se q > n a inclusão de Hq
1(M) em Cα(M) é compacta para todo α ∈ ]0, 1[

tal que (1− α)q > n. Em particular, a inclusão de Hq
1(M) em C0(M) é

compacta.

Observação A.2.3. No material temos usado somente o item (i) deste

resultado.

Uma prova rigorosa do teorema pode ser consultada no caṕıtulo 5 seção 5 de

[19].

A.3
Fórmula da co-área

A fórmula da co-área representa uma generalização do Teorema de Fubini,

a forma em que temos usado a mesma é dada pelo teorema a seguir o qual pode

ser consultado no caṕıtulo IV.2 de [8].

Teorema A.3.1. Seja Ω domı́nio relativamente compacto em M variedade

Riemanniana e seja f : Ω→ R uma função em C0(Ω) ∩C∞(Ω) tal que f = 0

em ∂Ω. Para qualquer valor regular t de |f |, temos que

Γ(t) = |f |−1(t), A(t) = A(Γ(t)), (A.7)

com dAt a forma de volume (n− 1)−dimensional em Γ(t). Então,

dV |Γ(t) =
dAtdt

|∇f |
(A.8)

e para toda φ ∈ L1(Ω) tem-se que∫
Ω

φ|∇f |dV =

∫ ∞
0

dt

∫
Γ(t)

φdAt (A.9)

com V o volume de Ω.
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A.4
Teoria dos operadores eĺıpticos

Os resultados apresentados nesta seção e que foram usados no desenvol-

vimento do texto foram tomados de [16] caṕıtulos 3,6 e 8.

As provas dos mesmos podem ser consultadas na referência citada.

Considerações Iniciais

Suponhamos Ω domı́nio limitado em Rn. Consideremos o operador L definido

em Ω
L = −

n∑
i,j=1

aij(x)∂ij −
n∑
i=1

bi(x)∂i − c(x) (A.10)

para u ∈ C 2(Ω) ∩ C (Ω). Assumamos que aij, bi e c são cont́ınuos então

limitados em Ω e L uniformemente eĺıptico em Ω no seguinte sentido:

n∑
i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ λ |ξ|2 ∀x ∈ Ω, ∀ξ ∈ Rn, (A.11)

ou equivalentemente se a matriz (aij(x)) é definida uniformemente positiva em

x para alguma constante positiva λ.

Observação A.4.1. No caso de um operador autoadjunto com respeito a

L2(Ω), como nosso caso em questão, o operador adquire a forma particular

L = −
n∑

i,j=1

aij(x)∂ij − c(x). (A.12)

A.4.1
Prinćıpio do Máximo

Teorema A.4.1 (Prinćıpio do Máximo (caṕıtulo 3 [16])). Seja Ω domı́nio

limitado e
L = −

n∑
i,j=1

aij(x)∂ij −
n∑
i=1

bi(x)∂i − c(x). (A.13)

um operador linear uniformemente eĺıptico com coeficientes limitados. Se

c(x) ≥ 0 em Ω então ∀u ∈ C2(Ω)∩ ∈ C(Ω) tal queLu ≥ 0 em Ω

u ≥ 0 em ∂Ω

u ≥ 0 em Ω. Neste caso dizemos que L satisfaz o prinćıpio do máximo.
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Apêndice A. Apêndice 134

A.4.2
Desigualdade de Harnack

Teorema A.4.2 (Desigualdade de Harnack (Teorema 8.20 de [16])). Seja o

operador L, como em (A.10) e seja u ∈ W 1,2(Ω) que satisfaz que:Lu = 0 em Ω

u ≥ 0 em Ω

Então ∀B4R(x) ⊂ Ω tem-se a seguinte desigualdade

sup
BR(x)

u ≤ C inf
BR(x)

u (A.14)

com C constante.

A.4.3
Estimativa global de Schauder

Teorema A.4.3. (Teorema 6.6 de [16]) Seja Ω domı́nio C2,α em Rn e seja

u ∈ C2,α(Ω) solução de Lu = f em Ω onde f ∈ Cα(Ω) e L é definido como

no ińıcio tal que os coeficientes também satisfazem a seguinte propriedade

|aij|C0,α,Ω , |bi|C0,α,Ω , |c|C0,α,Ω ≤ Λ. (A.15)

Seja ϕ(x) ∈ C2,α(Ω) e suponhamos que u = ϕ em ∂Ω. Então,

‖u‖C2,α,Ω ≤ C(‖u‖C0,Ω + ‖ϕ‖C2,α,Ω + ‖f‖C0,α,Ω) (A.16)

com C = C(n, α, λ,Λ,Ω).

A.4.4
Existência de solução não trivial para os problemas homogêneo e não
homogêneo

Teorema A.4.4. (Teorema 6.15 de [16]) Seja o operador estritamente eĺıptico

L = −
n∑

i,j=1

aij(x)∂ij −
n∑
i=1

bi(x)∂i − c(x) (A.17)

com coeficientes em Cα(Ω) com Ω domı́nio C2,α(Ω). Então é satisfeita uma

das seguintes afirmações:

(i) O problema homogêneo Lu = 0 em Ω

u = 0 em ∂Ω
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possui somente a solução trivial. Neste caso a solução do problema não

homogêneo Lu = f em Ω

u = ϕ em ∂Ω

possui uma única solução u ∈ Cα(Ω), ∀f ∈ C2,α(Ω), ϕ ∈ C2,α(Ω).

(ii) O problema homogêneo possui soluções não triviais as quais constituem

um subespaço finito dimensional de C2,α(Ω).

A.5
Equações fundamentais numa imersão: Equações de Gauss e Codazzi

Esta seção do apêndice foi elaborada com mais detalhes visto que estes

resultados tem uma maior incidência no trabalho desenvolvido.

Dada a imersão isométrica Sn ↪→ Rn+1 da superf́ıcie S de dimensão n em Rn+1

definimos

X (S) = {campos de vetores tangentes em S}

então ∀p ∈ S temos a decomposição do espaço tangente dada por

TpS = TpS ⊕ (TpS)⊥. Com isto dados X, Y ∈ X (S) obtemos a equação de

Gauss a seguir que representa a decomposição da conexão em sua parte tan-

gente e sua parte normal

∇YX = (∇YX)T + (∇YX)⊥ (A.18)

Mais precisamente, notando que ∇ representa a conexão do ambiente Rn+1 e

∇YX a conexão na hipersuperf́ıcie.

∇YX = ∇YX +B(X, Y )N com B(X, Y )N = IIp(X, Y ). (A.19)

E tomando x = (x1, . . . , xn) coordenadas locais num ponto x ∈ S e o referencial

local adaptado {X1, . . . , Xn} a equação se escreve como

∂2

∂Xi∂Xk

= ∇XkXi = ∇XkXi + bikN

com bikN = 〈∇XkXi, N〉N .

A partir destas equações obtemos as equações fundamentais numa imersão

isométrica ou equações de compatibilidade: as equações de curvatura de Gauss

e as equações de Codazzi Mainardi.

(i) Equações de curvatura de Gauss

Estas equações correspondem à parte tangente do tensor de curvatura

que em Rn+1 é nulo ( veja [13]).
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∇Y∇XZ −∇X∇YZ +∇[X,Y ]Z = 0 (A.20)

com [X, Y ] o colchete entre os campos X e Y .

Tomando coordenadas locais de S e o referencial local adaptado e

notando que o colchete entre dois campos do referencial se anula, a

equação se escreve como

∇Xj∇XiXik −∇Xi∇XjXjk = 0

E como a conexão pode ser escrita a partir dos śımbolos de Christofell

Γlik como ∇XiXik =
∑

l Γ
l
ikXl, esta equação pode ser vista também a

partir destes śımbolos.

(ii) Equações de Codazzi Mainardi

Estas equações correspondem à parte normal do tensor de curvatura.

∇XAY −∇YAX = A [X, Y ] (A.21)

com A representando o operador de Weingarten.

Tomando novamente coordenadas locais e o referencial local adaptado

e segundo as observações feitas acima é também posśıvel escrever estas

equações localmente.

Em resumo tomando x = (x1, . . . , xn) coordenadas locais de S e o referencial

local adaptado {X1, . . . , Xn} notando que o colchete entre dois campos do

referencial se anula e usando os śımbolos de Christofell as Equações de

curvatura de Gauss e Codazzi Mainardi se expressam respetivamente como:


∑
l

(ΓlijΓ
m
jl − ΓljkΓ

m
il ) +

∂

∂xj
Γmik −

∂

∂xi
Γmjk =

∑
l

gml(bikbjl − bjkbil)

∂bik
∂xj
− ∂bij
∂xk

=
∑
l

(bklΓ
l
ij − bljΓlik)

(A.22)

A.5.1
Operador de Laplace Beltrami

O operador de Laplace usual tem varias generalizações de forma que

possa ser mais amplamente usado, mas, como no caso usual é definido a partir

do operador gradiente que em este caso também vai ser descrito de modo

mais geral do que no espaço euclideano pois estaremos estudando ele sobre a

hipersuperf́ıcie.

Definição A.5.1 (Gradiente sobre a hipersuperf́ıcie S). Seja f ∈ C∞ e p ∈ S,

∀v ∈ TpS o gradiente de f sobre a hipersuperf́ıcie S de dimensão n imersa em
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Rn+1 representa o campo vetorial tangente à hipersuperf́ıcie no ponto p e se

define como
〈∇Sf(p), v〉 = vf(p) = df(p)v. (A.23)

Tomando x = (x1, . . . , xn) coordenadas locais numa vizinhança de um

ponto p e um referencial local adaptado X1, . . . , Xn obtemos

∇Sf(p) =
n∑

i,j=1

gij
∂f

∂xj
Xi =

n∑
i,j=1

gij
∂f

∂xj

∂

∂xi
. (A.24)

Logo |∇Sf |2 =
n∑

i,j=1

gij
∂f

∂xi

∂f

∂xj
.

Note que a diferença do laplaciano usual tem aparecido o termo gij que

representa a componente ij−ésima da matriz inversa dos coeficientes da

métrica (gij), isto se deve ao fato de que, como já t́ınhamos antes mencionado,

a métrica euclideana em Rn+1 induz uma métrica não propriamente euclideana

na hipersuperf́ıcie S imersa em Rn+1.

O Laplaciano é definido de modo geral como a divergência do vetor gradiente,

por isto, vamos primeiramente expressar a forma da divergência de um campo

vetorial.

Seja X ∈ X (S), a divergência na hipersuperf́ıcie S do campo vetorial X é

definida como o traço da aplicação Y → ∇YX, i.e,

divSX := traço(Y → ∇YX) (A.25)

onde ∇YX representa a conexão Riemanniana do ambiente e o endomorfismo

Y → ∇YX é tomado em TpS. Assim em coordenadas locais tomando o

referencial local adaptado em TpS

divSX =
n∑
i=1

〈∇XiX,Xi〉. (A.26)

Definição A.5.2 (Operador de Laplace Beltrami). Seja S a hipersuperf́ıcie

de dimensão n imersa em Rn+1 e F o espaço das funções C∞. O operador de

Laplace Beltrami em S agindo sobre f ∈ F é a aplicação linear definida por:

∆S : F → F

f 7→ divS(∇Sf).
(A.27)

Em alguns casos para diferentes aplicações é adotada a convenção de

tomar dito operador com sinal negativa.
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Tomando coordenadas locais x = (x1, . . . , xn) e o referencial local adaptado

∆Sf = divS(∇Sf) = traço(Y 7→ ∇Y∇Sf)

=
n∑
i=1

〈∇Xi∇Sf,Xi〉

=
n∑
i=1

Xi〈∇Sf,Xi〉 − 〈∇Sf,∇XiXi〉

=
n∑
i=1

XiXi(f)−∇XiXi(f).

Portanto
∆Sf =

1
√
g

∑
i,j

∂

∂Xi

√
ggij

∂

∂Xj

. (A.28)
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