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Resumo

Martins da Silva, Jackes; Nunokawa, Hiroshi; Zohren, Stefan. Di-
mensão espectral em árvores aleatórias com aplicações na

física estatística e gravitação quântica. Rio de Janeiro, 2015.
57p. Dissertação de Mestrado � Departamento de Física, Pontifícia
Universidade Católica do Rio de Janeiro.

As estruturas geométricas aleatórias são de grande interesse devido ao longo

alcance de suas aplicações na ciência. As árvores aleatórias constituem

um dos modelos mais interessantes a ser estudado, pois, entre outros,

é aplicado diretamente à gravitação quântica. Pretendemos investigar as

propriedades de tais árvores através de informações quantitativas, como a

dimensão fractal e a dimensão espectral, calculadas através de um processo

de difusão no ensemble estatístico das árvores. Focamos em modelos de

árvores que crescem aleatoriamente através de um processo com propriedade

de rami�cação Markoviana.

Palavras�chave

Grafos ; Árvores aleatórias ; Caminho aleatório ; Dimensão espectral.
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Abstract

Martins da Silva, Jackes; Nunokawa, Hiroshi (advisor); Zohren, Ste-
fan. Spectral dimension in random trees with applications

in statistical physics and quantum gravity. Rio de Janeiro,
2015. 57p. Dissertação de Mestrado � Departamento de Física,
Pontifícia Universidade Católica do Rio de Janeiro.

Random geometric structures are of general interest due to their

wide range of applications in di�erent areas of science. In particular, we

focus on random trees which amongst others can be applied directly to the

quantum gravity. We intend to investigate properties of these trees through

quantitative information, such as the fractal dimension and the spectral

dimension obtained from di�usion on those ensembles of trees. We focus

on models of trees that grow randomly through a process with branching

Markov property.

Keywords

Graphs ; Random trees ; Random walks, ; Spectral dimension.
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1

Introdução

O interesse no estudo de grafos é devido ao grande número de aplicações

que podem ser feitas em várias áreas da ciência, tais como Matemática, Física,

Biologia, entre outras. Suas técnicas têm sido utilizadas para desenvolver

diversos avanços como (por exemplo): árvores �logenéticas [1], na dinâmica do

dobramento aleatória da molécula de RNA [2], processo de catálise em meios

porosos [3], transporte de �uidos [4] e, em especial, à gravitação quântica [5�7].

O objeto de estudo da gravitação quântica é a reconciliação entre

a relatividade geral e a mecânica quântica. A principal di�culdade nesse

processo é que a gravidade é pertubativamente não renormalizável em quatro

dimensões [8]. Portanto, o principal objetivo da gravitação quântica é entender

a estrutura do espaço-tempo a distâncias muito pequenas. Pois, espera-se

que a microestrutura do espaço-tempo forneça um regulador físico para as

singularidades à pequenas distâncias (ultravioletas) encontradas na teoria

quântica de campos pertubativa [9]. Portanto, o desa�o é construir uma

descrição quântica consistente deste regime gravitacional não pertubativo, de

forma que permaneça �sicamente correta.

Apesar do grande número de ideias potencialmente promissoras, ainda

estamos distantes de uma teoria quântica da gravidade consistente [10].

Por outro lado, arbodagens muito diferentes, tais como �triangulação

dinâmica causal” (TDC) e �grupo de renormalização exata” (GRE) tem

obtidos resultados similares [11]. Por exemplo: a dimensão espectral ds do

espaço-tempo varia de um valor clássico ds � 4 em grande escala, diminuindo

gradualmente até ds � 2 em curta escala. Ainda que nenhum modelo esteja

correto, tais avanços são atrativos para a manutenção dos estudos nessa linha

de pesquisa e sugerem que estruturas discretas profundas poderiam originar

uma teoria correta.

O modelo de ensembles de multigrafos tem se revelado potencialmente

promissor para a gravidade quântica Lorentziana [8]. As árvores críticas

não genéricas, descritas por um processo de rami�caçao, têm se mostrado

potencialmente relevantes para a análise dessa abordagem [12]. Partindo

dessa motivação, o estudo dos modelos de árvores aleatórias toma uma papel
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importante para a tentativa de compreender a estrutura fundamental do

espaço-tempo.

Na teoria quântica é útil trabalhar com modelos discretizados, pois o

espaço-tempo quântico corresponde a ensembles estatísticos de geometrias

discretizadas. Na nossa abordagem, tais geometrias são grafos aleatórios. A

motivação para a escolha de árvores aleatórias é devido à facilidade de se

tratar essas estruturas analiticamente. Isso também nos permite estudar a

dimensão espectral, quantidade importante da gravitação quântica. Contudo,

devido ao fato de que as árvores são aleatórias, o processo de difusão usado

para de�nir a dimensão espectral também é aleatório. Logo, temos dois tipos

de aleatoriedade para lidar! Com essa complicação, é importante utilizar

técnicas avançadas da probabilidade, além de técnicas da física estatística. Por

isso, damos ênfase neste trabalho ao estudo dessas geometrias. Além disso,

as técnicas desenvolvidas são universais e relevantes para outras áreas. Por

exemplo, as técnicas são aplicáveis às redes nas quais a difusão pode ser a

propagação de informação [13].
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2

Conceitos básicos da teoria dos grafos e da probabilidade

Neste capítulo introduzimos os conceitos básicos que serão utilizados

no decorrer desse trabalho. Começamos revisando brevemente alguns objetos

da teoria dos grafos, de�nindo e explicando os seus signi�cados. Logo após,

exporemos algumas de�nições e ferramentas da teoria da probabilidade que

serão aplicadas aos modelos que estudaremos nos próximos capítulos.

2.1
Conceitos básicos da teoria dos grafos

Na teoria dos grafos, um grafo é de�nido como um par G � pV,Eq, no
qual V é um conjunto não vazio de vértices e E é um conjunto de pares não

ordenados de vértices. Isto é,

E �
�
V

2

�
� tpx, yq � V : x � yu. (2-1)

Os grafos que estudaremos são rotulados, ou seja, os vértices estão

associados a um rótulo, como, por exemplo, um número inteiro V � rns �
t1, 2, 3..., nu, no qual n é o número de vértices no grafo. O modo usual de se

representar gra�camente um grafo é desenhar para cada vértice um ponto,

juntando dois desses pontos por uma linha, se esses vértices formam uma

aresta. É irrelevante a forma como é desenhado esses pontos e linhas, desde

que se preserve a informação de quais pares de vértices formam uma aresta, e

quais não formam [14].

O número de arestas em um grafo G será denotado por |G|. O grau (ou

valência) σpvq de um vértice v P V é o número de arestas |Epvq| que são

incidentes em v. Dois vértices de G são vizinhos, ou adjacentes, se xy é uma

aresta de G.

Um caminho é um grafo P � pV,Eq da forma:

V � tx0, x1, x2, ..., xku E � tx0x1, x1x2, ..., xk�1xku,
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na qual xi são todos distintos. Os vértices x0 e xk são chamados de vértices

terminais, enquanto que os vértices x1, ..., xk�1 são chamados de vértices

internos. O comprimento de um caminho é o número de arestas contidas

nesse caminho. Dado um caminho P � x0...xk�1, e se k ¥ 3, então o grafo

C :� P � xk�1xo é chamado de ciclo. Se dois quaisquer vértices de um grafo

são ligados por um caminho, esse grafo é dito conexo. Um grafo que pode ser

incorporado a um plano é dito planar. Isto é, se pudermos desenhar um grafo

em um plano, de tal forma que nenhuma das arestas se interceptem em algum

ponto, dizemos que esse grafo é isomorfo a um grafo plano [14,15].

Figura 2.1: Um grafo GpV,Eq, no qual V � t1, ..., 7u e E �
tt1, 2u, t2, 6u, t3, 4u, t3, 5u, t4, 5uu.

Um grafo acíclico (que não contenha ciclos) é chamado de �oresta. Uma

�oresta conexa é chamada de árvore. Um vértice de grau 1 é dito vértice folha

(ou simplesmente folha). Um ramo em um vértice v é o máximo de subárvores

que tenha esse vértice como terminal. Logo, o número de ramos em um vértice

v é também o grau de v. Algumas vezes é conveniente considerarmos um vértice

de uma árvore como especial. Nesse caso, chamamos esse vértice de raiz. Uma

árvore com uma raiz é dita enraizada [14].

2.2
De�nições básicas da teoria da probabilidade

Nos próximos capítulos vamos estudar algumas propriedades típicas de

modelos de grafos aleatórios. Com esse propósito, iremos primeiramente

introduzir algumas de�nições básicas da teoria da probabilidade que
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utilizaremos com esse intuito. A maioria das de�nições podem ser encontradas

em [16], caso contrário será citado explicitamente.

Começaremos com a de�nição mais básica: um espaço de probabilidade

é uma tripla pΩ,Σ0,Pq, formado por um conjunto Ω, uma σ-álgebra Σ0 em Ω,

e uma medida positiva P nessa σ-álgebra. Ω é chamado de espaço amostral, os

elementos de Σ0 são chamados de eventos e a medida P é chamada de medida

de probabilidade.

2.2.1
De�nição de uma álgebra

Seja S um conjunto, uma coleção Σ0 de subconjuntos de S é chamada

de uma álgebra sobre S (ou álgebra dos subconjuntos de S) se [17]:

(i) S P Σ0,

(ii) F P Σ0 ñ F c :� S{F P Σ0,

(iii) F,G P Σ0 ñ F YG P Σ0.

Então, uma álgebra sobre S é uma família de subconjuntos de S estáveis

sob um conjunto de operações �nitas.

2.2.2
De�nição de uma σ-álgebra

Uma coleção Σ de subconjuntos de S é chamada de uma σ-álgebra em

S(ou σ-álgebra dos subconjuntos de S), se Σ é uma álgebra em S tal que para

qualquer Fn P Σ, n P N, tem-se

¤
n

Fn P Σ. (2-2)

Portanto, uma σ-álgebra em S é uma família de subconjuntos de S �estável

sobre qualquer coleção contável de operações de conjunto” [17].

2.2.3
Espaço mensurável

Um par pS,Σq, no qual S é um conjunto e Σ é uma σ-álgebra em S, é

chamado espaço mensurável. Um elemento de Σ é chamado de subconjunto

Σ-mensurável de S.
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2.2.4
Medida

Uma medida é uma função de conjuntos ϕ não negativa, contável e

aditiva. Isto é, uma função ϕ : Σ Ñ R com:

(i) ϕpAq ¥ ϕpHq � 0; @A P Σ,

(ii) se Ai é uma sequência contável de conjuntos disjuntos, então

ϕ

�¤
i

Ai

�
�
¸
i

ϕpAiq (2-3)

Se ϕpΩq � 1, chamamos ϕ de uma medidade de probabilidade. No decorrer

deste trabalho, como mencionado anteriormente, denotamos as medidas de

probabilidade por P.

2.2.5
Variável aleatória

Seja C um espaço topológico, a σ-álgebra de Borel, denotada por BpCq,
sobre C é a σ-álgebra gerada pela família dos conjuntos abertos de C.

Uma função X, que toma valores nos reais e é de�nida sobre Ω, é dita

ser uma variável aleatória (v.a.) se para todo conjunto de Borel B � R temos

X�1pBq � tω : Xpωq P Bu P Σ.

2.2.6
Esperança

A função f é dita uma função simples se fpωq � °n
i�1 aipωq1Ai , na qual Ai

são conjuntos disjuntos com ϕpAiq   8. Se Xpωq é uma variável aléatória em

pΩ,Σ0,Pq, então a esperança de Xpωq é de�nida por EpXq �
³
XpωqdP. Para

funções simples, a última integral é de�nida por
³
XpωqdP � °n

i�1 aipωqPpAiq,
podendo ser igual a8. Geralmente denominamos EpXpωqq de média deXpωq e
a denotamos por µ. Outras de�nições de

³
XpωqdP para uma classe de funções

mensuráveis podem ser encontradas em [16].

Sejam X1, ..., Xn v.a. mutuamente independentes e com esperança �nita.

Então o produto dessas variáveis é uma v.a. com esperança �nita e

EpX1X2...Xnq � EpX1qEpX2q...EpXnq. (2-4)
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Agora, sejam X1, ..., Xn v.a. identicamente distribuídas. Então temos a

relação

PpX1q � PpX2q � ... � PpXnq. (2-5)

2.2.7
Esperança condicional

Dado um espaço de probabilidade pΩ,Σ0,Pq, uma σ-álgebra Σ � Σ0, e

uma variável aleatória X com Ep|X|q   8, de�nimos a esperança condicional

de X dado Σ, que se denota por EpX|Σq, qualquer variável aleatória Y que

satisfaça:

(i) Y P Σ, i.e., Y é Σ-mensurável;

(ii) para todo A P Σ,
³
A
XdP � ³

A
Y dP.

2.2.8
Martingal

Seja Fn um �ltro, que é de�nido como uma sequência crescente de

σ-álgebras. Uma sequência de variáveis aleatórias Xn é dita adaptada à Fn se

Xn P Fn para todo n. Isto é, um processo Xnpωq : r0,8q�Ω Ñ Rd é chamado

Fn-adaptado se para todo t ¥ 0 a função ω Ñ Xnpωq é Fn-mensurável. Se Xn

é uma sequência com as seguintes propriedades:

(i) Ep|Xn|q   8;

(ii) Xn é adaptada à Fn;

(iii) EpXn�1|Fnq � Xn para todo n.

Então Xn é dito ser um martingal com respeito à Fn. Se na de�nição (iii) for

trocada a igualdade por ¤ ou ¥, então Xn é dito ser um supermartingal ou

submartingal, respecttivamente.
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2.2.9
Função geradora de probabilidade

Seja X uma variável aleatória discreta que admite valores em Z�

(no decorrer deste trabalho usaremos a convenção N :� t1, 2, 3...u �
t0, 1, 2, 3...u :� Z�). Seja PpX � kq � Pk a probabilidade da v.a. X valer

k. De�nimos fpzq a função geradora de probabilidade de X como o mapa

f : r0, 1s Ñ r0, 1s,

fpzq :� EpzXq �
¸
kPZ�

zkPpX � kq, (2-6)

no qual EpzXq é a esperança de zX tomada com respeito à medida P. Para

z P r0, 1s,

f 1pzq :� EpXzX�1q �
¸
kPZ�

kzk�1Pk. (2-7)

Logo,

µ :� f 1p1q � EpXq ¤ 8. (2-8)

Ainda podemos tomar a r-ésima derivada da função fpzq para derivarmos os

momentos de ordens superiores [17].

Além disso, como a soma das probabilidades Pk é igual a 1, e se

P0 �P1   1, temos as seguintes propriedades [18]:

(i) f é estritamente convexa e crescente em r0, 1s;

(ii) fp0q � P0 e fp1q � 1;

(iii) se µ ¤ 1, então fpzq ¡ z para z P r0, 1q;

(iv) se µ ¥ 1, então fpzq � z tem uma única raiz em r0, 1q.

Vamos agora derivar algumas propriedades importantes das funções

geradoras. Sejam X1, X2,... variáveis aleatórias independentes e identicamente

distribuídas (i.i.d.) que admitem valores em Z�. Portanto, Xi têm a mesma

função geradora de probabilidade fpzq � °8
j�0 z

jPpXi � jq para todo i. Assim
podemos obter
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E
�
z
°m
i�1Xi

	
� E

�
zX1�X2�...�Xm� � EpzX1qEpzX2q...EpzXmq � fpzqm. (2-9)

Seja a soma Sn �
°Sn�1

i�0 Xi. E de�nindo a condição inicial S0 � 1 e Gnpzq
a função geradora de Sn. Se Sn�1 � k, então Sn � X1 � X2 � ... � Xk. Daí

temos que

Gnpzq � E
�
zSn
� � ¸

kPZ�
E
�
zSn |Sn�1 � kqPpSn�1 � k

�
(2-10)

�
¸
kPZ�

E
�
zX1�X2�...�Xk |Sn�1 � kqPpSn�1 � k

�
. (2-11)

Como X1 �X2 � ...�Xk são i.i.d. e usando Eq. (2-9), obtemos a importante

relação

Gnpzq �
¸
kPZ�

GpzqkPpSn�1 � kq � Gn�1pGpzqq. (2-12)

Na qual,

G0pzq � z, G1pzq � Gpzq, Gn�1pzq � GnpGpzqq (2-13)

são as funções iteradas de G. Então, Gn � G � ... � G, n-vezes, é a n-ésima

iteração de Gpzq [18].
gadget
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Grafos aleatórios e processo de rami�cação

Neste capítulo, de�niremos o modelo do processo de rami�cação (ou

processo de Galton-Watson). Primeiramente, abordaremos de uma forma

intuitiva algumas propriedades típicas de árvores geradas através desse modelo.

Logo após, analisaremos de uma forma mais rigorosa o caso subcrítico,

crítico, e supercrítico. Por �m, apresentaremos um importante modelo de

Galton-Watson condicionado que será estudado no próximo capítulo.

3.1
Motivação

Na década de 50, Erdös e Rényi introduziram dois modelos de grafos

aleatórios. No primeiro deles, tomam-se n vértices e m de npn�1q
2

arestas

possíveis entre esses vértices aleatoriamente. As propriedades desse modelo nos

dizem como um grafo �típico” de n vértices e m arestas se pareceria. Esta foi a

motivação incipiente para os estudos desses modelos: entender as propriedades

típicas de grafos aleatórios [19]. O método é melhor ilustrado com exemplos,

como o processo de Galton-Watson que será estudado nesta seção.

3.2
Processo de Galton-Watson

A primeira aplicação do processo de rami�cação foi para resolver a

questão da sobrevivência dos nomes de família. Nesse contexto, de�nimos ξ

como a prole (�lhos homens) de um homem como uma v.a.. ξ toma valores

em Z�. Além disso, n é o número de vértices em nosso grafo e t é o parâmetro

de tempo discreto [17, 19]. Portanto, sejam ξti as variáveis aleatórias i.i.d. que

representam o número de �lhos �k” de �i” na geração �t”, ou seja, para cada

i, t ¥ 0 e k P Z�, temos Ppξti � kq � Ppξ � kq. De�nimos a sequência Zt, na

qual Z0 � 1 e

Zt�1 �
$&
%ξ

t�1
1 � ...� ξt�1

Zt
se Zt ¡ 0

0 se Zt � 0.
(3-1)
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A ideia por trás da de�nição é que para t,i P Z�, a variável ξt�1
i representa

o número de �lhos (que estará na (t+1)-ésima geração) do i-ésimo homem da

t-ésima geração. Zt é o número de pessoas da t-ésima geração, e cada membro

da t-ésima geração gera independentemente um número de �lhos identicamente

distribuídos [17, 19].

Figura 3.1: Grafo gerado através do processo de rami�cação, no qual são
revelados os números de �lhos Zt das gerações t � 0, t � 1, t � 2 e t � 3.

Para efeito de informação, também podemos de�nir o modelo através de

uma abordagem mais próxima da Física Estatística. Nesse caso, as árvores

simplesmente geradas tem como parâmetros uma sequência de pesos não

negativos pwmqm¥1, denominados pesos de rami�cação. Os pesos wm podem ser

relacionados com as probabilidades Ppξti � kq e são de�nidos por uma medida

sobre o conjunto de árvores Γ com m arestas por

PmpT q � Z�1
m

¹
vPV pT q{tru

wσpvq. T P Γm, (3-2)

na qual σpvq é o grau do vértice v e Zm é a constante de normalização
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Zm �
¸
TPΓm

¹
vPV pT q{tru

wσpvq, (3-3)

geralmente referida como a função de partição de volume �nito. Também é útil

de�nir as funções geradoras de probabilidade

Z pζq �
8̧

m�1

Zmζ
m, (3-4)

que é denominada como a grande função de partição canônica com fugacidade

ζ. E

gpzq �
8̧

m�0

wm�1z
m. (3-5)

Como pode ser visto em [20], as duas últimas funções geradoras podem ser

relacionadas por

Z pζq � ζgpZ pζqq. (3-6)

Contudo, vamos prosseguir nossos estudos na próxima seção através da

de�nição dada por (3-1).

3.2.1
Abordagem intuitiva do processo de rami�cação

Agora vamos dar uma perspectiva intuitiva do processo de rami�cação e

na próxima seção abordaremos o processo com cálculos mais rigorosos.

O problema que Galton primeiramente propôs foi encontrar a

probabilidade de extinção do processo de rami�cação. Ou seja, dado um

valor esperado de �lhos µ para o processo, vamos buscar a probabilidade do

número de �lhos ser nulo em uma geração t ¡ 0 (PpZt � 0q). Considerando
a de�nição do processo de rami�cação (3-1), por (2-6) e (2-12) do capítulo 2,

encontramos Gtpzq �
°
znPpZt � nq como a função geradora de probabilidade

de na geração t se ter n �lhos. Logo,

PpZt � 0q � Gtp0q. (3-7)

Agora, chamando πt :� PpZt � 0q, sabemos que πt ¤ 1. E como Zt � 0
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Figura 3.2: Comportamento da função geradora de probabilidade Gpzq quando
µ   1.

implica que Zt�1 � 0, temos que πt ¤ πt�1. Portanto, a sequência tπtut é
monótona e limitada. Então,

lim
tÑ8

πt � π. (3-8)

Utilizando (2-12) podemos concluir que

Gtp0q � Gpπt�1q � πt (3-9)

E tomando t Ñ 8, encontramos a importante relação devido à continuidade

de Gtpzq:

Gpπq � π. (3-10)

Os grá�cos das �guras 3.2, 3.3 e 3.4 foram construídos observando no

capítulo anterior as propriedades (i)-(iv) das funções geradoras e considerando

o resultado (3-10). Na �gura 3.2, podemos observar o comportamento da

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313016/CA



Dimensão espectral em árvores aleatórias com aplicações na física estatística e

gravitação quântica 23

função geradora de probabilidades Gpzq para o processo de rami�cação, no

caso µ   1 (caso subcrítico). Uma vez que a curvatura da função Gpzq no
ponto 1 é G1p1q � µ, Ppξ ¡ 0q   1 e Gp1q � 1, concluimos que G(z) intercepta

somente uma vez a curva y � x. Então, podemos a�rmar que a probabilidade

de extinção para µ ¤ 1 é π � 1.

Figura 3.3: Comportamento da função geradora de probabilidade Gpzq quando
µ ¡ 1.

Para µ � 1 (caso crítico), o grá�co é similar à �gura 3.2 e temos a mesma

conclusão: a probabilidade de extinção é π � 1. Contudo, vamos ainda derivar

um resultado interessante para esse caso: a probabilidade do número de �lhos

ser maior que 0 quando tÑ 8, isto é, limtÑ8PpZt ¡ 0q. É fácil concluir que

PpZt ¡ 0q � 1�Gtp0q. (3-11)

Utilizando a seguinte relação para a função geradora [18],

1

1�Gtpzq �
1

1� z
� 1

2
G2p1qt� optq (3-12)

em z � 0 e substituindo Gtp0q � 2
G2p0qt em (3-11), obtemos
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PpZt ¡ 0q � 2

G2p0qt quando tÑ 8. (3-13)

Retornando ao estudo do comportamento comparativo de Gpzq,
apresentamos na �gura 3.3 o comportamento da função geradora para o

caso µ ¡ 1. Observando novamente no capítulo anterior as propriedades

(i)-(iv) das funções geradoras, comcluímos que a curva G(z) intercepta duas

vezes a reta y � x. Logo, ignorando a solução trivial, podemos concluir que

π   1 é a probabilidade do processo de rami�cação ser extinto.

Figura 3.4: Probabilidade de extinção em função de µ.

Também podemos ver na �gura 3.4 que o processo de rami�cação

apresenta uma transição de fase em µ � 1. Para µ ¤ 1 o processo se extingue

com probabilidade 1. Enquanto para µ ¡ 1 ele sobrevive com probabilidade

p1� πq.

3.2.2
Propriedades Típicas de um Processo de Rami�cação

Vamos agora realizar uma abordagem mais rigorosa para obtermos

algumas propriedades interessantes do processo de rami�cação, As ideias das

provas são inspiradas nas notas de aula do Professor Dr. Roberto Imbuzeiro,

que podem ser encontradas em [21].
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Lema 3.2.1 Seja Σt � σpξsi : i ¥ 1, 1 ¤ s ¤ tq e µ � Epξtiq P p0,8q. Então
Zt{µt é um martingal em relação a Σt.

Prova. Temos que Zt é mensurável em relação a Σt, ou seja, Zt P Σt. Então,

EpZt�1|Σtq �
¸
s�|t|

1ts nasceu
8̧

k�0

Ppξ ¥ k � 1q, (3-14)

na qual
°
s�|t| representa a soma sobre todos os �lhos �i” nascidos na geração

t. Ainda podemos escrever

8̧

k�0

Ppξ ¡ k � 1q � E

� 8̧

k�0

1tξ¥k�1u

�
� Epξq � µ (3-15)

Por (3-1), também podemos concluir que

¸
s�|t|

1ts nasceu � Zt. (3-16)

Logo,

EpZt�1|Σtq � µZt (3-17)

O resultado obtido é devido à independência das variáveis ξt�1 em relação

aos valores da sequência Z1, Z2, ..., Zt. Resultado que nos possibilita facilmente

reconhecer que o processo Z � pZt : t ¥ 0q é uma cadeia de Markov [17].

Finalmente, dividindo ambos os lados da equação por µt�1, e de�nindo

Mt :� Zt{µt, obtemos o resultado desejado:

EpMt�1|Σtq �Mt. (3-18)

�

O resultado (3-17) é intuitivamente trivial, pois cada um dos Zt pais da

t-ésima geração tem em média um número µ de �lhos. Agora vamos obter

algumas propriedades dos possíveis valores de µ.
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Caso subcrítico (µ   1)

Teorema 3.2.2 Se µ   1, então Zt � 0 para todo t su�cientemente grande.

Prova. Vamos primeiramente encontrar o valor esperado de Mt e daí obtermos

o valor esperado de Zt. Então, temos que EpZt{µtq � EpZoq � 1, utilizando

na última passagem o Teorema da Amostragem Opcional [16]. Portanto,

EpZtq � µt. Temos que Zt ¥ 1 no subconjunto {Zt ¡ 0}, lembrando que

pela de�nição (3-1) Zt só toma valores inteiros. Então, encontramos a seguinte

inequação

PpZt ¡ 0q � PpZt ¥ 1q ¤ EpZt|Zt ¡ 0q � EpZtq � µt, (3-19)

obtida através da aplicação da desigualdade de Markov [16]. Finalmente,

µt Ñ 0 exponencialmente quando tÑ 8, se µ   1. �

Caso crítico (µ � 1)

Teorema 3.2.3 Se µ � 1 e Ppξti � 1q   1, então Zt � 0 para todo t

su�cientemente grande.

Prova. Pela de�nição do modelo (3-1), Zt só admite valores inteiros e não

negativos. Dado que µ � 1, podemos utilizar o Teorema da Convergência de

Martingais para concluir que Zt converge quase certamente (q.c.) a Z8 quando

tÑ 8 [16]. Por conseguinte, Z8 P Z� quase certamente, pois Zt P Z�. Então,

deduzimos até aqui que PpDn P Z�, Dt0 P N, @t ¥ t0;Zt � nq � 1.

De�nimos Σt�1 � σpξsi : i ¥ 1, 1 ¤ s ¤ t� 1q, que é a σ-álgebra que nos

diz quantos nascimentos houve até a pt� 1q-ésima geração. Então, temos que

PpZt � n|Σt�1q ¤ PpZt � 0|Σt�1q � 1�PpZt � 0|Σt�1q. (3-20)

Para calcularmos PpZt � 0|Σt�1q, vamos expressar o evento

tZt � 0u �
£

|s|�t�1

�
ts não nasceu

¤
ts nasce e ξsi � 0u

	
, (3-21)

no qual
�

|s|�t�1 denota a união de todos os �lhos �i” nascidos na t� 1-ésima

geração. Através de funções indicadoras, chamamos Es :� 1ts nasceu o evento

em que �s” nasce, portanto

1tZt�0u �
¹

|s|�t�1

p1� Es � Es � 1tξsi�0uq. (3-22)
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Então,

PpZt � 0|Σt�1q � E

�
� ¹

|s|�t�1

p1� Es � Es � 1tξsi�0uq
������Σt�1

�

. (3-23)

Agora fazemos tsiu8i�1 a enumeração de ts P N : |s| � t� 1u, e escrevemos

¹
|s|�t�1

p1� Es � Es � 1tξsi�0uq � lim
IÑ8

I¹
i�1

p1� Esi � Esi � 1tξsi�0uq. (3-24)

Sabemos que
±I

i�1p1�Esi�Esi �1tξsi�0uq ¤ 1, então podemos utilizar o Teorema

da Convergência Dominada [16] para obtermos

PpZt � 0|Σt�1q � lim
IÑ8

E

�
I¹
i�1

p1� Esi � Esi � 1tξsi�0uq
�����Σt�1

�
. (3-25)

Para expandir o termo do produtório em (3-25), podemos utilizar a

fórmula da Análise Combinatória [20],

I¹
i�1

pai � biq �
¸
j�rIs

�¹
iPj

bi

� ¹
kPrIs\j

ak, (3-26)

no qual j é o conjunto dos índices em que decidimos tomar o termo bi do

produto, e o complementar dele, k P rIs\j, é o conjunto dos índices em que

decidimos tomar o termo ai do produto. E como Esi é Σt�1-mensurável, temos

que para o valor esperado

E

�
I¹
i�1

p1� Esi � Esi � 1tξsi�0uq
�����Σt�1

�
�

� E

�
� ¸
j�rIs

�¹
iPj

Esi

��� ¹
kPrIs\j

p1� Esjq
�

¹

iPj
1tξsi�0u

�����Σt�1

�



�
¸
j�rIs

�¹
iPj

Esi

��� ¹
kPrIs\j

p1� Esjq
�

E

�¹
iPj

1tξsi�0u

�����Σt�1

�
. (3-27)

Por de�nição, as v.a. ξsi são i.i.d. e, por conseguinte, são também

independentes da σ-álgebra Σt�1. Portanto,
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E

�¹
iPj

1tξsi�0u

�����Σt�1

�
� E

�¹
iPj

1tξsi�0u

�
�
¹
iPj

Ppξsi � 0q � Ppξti � 0q|j|.(3-28)

Na qual |j| é a cardinalidade do conjunto j. Substituindo o resultado de (3-28)
em (3-27), e utilizando novamente a expansão (3-26), concluimos que

¸
j�rIs

�¹
iPj

Esi

��� ¹
kPrIs\j

p1� Esjq
�

¹

iPj
Ppξti � 0q �

�
I¹
i�1

p1� Esi � Esi �Ppξti � 0qq

�
I¹
i�1

Ppξti � 0qEsi

� �Ppξti � 0q�°Ii�1 Esi . (3-29)

Por �m, substituindo o resultado (3-29) em (3-25), e lembrando que

tsiu8i�1 é a enumeração de todos que nascem na pt�1q-ésima geração, obtemos

PpZt � 0q|Σt�1q � lim
IÑ8

�
Ppξti � 0q�°Ii�1 Esi

� �Ppξti � 0q�°8i�1 Esi

� �Ppξti � 0q�°|s| 1ts nasceu

� �Ppξti � 0q�Zt�1 . (3-30)

E substituido o resultado (3-30) na inequação (3-20), temos o seguinte

resultado que nos será útil mais à frente:

PpZt � n|Σt�1q ¤ 1� �Ppξti � 0q�Zt�1 . (3-31)

Agora vamos de�nir o evento

Em :�
m£
l�0

tZt0�l � nu. (3-32)

Fixados t0 e n, PpEmq nos dá a probabilidade de na geração to o número de

pessoas ser igual a n, e disso acontecer mais m vezes em sequência.
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Podemos também escrever o evento Em em função de Em�1,

Em :� Em�1

£
tZt0�l � nu, (3-33)

e, portanto, obtém-se a igualdade abaixo condicionando Em�1 à Σt0�l�1. Logo,

podemos expressar a probabilidade PpEmq como

PpEmq � Ep1Em�11tZt0�l�nuq � Ep1Em�1 �PpZt0�l � n|Σt0�l�1qq. (3-34)

Finalmente, utilizando a inequação (3-31), temos o seguinte resultado

PpEmq ¤ Ep1Em�1p1� pPpξti � 0qqZt0�l�1q. (3-35)

Podemos observar que em Em�1 temos Zt0�l�1 � n. Portanto, a última

expressão toma a forma

PpEmq ¤ Ep1Em�1p1� pPpξti � 0qqnq. (3-36)

Como Em é uma sucessão decrescente de eventos, e considerando a

inequação (3-36), concluimos que a probabilidade PpEmq Ñ 0 quando mÑ 8.

Isto é, Pp�lPNtZt0�l � nuq � 0 para qualquer n � 0. E já sabemos que

Zt
q.c.ÝÑ Z8. Logo, Z8 � 0 quase certamente. �

Caso supercrítico (µ ¡ 1)

Teorema 3.2.4 Se µ ¡ 1, então PpZt ¡ 0; @tq ¡ 0.

Prova. Vamos começar a demonstração provando o seguinte teorema que nos

será útil mais adiante:

Teorema 3.2.5 Sejam ξti variáveis aleatórias i.i.d. com Ep|ξti |q   �8,

Epξtiq ¡ 1, e de�nimos Si � Si�1 � ξti , S0 � 1 . Então, PpSi ¡ 0; @i P Nq ¡ 0.

Prova. Primeiramente, vamos de�nir o evento

El :� tSi ¡ �l; @i P Z�u, (3-37)

e calcular o seguinte limite limlÑ8PpElq.
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É fácil observar que El � El�1. Então, como consequência indireta da

de�nição de medida (2-3), escrevemos

lim
lÑ8

PpElq � P

�¤
lPN
El

�
� PpDl P N, @i P N;Si ¡ �lq (3-38)

¥ PpO conjunto tSnunPN ter número �nitos de termos:� Cn ¤ 0q � 1.

(3-39)

O resultado da inequação (3-39) foi obtido ao observarmos que, utilizando

a Lei dos Grandes Números [16], Si
i

q.c.ÝÑ Erξti s ¡ 0 quando i Ñ 8. Logo,

podemos a�rmar que q.c. Dio P N, tal que para todo i ¥ io temos Si
i
¥ Epξt1q

2
¡ 0.

Em particular, Dio P N, tal que para todo i ¥ io temos Si ¡ 0. Logo,PpCnq � 1.

Como Epξtiq ¡ 0, e consequentemente Ppξti ¡ 0q ¡ 0. Então podemos

concluir que Dτ ¡ 0 tal que Ppξti ¡ τq ¡ 0. Também podemos observar que o

evento

tSi ¡ 0; @iPNu � tξt1 ¡ τ, ξt2 ¡ τ, ..., ξtm ¡ τ, Si ¡ 0; @i,m P Nu

�
�

m£
k�1

tξtk ¡ τu
�£#�

1�
ņ

j�m�1

ξtj

�
¥ �τm; @n ¥ m� 1

+
.

(3-40)

Considerando as consequências do resultado (3-39), podemos a�rmar que

Dl0 P N tal que PpSi ¡ �l0; @i P Nq ¥ 1{2. Por �m, escolhendo um τm ¡ l0,

observando que as v.a. ξti são i.i.d. e utilizando (3-40), temos que

PpSi ¡ 0; @i P Nq ¥ P

�
m¹
k�1

tξtk ¡ τu
�
�P
��

1�
ņ

j�m�1

ξtj

�
¥ �τm; @n ¥ m� 1

�

¥ �Ppξt1 ¡ τq�m �PpSi ¡ �l0; @i P Nq ¡ 0. (3-41)

�

Antes de continuarmos com a demonstração, vamos introduzir

brevemente uma ferramenta utilizada na Teoria dos Grafos: busca em

profundidade.

Busca em profundidade é um algoritmo utilizado para buscar estrutura

de dados em grafos. O processo se inicia na raiz de um grafo e se aprofunda

cada vez mais, até que ele se depare com um vértice que não possui �lhos.

Então a busca retrocede e começa no próximo vértice em que os �lhos não
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foram visitados. Numa implementação não-recursiva, que será o nosso caso,

todos os vértices visitados são adicionados a um conjunto somente uma vez.

Tal conjunto nos dará o número de vértices no grafo.

O algorítmo que utilizaremos tem a seguinte con�guração: Vt � V

é o conjunto de vértices já visitados pela busca até o tempo t, de modo

que V é o conjunto de vértices da árvore. At é uma lista ordenada de

vértices que ainda tem �lhos não visitados. Portanto, dados Vt � tv1, ..., vru e
At � pa1, ..., al�1, btq, no qual bt é o vértice que é visitado no tempo t, fazemos

o seguinte procedimento:

(I) se At � H, o processo se encerra;

(II) caso contrário, remova tbtu do conjunto At e o adicione ao conjunto

Vt, ou seja, Vt�1 � Vt
�tbtu. Também adicione o conjunto dos �lhos

de tbtu, t�lhos de btu :� tf1, ..., fku, ao conjunto At. Logo, At�1 �
pa1, ..., al�1, f1, ..., fkq.

Vamos agora analisar um exemplo para ilustrar a técnica:

Exemplo: Dada a árvore (não aleatória) da fígura 3.5, de�nindo \ como

uma sequência vazia, o algorítmo realizará o processo de busca resultando nos

seguintes conjuntos a cada passo do tempo t:

Figura 3.5: Grafo com vértices V � t0, 1, 2, 00, 01, 20, 200u
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b0 � \ A0 � p\q
b1 � 0 A1 � p2, 1, 0q
b2 � 00 A2 � p2, 1, 01, 00q
b3 � 01 A3 � p2, 1, 01q
b4 � 1 A4 � p2, 1q
b5 � 2 A5 � p2q
b6 � 20 A6 � p20q
b7 � 200 A7 � pHq

Podemos observar que a cardinalidade do conjunto tf1, ..., fku é o número

de �lhos de tbtu, ou seja, é a v.a. que de�ne quantos �lhos tem o vértice bt.

De�nindo a v.a. Fbt :� |tf1, ..., fku|, e considerando o caso pIIq do algoritmo,

podemos a�rmar que, para t ¥ 1, |At| � 1�°t�1
i�0 pFbi � 1q.

Para a sequência de nossa prova, utilizaremos o seguinte teorema:

Teorema 3.2.6 Seja tξnunPN uma sequência de v.a. independentes, tal que

ξn : Ω Ñ N, e Vt são conjuntos de v.a., t P Z�, tal que Et : Ω Ñ RpNq. Suponha
que, @t P N e @G1, ..., Gt � N, o evento

�t
i�0tVi � Giu P σpξn : n P �t

i�0Giq.
Então,

tξnunPN{�ti�0Gi

����t
i�0tEi�Giu � disttξnunPN{�ti�0Gi

. (3-42)

No teorema, o símbolo � |” exprime a condicionalidade das v.a. e �disttXnu”
representa a distribuição da sequência de v.a. Xn.

Por indução, podemos a�rmar que At é função de V0, ...,Vt e de Fbi , tal

que i ¤ t � 1. Ou seja, At � AtpV0, ...,Vt, Fbiq, @i ¤ t� 1. Da de�nição do

algoritmo sabemos que bt é função de At, então temos que Vt � tb0, ..., btu.
Também podemos observar que o conjunto pVtq8t�0 satisfaz a condição do

Teorema 3.2.6, e ainda podemos a�rmar que para a sequência de v.a. temos

que tFauaPZ� � tξnunPN. Portanto, podemos concluir que Fbt é independente

da sequência pVtqti�0 e, como a independência prevalece depois de tomarmos

uma função da sequência [16], também concluimos que Fbt é independente de

p|At|qti�0.

Em suma, temos que p|At|q8t�0 � dist
�

1�°pt�1q^α
i�0 pFi � 1q

	8
t�0

, na qual

pt � 1q ^ α � minpt � 1, αq, a sequência tFiu8i�0 de variáveis aleatórias é i.i.d.

com distribuição F e α � infts|1�°s
i�0 pFi � 1q � 0u. Portanto, sabendo que

pFi�1q são i.i.d., EpFi�1q ¤ Ep|Fi|q�1   8 e EpFi�1q � µ�1 ¡ 0, podemos
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utilizar o Teorema 3.2.5 para concluir que Pp@i P N; 1�°i pFi � 1q ¡ 0q ¡ 0.

Logo, existe uma probabilidade positiva do processo nunca se encerrar, ou seja,

PpZt ¡ 0; @tq ¡ 0. �

3.3
Processo de rami�cação condicionado

Além das propriedades demonstradas, existem ainda muitas outras

características do modelo de Galton-Watson que podem ser abordadas. Vamos

nos atentar nesta seção à condição de não extinção que produz algumas

propriedades interessantes desse modelo.

Vamos denotar por n a soma de todos os �lhos de um processo de

rami�cação, ou seja, n � °8
t�0 Zt. Também vamos denotar por T � mintt ¥

1 : Zt � 0u a condição da extinção acontecer somente depois de uma geração

t [22]. Quando fazemos nÑ 8 ou T Ñ 8, é possível demonstrar que, para uma

árvore de Galton-Watson crítica (µ � 1), produzimos os mesmos resutados

em relação às propriedade obtidas por esse modelo. O limite n Ñ 8 para

n � °8
t�0 Zt é importante porque corresponde ao limite termodinâmico da

Física Estatística.

Uma propriedade interessante produzida pelo modelo é que a árvore

gerada tem um caminho in�nito único denominado espinha. No modelo

proposto em [23] é possível derivar uma árvore in�nita τ de uma árvore T

de Galton-Watson crítica condicionada através do ítem (i) e (ii) da seguinte

proposição:

Preposição 3.3.1 Seja PpZt � 0q   1 e µ ¤ 1. Então,

(i) distpT |Zt ¡ 0q Ñ distpτq quando tÑ 8

(ii) τ quase certamente contém um caminho in�nito único pr, s1, s2, ...q, tal
que sh�1 é um �lho de sh para todo h � 0, 1, 2....

(iii) Seja sh a espinha in�nita de τ derivada por condicionar T à não extinção.

Para i � 0, 1..., seja A i a árvore derivada da subárvore de τ com raiz si

na �oresta aleatóra obtida de τ excluindo cada aresta ao longo da espinha,

e seja si�1 o j-ésimo �lho de si. Então, as árvores A i, i � 0, 1, ..., são

independentes e quase certamente �nitas com a mesma distribuição.

As árvores �nitas A i ligadas à espinha tem distribuição igual entre si e

diferente da distribuição da árvore gerada. No próximo capítulo, vamos utilizar

essas propriedades para obter informações quantitativas de um ensemble de

árvores caracterizadas por esse modelo.
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Dimensão espectral de árvores com uma espinha in�nita

Um conceito interessante que caracteriza as árvores aleatórias é a

dimensão espectral ds [24, 25]. De um modo intuitivo, a dimensão espectral

corresponde à dimensão que o passeio �percebe” em um processo difusivo. Este

observável foi inspirado no comportamento do núcleo da equação do calor,

BKtpx, yq
Bt � ∆xKtpx, yq, (4-1)

com a condição inicial

lim
tÑ0

Ktpx, yq � δpx� yq. (4-2)

O núcleo

Ktpx, yq � 1

p4πtqd{2 exp�|x�y|{4t (4-3)

é a densidade de probabilidade para a difusão do ponto x até y em um tempo

difusivo t [8]. Ainda podemos representar Ktpx, yq em função dos autovalores

λn e autovetores φnpyq do operador ∆x através da expressão

Ktpx, yq �
8̧

n�0

e�λntφnpxqφnpyq. (4-4)

E de�nimos a função da densidade de probababilidade de retorno no tempo de

difusão t, chamada de diagonal, por:

P ptq �
³
dxKtpx, xq

V
, (4-5)

normalizada pelo volume V � ³
dx. Por �m, colocando P ptq em função dos

autovalores, (4-5) toma a forma
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P ptq �
°
n e

�λnt

V
. (4-6)

É possível concluir da equação (4-6) que somente autovalores da

ordem λn   1{t contribuem signi�cativamente para a função densidade de

probabilidade de retorno. De (4-3) se obtém diretamente que

Ktpx, xq � P ptq � 1

td{2
, quando tÑ 8. (4-7)

Na qual ��” é utilizado de modo que represente que os dois lados são

assintoticamente iguais. Essa de�nição �cará mais clara com a de�nição mais

rigorosa de dimensão na próxima seção.

Portanto, a dimensão espectral ds nos permite extrair informações sobre

o comportamento da função densidade de probabilidade de retorno em relação

ao tempo difusivo, quando tÑ 8. Então, de�nimos para o espaço Rd

P ptq � 1

tds{2
, quando tÑ 8. (4-8)

Trivialmente, ds � d para o espaço Euclidiano Rd, como mostrado acima.

Outro importante conceito de dimensionalidade de uma árvore aleatória

é a dimensão de Hausdor� ou dimensão fractal dh [26]. Seja uma bola BR de

raio R, |BR| é o número de arestas da árvore dentro da bola centrada na raiz

r. Então, o crescimento de |BR| é determinado por

|BR| � Rdh , quando RÑ 8. (4-9)

A dimensão espectral e a dimensão de Hausdor� serão de�nidas de

maneira mais rigorosa na próxima seção.

4.1
Árvores com espinha in�nita: dimensão de bola e dimensão de casca

As demonstrações e de�nições das próximas seções foram fortemente

baseadas no trabalho de Zohren e Stefánsson, e podem ser encontradas em [26].

Um ensemble de árvores aleatórias é um conjunto de árvores aleatórias

com uma medida de probabilidade associada a elas. Nesse capítulo, nós

estudaremos uma classe de árvores in�nitas e enraizadas, as quais tem a

seguinte propriedade: existe um caminho, que é único e irretornável, que
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parte da raiz até o in�nito, ou seja, a �espinha”. Portanto, esse ensemble é

caracterizado pela distribuição dos ramos �nitos que são ligados à espinha

das árvores [26]. A motivação para estudar essas árvores são os processos de

Galton-Watson condicionados

Primeiramente, vamos denotar por Γ o conjunto de todas as árvores

planares, enraizadas e localmente �nitas. Convencionamos que a raiz tenha

valência igual a um, porém os resultados da análise que faremos é independente

dessa escolha. Denotamos também Γ1 como o conjunto de árvores �nitas e

Γ8 como o conjunto de árvores in�nitas. Em especial, denotamos o conjunto

Γ8
S � Γ8 como o conjunto das árvores que tem um caminho único e irretornável

da raiz até o in�nito, ou seja, árvores com o que denominamos de espinha. Daí

temos que Γ � Γ1 Y Γ8.

Os elementos do conjunto Γ1 são chamados de T1, T2, ..., etc. Já para

os elementos do conjunto Γ8, chamamos seus elementos de τ1, τ2, ..., e assim

por diante. Ainda denotamos a raiz da árvore, chamando esse vértice de r.

Logo, como convencionado anteriormente, σprq � 1. Os vértices que compõem

a espinha são denotados por s1, s2, s3, ..., a partir da raiz r.

Um conceito importante utilizado neste capítulo é a �bola” BR � τ de

raio R ao redor da raiz, para um dado τ � Γ (�gura 4.1). Temos então que BR

é um subgrafo de τ medido através dos vértices que têm uma distância da raiz

menor ou igual a R. Outro conceito que vamos utilizar é a denominada �casca”

B̄R � Γ (�gura 4.1). A casca B̄R denota o subgrafo que é composto pela

união da espinha a partir do vértice r até sR, e todas as árvores �nitas ligadas

à espinha. Considerando a de�nição de casca e bola, e também observando a

�gura 4.1, podemos facilmente concluir que BR � B̄R � Γ.

Na seção anterior, nós introduzimos o conceito de dimensão de Hausdor�.

Vamos dar agora uma de�nição mais rigorosa: dado um ensemble de árvores

aleatórias pΓ,Pq, na qual o conjunto de árvores Γ têm uma medidade de

probabilidade P, a dimensão de Hausdor� descreve o crescimento da bola

de raio R associada a esse ensemble. Pode-se de�nir a dimensão de Hausdor�

formalmente como

dh � lim
RÑ8

log |BR|
logR

. (4-10)

Na sequência desse capítulo, nós consideramos o seguinte critério para a

existência de dh: existe um R0 ¡ 0 tal que para R ¡ R0

Rdhl1pRq   |BR|   Rdhl2pRq, (4-11)
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na qual l1pRq e l2pRq são funções que variam lentamente quando RÑ 8.

Em [27] podemos encontrar diversas características de funções que variam

lentamente, tal qual, para λ ¡ 0,

lim
RÑ8

LpλRq
LpRq � 1 (4-12)

e que, portanto, (4-11) implica (4-10).

Figura 4.1: Árvore com uma espinha in�nita que começa na raiz r e indexada
com os vértices s1, s2.... As linhas pontilhadas são as ilustrações da bola BR

e da casca B̄R sobre a árvore. A bola BR é a subárvore contendo todas as
arestas dentro do raio R. Os ramos do vértice si são denominados de A i. A
casca B̄R é composta por todos os ramos A i e todos os vértices si da espinha
até sR, incluindo a raiz r.

Se para um ensemble de árvores aleatórias, a Eq. (4-10) se mantém

para P-quase todo τ P Γ, então nós chamamos dh de �quenched Hausdor�

dimension”. Também se pode de�nir o �annealed Hausdor� dimension” através

do tamanho esperado da bola de raio R

dH � lim
RÑ8

logEPp|BR|q
logR

. (4-13)
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Analogamente, nós de�nimos o �quenched hull dimension”, se para

quase-P todo τ P Γ

d̄h � lim
RÑ8

log |B̄R|
logR

. (4-14)

Na qual a existência também é fornecida através da inequação (4-11), análoga

à dimensão de Hausdor�. Já sabemos que BR � B̄R, logo é fácil concluir que

dh ¤ d̄h.

4.2
Passeio aleatório em árvores e dimensão espectral

Para nosso estudo dos modelos de crescimento de árvores aleatórias a

seguir, nós consideraremos passeios aleatórios simples e em tempos discretos.

Em cada passo de tempo discreto, pula-se para o vértice mais próximo com

probabilidade uniforme. Então, para um dado τ � Γ, nós denotamos por Ωτ

o conjunto dos passeios �nitos em τ . O comprimento de um caminho ω P Ωτ

é denotado por |ω|. Para t ¤ |ω|, ωptq nos informa em qual vértice do grafo

o passeio está localizado após um tempo t. Agora nós formularemos a função

geradora para a probabilidade de retorno de passeios aleatórios em uma dada

árvore τ .

Uma ferramenta importante, que nos dá informações quantitivas sobre a

propriedades de uma árvore, é a função geradora de probabilidades do primeiro

retorno à raiz r. Essa função é dada por [8]:

Ptpxq �
8̧

t�0

¸
ωPΩτ :|ω|�t

Pτ ptωptq � r|ωp0q � r, ωpt1q � r, 0   t1   tuqp1� xq t2 .(4-15)

Na qual �zemos a conveniente substituição de variável Ptpzq Ñ Ptpxq, de modo

que z2 � 1�x, pois os caminhos |ω| de comprimento ímpar tem probabilidade

0.

Já a probabilidade de todos os retornos a um ponto inicial é dada pela

seguinte função geradora

Qτ pxq �
8̧

t�0

¸
ωPΩτ :|ω|�t

Pτ ptωptq � r|ωp0q � ruqp1� xq t2 . (4-16)

Podemos decompor um passeio que volta ao ponto inicial em função

do primeiro retorno, do segundo retorno, e assim por diante. Logo, podemos
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relacionar as duas funções geradores (primeiro retorno e todos os retornos)

através da seguinte equação:

Qτ pxq �
8̧

n�0

pPtpxqqn � 1

1� Ptpxq . (4-17)

A função geradora de probabilidade Qτ pxq possui em si todas as

informações do comportamento assintótico da probabilidade de retorno. E

através dela podemos extrair a dimensão espectral da árvore. Isto vem do

fato que Qτ pxq diverge quando x Ñ 0. Através do teorema Tauberiano [28] e

considerando (4-8) , temos

Ptpxq � t�ds{2 ô Qτ pxq � x�1�ds{2. (4-18)

Em especial, para um dado τ P Γ, nós de�mos a dimensão espectral como

segue:

ds � 2

�
1� lim

xÑ0

logQτ pxq
log x



, (4-19)

fornecido que Qτ pxq diverge quando x Ñ 0. Assim como para a dimensão de

Hausdor�, nós também consideramos o seguinte critério para a existência de

ds: existe um x0 P p0, 1q, tal que para x   x0

x�1�ds{2l1pxq   Qτ pxq   x�1�ds{2l2pxq, (4-20)

na qual l1pxq e l2pxq são funções que variam lentamente em torno de x � 0.

Se a inequação (4-20) é satisfeita para P-quase todas as árvores τ P Γ de

um ensemble pΓ,Pq, então nós dizemos que ele tem uma �quenched spectral

dimension”. Além disso, nós de�nimos a �annealed spectral dimension” dS

através de

ds � 2

�
1� lim

xÑ0

logEPpQτ pxqq
log x



, (4-21)

análoga à dimensão de Hausdor�.

Antes de obtermos algumas propriedades do modelo de árvores de�nidas

anteriormente, vamos dar um exemplo simples da aplicação das técnicas
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citadas.

Exemplo: Tomemos uma árvore não aleatória consistindo de uma única

espinha in�nita, a qual nós denominaremos de S . Deste modo, esperamos

que (trivialmente) |BR| � |B̄R| � R, e dh � d̄h � 1. Para obtermos a

função geradora de probabilidade do primeiro retorno, é su�ciente notar que

o passeio aleatório parte da raiz com probabilidade 1. Daí, no vértice s1, o

passeio retorna a raiz com probabilidade 1{2, ou faz uma excursão pelo lado

direito da árvore até o primeiro retorno a s1 (também com probabilidade 1{2).
Então, novamente, com probabilidade 1{2 retorna a raiz, ou faz outro passeio

pelo lado direito da árvore com probailidade 1{2, e assim por diante. Então,

obtemos a seguinte função geradora de probababilidade

PS pxq � 1

2
p1� xq

8̧

n�0

�
1

2
PS pxq


n
� 1� x

2� PS pxq . (4-22)

Colocando PS pxq em evidência em (4-22), temos

PS pxq � 1�?
x, (4-23)

e utilizando (4-18),

Qτ pxq � 1?
x
. (4-24)

Por �m, substituindo o resultado (4-24) em (4-19), encontramos que

ds � 2

�
�1� lim

xÑ0

log
�

1?
x

	
logpxq

�

� 1, (4-25)

como era esperado.

4.3
Relação entre dimensão de Hausdor� e dimensão espectral

A partir dessa seção vamos aplicar as técnicas apresentadas e obter

a dimensão espectral de árvores genéricas. Primeiramente, vamos provar

o teorema 4.3.1 que relaciona dimensão de Hausdor� e a �quenched hull

dimension” com a dimensão espectral. Essa demonstração se dará em duas

partes:
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(I) Nessa primeira etapa, provaremos dois lemas obtidos em [12] que

combinados e aplicados a Qτ pxq nos fornecerão o limite superior para a

dimensão espectral;

(II) Na segunda etapa, exploraremos um teorema demonstrado em [12] que

aplicado a Qτ pxq nos fornecerá o limite inferior da dimensão espectral.

Segue o teorema [26]:

Teorema 4.3.1 Para qualquer árvore τ P Γ8
S com uma única espinha in�nita,

na qual ds, dh e d̄h existem, a seguinte relação é válida:

2dh
1� dh

¤ ds ¤ 2d̄h
1� d̄h

. (4-26)

4.3.1
Limite superior para a dimensão espectral

Primeiramente, vamos derivar uma importante fórmula recursiva [12],

análoga à equação (4-22): seja τ P Γ e s1 o vértice vizinho da raiz. De�nimos

τ1, τ2,...,τk como as subárvores de τ que interceptam a aresta pr, s1q em s1, ou

seja, são os ramos de s1. Podemos decompor os passeios aleatórios que partem

da raiz e voltam através da sequência de excursões em diferentes ramos τi da

árvore τ . Assim, nós encontramos função geradora

Pτ pxq � 1� x

k � 1�°k
i�1 Pτi

, (4-27)

a qual será utilizada para provar os seguintes lemas [12]:

Lema 4.3.2 Para todas as árvores �nitas T P Γ1, temos que

PT pxq ¥ 1� |T |x. (4-28)

Prova. Sejam T1, T2,..., Tn�1 as árvores ligadas ao vértice v de T (v é o vértice

mais próximo da raiz). Então, utilizando a equação (4-27), obtemos

PT pxq � 1� x

n�°n�1
i�1 PTipxq

(4-29)
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A função geradora do primeiro retorno à raiz de uma árvore consistindo de

uma única aresta é 1�x. Daí, por indução em |T |, obtemos o resultado (4-28).

�

Lema 4.3.3 Para toda árvore τ P Γ8
S e R ¥ 1, temos que

Pτ pxq ¥ 1� 1

R
� x|B̄R|. (4-30)

Prova.

Primeiramente, vamos provar o seguinte argumento indutivo: dada a

inequação

PR
τ pxq ¥ 1� 1

R
� xR �

Ŗ

T�τ
p1� PT pxqq , (4-31)

na qual PR
τ pxq é função geradora de probabilidade de retorno que contribui

para Pτ pxq com os passeios que não visitam o vértice sR�1 da espinha, isto,

é passeios restritos aos primeiros R vértices e os ramos ligados a eles.
°R
T�τ

denota a soma sobre todos os ramos �nitos T de τ ligados aos vértices da

espinha a uma distância ¤ R da raiz.

A inequação (4-31) vale para R � 1, uma vez que o lado direito não é

positivo. Para R ¥ 2, utilizando a Eq. (4-27), temos que

Pτ pxq � 1� x

n� PR
τ1
pxq �°n�2

k�1 PTkpxq
. (4-32)

Na qual n � σps1q é a ordem do vértice s1 e T1, T2,..., Tk denotam os ramos

�nitos ligados ao vértice s1. τ1 é o ramo in�nito ligado a s1, ou seja, a subárvore

cuja raiz é s1, contendo s2 e todos seus descendentes.

Por hipótese de indução, a inequação (4-31) vale para R � 1, ou seja,

PR�1
τ1

pxq ¥ 1� 1

R � 1
� xpR � 1q �

R�1̧

T�τ1
p1� PT pxqq , (4-33)

e podemos reescrever a Eq. 4-32 para obtermos a seguinte relação
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PR
τ pxq �

1� x

1� p1� PR�1
τ1

pxqq �°n�2
k�1p1� PTkpxqq

. (4-34)

Considerando (4-33), temos

PR
τ pxq ¥

1� x

1� 1
R�1

� xpR � 1q �°R�1
T�τ p1� PT pxqq

(4-35)

¥ R � 1

R

1� x

1� xpR � 1q �°R
T�τ p1� PT pxqq

(4-36)

¥
�

1� 1

R



p1� xq

�
1� xpR � 1q �

Ŗ

T�τ
p1� PT pxqq

�
(4-37)

¥ 1� 1

R
�Rx�

Ŗ

T�τ
p1� PT pxqq (4-38)

Observando que Pτ pxq ¥ PR
τ pxq,

°R
T�τ p1�PT pxqq �

°R
i�1 pσpsiq � 2q p1� PA ipxqq

e |B̄R| �
°R
i�1 |A i|�R, na qual A i denota a união dos vértices si e as árvores

�nitas ligadas a eles. Por último, utilizando o lema 4-28 completamos a prova.

Quando assumimos a existência das dimensões, estamos assumindo os

critérios (4-11) e (4-20). Daí, utilizando o lema (4.3.3) e a relação (4-18), temos

que

Qτ pxq ¥ R

1� xRd̄h�1l1pxq
. (4-39)

Escolhendo R � tx�1{p1�d̄hqu, obtemos

Qτ pxq ¥ x�1{p1�d̄hq

1� l1pxq . (4-40)

Fornecido que ds existe e, portanto, considerando a de�nição de ds em (4-19)

e do fato que d̄h ¥ 1, encontramos

ds ¤ 2d̄h
1� d̄h

. (4-41)
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4.3.2
Limite inferior para a dimensão espectral

O seguinte lema demonstrado em [12] será explorado a �m de obtermos

o limite inferior para dimensão espectral:

Lema 4.3.4 Para toda árvore τ P Γ temos que

Qτ pxq ¤ R � 2

x|BRpRq| . (4-42)

Antes de utilizarmos o lema 4.3.4, vamos apenas dar um simples esboço

da prova: basicamente se usa da decomposição do passeio aleatório em dois, Ω1

e Ω2. Ω1 é o conjunto de passeios que não alcançam mais do que a distância R

da raiz. Já Ω2 é o conjunto de passeios que alcançam mais do que a distância

R da raiz. Então, é possível mostrar que Qτ � QΩ1
τ �QΩ2

τ , na qual QΩ1
τ ¤ R e

QΩ2
τ ¤ 2

x|BRpRq| . A demonstração do lema 4.3.4 pode ser encontrada de forma

mais rigorosa em [12].

A �m de provar o limite inferior, observamos que, devido à existência

da dimensão de Hausdor�, temos, da de�nição (4-11) de BRpRq, a relação

|BRpRq| ¥ Rdhl1pRq. Daí, utilizando o lema 4.3.4, encontramos:

Qτ pxq ¤ R � x�1R�dhl�1
1 pRq. (4-43)

Escolhendo R � rx�1{p1�dhqs, obtemos:

Qτ pxq ¤ x�1{p1�dhqp1� l�1
1 pRqq. (4-44)

Dado que ds existe, então os critérios em (4-20) são admitidos. Também

considerando a de�nição de ds em (4-19) e do fato que dh ¥ 1, encontramos

ds ¥ 2dh
1� dh

. (4-45)

�

4.4
Ramos independentes e identicamente distribuídos

Agora vamos estudar o modelo de�nido no �nal do capítulo 1, ou seja,

árvores aleatórias com uma única espinha in�nita, na qual os ramos dos

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313016/CA



Dimensão espectral em árvores aleatórias com aplicações na física estatística e

gravitação quântica 45

diferentes vértices ao longo da espinha são independentes e identicamente

distribuídos. Lembrando que A i é a união dos vértices si e as árvores �nitas

ligadas a eles. Vamos agora de�nir Zi
t o número de vértices em A i a uma

distãncia t de si. Por exemplo, Zi
0 � 1. Além do mais, denotamos por A i

t a

intersecção de A i com a bola de raio t centrada ao redor de si. Agora vamos

demonstrar o seguinte teorema [22]:

Teorema 4.4.1 Seja pΓ,Pq um ensemble de árvores aleatórias sobre o con-

junto de árvores com uma única espinha in�nita Γ8
S , e ramos pA iqi¥1 i.i.d na

espinha.

(i) Se para α P p0, 1q e z P p0, 1q,

EPpz|A i|q � 1� p1� zqαl1p1� zq, (4-46)

na qual l1p1 � zq é uma função que varia lentamente quando z Ñ 1.

Então, se dh e ds existem, tem-se quase certamente que

dh ¤ 1

α
e ds ¤ 2

1� α
. (4-47)

(ii) Se além disso,

PptZi
t ¡ 0uq ¤ c

t
, (4-48)

na qual c ¡ 0 é uma constante, então quase certamente dh e ds existem e

dh � 1

α
e ds � 2

1� α
. (4-49)

4.4.1
Prova da primeira parte do Teorema 4.4.1

|B̄R| �
°R
i�1 |A i| � R é uma soma de variáveis aleatórias i.i.d. |A i|.

Então, podemos facilmente obter o limite da soma |B̄R| e, assim, encontrar

um limite sobre d̄h quase certamente. Para isso, observamos que pelo teorema

Tauberiano [28], (4-46) é equivalente a:

Ppt|A i| ¡ Ruq � R�αLpRq. (4-50)
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De�nimos que ��” signi�ca que o comportamento assintótico da razão

dos dois lados, quando R Ñ 8, tende a 1. Portanto, por (4-50), podemos

a�rmar que existe uma função que varia lentamente L1pRq, tal que

8̧

i�1

Ppt|A i| ¡ R
1
αL1pRquq   8. (4-51)

É possível aplicar à última equação o seguinte teorema de Feller [16]:

Teorema 4.4.2 Seja X1, X2, ... i.i.d. com E|X1| � 8, e Sn � X1 � ...�Xn.

Seja an uma sequência de números positivos com an{n crescente. Então,

lim supnÑ8 |Sn|{an � 0 ou 8 na medida que
°
nPp|X1| ¥ anq   8 ou � 8,

respectivamente.

E assim nos possibilita encontrar

Pptτ :
Ŗ

i�1

|A i| ¡ R
1
αL1pRq in�nitas vezesuq � 0. (4-52)

A Eq.(4-52) representa que, para um número in�nito de tentativas, o

evento τ :
°R
i�1 |A i| ¡ R

1
αL1pRq ocorre para um número �nito de tentativas.

Então, o evento em que τ não ocorre acontece in�nita vezes (assumindo que

somente o evento em que τ ocorre ou não ocorre pode acontecer).

Então, provamos que paraP-quase todas as árvores, existe uma constante

C ¡ 1 e um R0, tal que para R ¡ R0 temos

|B̄R|   CL1pRqR 1
α . (4-53)

Finalmente, considerando o critério (4-11), segue que d̄h ¤ 1
α
quase

certamente, e utilizando o teorema 4.3.1, temos ainda que ds ¤ 2
1�α .

4.4.2
Prova da segunda parte do Teorema 4.4.1

A ideia dessa parte da demonstração é provar que existe uma constante

C tal que

Pptτ : |BR|   λR
1
α uq ¤ Ce�λ

�αlpλ�1R�1{αq, (4-54)
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para λ pequeno o su�ciente tal que �λ�αlpλ�1R�1{αq ¡ c, na qual lpλ�1R�1{αq
é devido a (4-46).

Assumindo a a�rmação (4-54), vamos utilizar o seguinte teorema que se

pode encontrar a prova em [27]:

Teorema 4.4.3 Seja L uma função que varia lentamente. Então existe uma

função L�, tal que os ítens a seguir são equivalentes:

(i) L� varia lentamente;

(ii) LpxqL�pxLpxqq Ñ 1 quando xÑ 8;

(iii) L�pxqLpxL�pxqq Ñ 1 quando xÑ 8;

(iv) L� é assintoticamente única;

O último teorema nos permite a�rmar que para qualquer c̄ P R existe

uma função L2pRq que satisfaz

lim
RÑ8

L2pRq�αlpL2pRq�1R�1{αq
logpRc̄q � 1 (4-55)

Essa a�rmação �ca clara fazendo L� a função que varia lentamente

conjugada a LpRq � 1{lpR�1{αq. Isto é, através da propriedade (iii) do teorema

4.4.3,

lim
RÑ8

� L � pRqLpRL � pRqq � 1, (4-56)

e escolhendo

L2pRq �
�
L�
�

R

logpRc̄q


{ logpRc̄q


1{α
. (4-57)

A condição imposta a λ é satisfeita fazendo λ � L2pRq e c̄ ¡ 1. Assim,

nós encontramos

8̧

R�1

Pptτ : |BR|   R
1
αL2pRquq   8. (4-58)

E utilizando o lema de Borel-Cantelli [28], temos que
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Pptτ : |BR|   R
1
αL2pRq in�nitas vezesuq � 0, (4-59)

que possui signi�cado análogo a Eq.(4-52).

Podemos concluir, então, que para P-quase todas as árvores, existe um

R0, tal que para R ¡ R0 temos

|BR| ¡ R
1
αL2pRq. (4-60)

Daí provamos que dh ¥ 1{α, considerando o critério (4-11). Segue diretamente

dos resultados da primeira parte desta seção, e do teorema 4.3.1, que quase

certamente

dh � 1

α
e ds � 2

1� α
. (4-61)

Quando os ramos �nitos da espinha morrem rápido o su�ciente, isto é, se

a condição (4-48) é obedecida, então a bola BR e a casca B̄R têm tamanhos

próximos. Assim, B̄R pode ser usado para estimar BR. A demonstração do

lema a seguir nos fornecerá uma ferramenta necessária para medir proximidade

em tamanho da bola BR à casca B̄R, a �m de obtermos informações que nos

permitam estimar BR através de B̄R.

Lema 4.4.4 Para z ¤ 1, tem-se para a função geradora de probabilidade

EP

�
z|A

i|
	
¤ EP

�
z|A

i
t |
	
¤ EP

�
z|A

i|
	
�P

�tZi
t ¡ 0u� (4-62)

Prova.

Primeiramente, notamos que |A i| ¥ |A i
t |. Daí obtemos o limite inferior.

Para facilitar a notação, vamos denotar o evento Et :� tZi
t ¡ 0u, então

EP

�
z|A

i
n| � z|A

i|
	
�
»
Et

�
z|A

i
t | � z|A

i|
	
dP�

»
Ect

�
z|A

i
t | � z|A

i|
	
dP (4-63)

�
»
Et

�
z|A

i
t | � z|A

i|
	
dP ¤

»
Et

z|A
i
t |dP (4-64)

¤
»
Et

dP � PptZi
t ¡ 0uq. (4-65)
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Assim obtemos o limite superior.

Para provar (4-54), notamos antes que

A 1
rR{2s YA 2

rR{2s Y ...YA rR{2s
rR{2s � BR. (4-66)

Então, é su�ciente provar

P

�
tτ :

Ŗ

i�1

|A i
R|   λR

1
α u
�
¤ Ce�λ

�αlpλ�1R�1{αq. (4-67)

Usando a desigualdade de Markov, a independência de |A i
R| e o lema

4.4.4 obtemos que, para qualquer n P p0, 1q e λ ¡ 0,

P

�
tτ :

Ŗ

i�1

|A i
R|   λR

1
α u
�
¤ Pptτ : exp

�
�n

Ŗ

i�1

|A i
R|
�
¡ exp

�
�nλR 1

α

	
uq

(4-68)

¤ enλR
1
αEP

�
R¹
i�1

e�n|A
i
R|
�
� enλR

1
αEP

�
e�n|A

i
R|
	R

(4-69)

¤ enλR
1
α

�
EP

�
e�n|A

i
R|
	
�PptZi

R ¡ 0uq
	R

.

(4-70)

Da de�nição da função geradora de probabilidade em 4-46, obtemos

EP

�
e�n|A

i
R|
	
¤ 1� nαlpnq � opnαlpnqq, (4-71)

na qual lpnq varia lentamente quando n Ñ 0�. Escolhendo n � λ�1R�1{α e λ

pequeno o su�ciente, tal que

λ�αlpλ�1R�1{αq ¡ c (4-72)

com c de (4-48).

Por último, aplicando (4-48) e (4-71) a (4-70), encontramos, para uma

constante conveniente C 1,
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P

�#
τ :

Ŗ

i�1

|A i
R|   λR

1
α

+�
¤ C 1

�
1� λ�αlpλ�1R�1{αq � c

R


R
(4-73)

¤ C 1e�λ
�αlpλ�1R�1{αq�c (4-74)

Fazendo C � C 1ec em (4-74), obtemos a inequação (4-54). �

4.5
Árvores de Galton-Watson Condicionadas

Relembrando do capítulo 1, o processo de Gatson-Watson é um processo

de rami�cação discreto no tempo que começa por uma única partícula. À

cada passo de tempo, as partículas se rami�cam independentemente das

outras partículas, com a mesma probabilidade. Como já demonstrado, o valor

de G1p1q � µ (o número médio de �lhos) determina as propriedades de

sobrevivência do processo.

Também vimos a de�nição do processo de rami�cação com uma

abordagem típica da Física Estatística. Nesse contexto, agora vamos denotar

o raio de convergência da função geradora Z pζq, em (3-4) do capítulo 3, por

ζ0. Já o raio de convergência de gpzq, em (3-5), no capítulo 3, denotamos

por ρ. Além disso, de�nimos também Z0 � limζÑζ0 Z pζq. Quando ρ ¡ 0, a

medida Pn pode ser equivalentemente de�nida por um processo de rami�cação

de Gatson-Watson [26]. As probabilidades do número de �lhos podem ser

encontrada em [29], mais especi�camente, Eq.(3.8), e são dadas por:

ppkq � ζ0wk�1Z
k�1

0 . (4-75)

O valor esperado de �lhos pode ser escrito na forma

G1p1q � 1� gpZ0q{Z 1pζ0q. (4-76)

Logo, o processo é crítico ou subcrítico. Neste capítulo, nós só consideramos o

caso crítico, isto é, quando Z 1pζ0q � 8. Em especial, o teorema na sequência

é derivado da proposição 3.3.1 no �nal capítulo 3. Vamos considerar o caso em

que este teorema é válido.

Teorema 4.5.1 Para um processo crítico de Gatson-Watson de tamanho

condicionado, as medidas de volume �nito Pn convergem fracamente quando

n Ñ 8 para a medida P, a qual está concentrada em Γ8
S . Os graus σpsiq dos

vértices ao longo da espinha são independentemente distribuídos por
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φpkq � ζ0pk � 1qwkZ k�2
0 (4-77)

e os ramos da espinha são árvores de Gatson-Watson independentes com a

probabilidade de número de �lhos dada por (4-75).

O modelo crítico é geralmente dividido em duas situações: G2p1q �nito
ou in�nito. No caso G2p1q   8, as árvores sempre pertencem a uma mesma

classe de universalidade. Tais árvores tem sido denominadas como �árvores

genéricas” na literatura da Física. No caso G2p1q � 8, o alcance das classes

de universilalidades dependem de um comportamento singular de G. Este caso

tem sido denominado como �crítico não-genérico” [26]. A partir de agora, vamos

estudar o modelo aqui esboçado: árvores de Galton-Watson condicionadas.

4.5.1
Dimensões

Os resultados do teorema a seguir já foram obtidos anteriormente [26]:

o resultado para ds pode ser encontrado em [12]. Para a dimensão de

Hausdor� dh, o resultado já é muito conhecido na literatura. Pode-se encontrar

uma demonstração em [30], por exemplo. Já para a parte (ii) do teorema

4.5.2, os resultados foram primeiramente propostos na literatura da Física,

posteriormente provados por Croydon e Kumagai em [31]. A ideia por trás

de nossa demonstração é derivar o teorema 4.5.2 do teorema 4.4.1, fazendo

a prova um pouco mais intuitiva e acessível para físicos (apesar da perda de

generalidade demonstrada em [31]).

Teorema 4.5.2 (i) A "quenched Hausdor� dimension"e a dimensão espec-

tral de árvores genéricas é quase certamente

dh � 2 e ds � 4{3 (4-78)

respectivamente.

(ii) Para árvores críticas não genéricas com wn � n�βLpnq, na qual β P p2, 3s
e L varia lentamente no in�nito, the "quenched Hausdor� dimension"e

a dimensão espectral são quase certamente

dh � β � 1

β � 2
e ds � 2pβ � 1q

2β � 3
, (4-79)
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respectivamente.

Prova.

Um resultado conhecido, como pode ser visto em [18], é que para árvores

genéricas a seguinte expressão é válida:

E
�
z|A

i|
	
� 1� cp1� ζq1{2 � o

�p1� ζq1{2� (4-80)

Denotando por Zi,j
t o tamanho da n-ésima geração do j-ésimo ramo do

vértice si. Então, para n ¥ 1, utilizamos a relação 3-12 do capítulo 1 para

obtermos

PptZi,j
t ¡ 0uq � 1� ft�1p0q � 2

tf2p1qp1� op1qq. (4-81)

Devido às propriedades do modelo citadas em [22], os ramos ligados aos vértices

são independentes. Portanto, usando o teorema 4.5.2

PptZi
t ¡ 0uq � 1� f 1p1�PptZi,j

t ¡ 0uqq (4-82)

� 1

2
p1� op1qq (4-83)

O resultado 4-83 satisfaz a condição 4-48 no ítem (ii) do teorema 4.4.1.

Logo, podemos utilizar 4-49 para obtermos os resultados do ítem (i).

Agora vamos considerar o caso em que G2p1q � 8. Como wn � n�βLpnq,
podemos utizar o teorema Tauberiano [28] para escrever

Gpzq � z � p1� zqβ�1l1p1� zq, (4-84)

na qual l1pxq varia lentamente nas proximidades de 0. Fazendo W pζq �
Z pζ0ζq{Z0, e utilizando as propriedades da função geradora e o teorema 4.5.2,

deduzimos que

E
�
z|A

i|
	
� f 1pW pzqq (4-85)

Escrevendo
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W pzq � 1� p1� ζq 1
β�1χp1� ζq, (4-86)

temos que, devido a 3-6 e 4-84, χ tem que satisfazer

lim
xÑ0

χpxqβ�1l1

�
x

1
β�1χpxq

	
� 1. (4-87)

Através do teorema 4.4.3, podemos a�rmar que χ varia lentamente nas

proximidades de 0. Portanto, utilando 4-84, 4-85, 4-86 e o teorema Tauberiano

[28], escrevemos

E
�
z|A

i|
	
� 1� p1� zqβ�2

β�1 l2p1� zq (4-88)

na qual l2pxq varia lentamente nas proximidades de 0. Logo, através do ítem

(i) do teorema 4.4.1 encontramos os limites superiores de dh e ds.

Para obtermos os limites inferiores, vamos utilizar o seguinte resultado

que foi demonstrado por Slack em [32]:

PptZi,j
t ¡ 0uqβ�2l1pPptZi,j

n ¡ 0uqq � 1

pβ � 2qtp1� op1qq, (4-89)

na qual l1 é a mesma função que varia lentamente em 4-84 e Zi,j
t o tamanho

da n-ésima geração do j-ésimo ramo do vértice si.

Uma vez que os ramos são independentes, utilizando 4-84 para

encontramos

PptZi
t ¡ 0uq � 1� f 1p1�PptX i,j

t ¡ 0uqq (4-90)

� pβ � 1qpPptZi,j
t ¡ 0uqqβ�2l1pPptZi,j

t ¡ 0uqqp1� op1qq (4-91)

� β � 1

β � 2

1

t
p1� op1qq (4-92)

Por �m, através do ítem (ii) do teorema 4.4.1 encontramos os limites inferiores

para dh e ds.

�
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Conclusão

Os recentes avanços em modelos de multigrafos para a gravitação

quântica nos motivou a estudar o processo de Galton-Watson. Primeiramente,

no capítulo 2 de�nimos alguns conceitos da Teoria dos Grafos e da Teoria

da Probabilidade que embasam a estrutura teórica do estudo de modelos de

árvores aleatórias.

No capítulo 3, abordamos de forma intuitiva o processo de rami�cação,

de�nindo o caso subcrítico, crítico e supercrítico. Também fornecemos

demonstrações mais rigorosas para a probabilidade de extinção do processo. No

�nal do capítulo 3, apresentamos um modelo de Galton-Watson condicionado

que produz uma propriedade interessante: uma espinha única in�nita. Em

especial, a condição que dá origem à essa espinha pode ser relacionada com o

limite termodinâmico da Física Estatística.

No capítulo 4, nós revisamos os resultados obtidos em [26]. Assim

apresentamos a de�nição de dimensão de Hausdor� e dimensão espectral e

desenvolvemos um método para calcular a dimensão de árvores aleatórias

com uma espinha in�nita. Os teoremas 4.3.1 e 4.4.1 são demonstrados

com esse propósito. Aplicamos esses métodos ao modelo de Galton-Watson

condicionado, demosntrando a efetividade das técnica utilizadas.

As técnicas obtidas podem ser facilmente aplicadas a outros modelos

que satisfaçam as condições de existência das dimensões de Hausdor� e

dimensão espectral. Por exemplo, as técnicas foram aplicadas satisfatoriamente

ao �attachment and grafting model” em [26]. Isso sugere que o método

abordado têm a possibilidade de futuras aplicações a outros modelos de grafos

aleatórios. Ainda, a revisão de [26] neste trabalho nos permitiu aprender as

técnicas necessárias para estudar um modelo em especial: árvores aleatórias

geradas por percolação de invasão, no qual estamos atualmente trabalhando.

O objetivo inicial era que ele estivesse inserido neste trabalho. Porém, devido a

alguns intempéries no caminho, nos restringimos a aprendizagem das técnicas

demonstradas. Fica assim mencionado, com a perspectiva de novos resultados

serem obtidos.
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