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Resumo

Martins da Silva, Jackes; Nunokawa, Hiroshi; Zohren, Stefan. Di-
mensao espectral em arvores aleatérias com aplicacoes na
fisica estatistica e gravitagao quéantica. Rio de Janeiro, 2015.
57p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Fisica, Pontificia
Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

As estruturas geométricas aleatorias sao de grande interesse devido ao longo
alcance de suas aplicacoes na ciéncia. As arvores aleatorias constituem
um dos modelos mais interessantes a ser estudado, pois, entre outros,
é aplicado diretamente a gravitacao quantica. Pretendemos investigar as
propriedades de tais arvores através de informacoes quantitativas, como a
dimensao fractal e a dimensao espectral, calculadas através de um processo
de difusao no ensemble estatistico das arvores. Focamos em modelos de
arvores que crescem aleatoriamente através de um processo com propriedade

de ramificagao Markoviana.

Palavras—chave

Grafos ; Arvores aleatérias ; Caminho aleatorio ; Dimensao espectral.
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Abstract

Martins da Silva, Jackes; Nunokawa, Hiroshi (advisor); Zohren, Ste-
fan. Spectral dimension in random trees with applications
in statistical physics and quantum gravity. Rio de Janeiro,
2015. 57p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de Fisica,
Pontificia Universidade Catolica do Rio de Janeiro.

Random geometric structures are of general interest due to their
wide range of applications in different areas of science. In particular, we
focus on random trees which amongst others can be applied directly to the
quantum gravity. We intend to investigate properties of these trees through
quantitative information, such as the fractal dimension and the spectral
dimension obtained from diffusion on those ensembles of trees. We focus
on models of trees that grow randomly through a process with branching

Markov property.

Keywords

Graphs ; Random trees ; Random walks, ; Spectral dimension.
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1
Introducao

O interesse no estudo de grafos é devido ao grande ntimero de aplicagoes
que podem ser feitas em varias areas da ciéncia, tais como Matematica, Fisica,
Biologia, entre outras. Suas técnicas tém sido utilizadas para desenvolver
diversos avancos como (por exemplo): arvores filogenéticas [1], na dindmica do
dobramento aleatoria da molécula de RNA [2], processo de catalise em meios
porosos |3], transporte de fluidos [4] e, em especial, & gravitacdo quantica [5-7].

O objeto de estudo da gravitacao quantica é a reconciliacdo entre
a relatividade geral e a mecanica quantica. A principal dificuldade nesse
processo é que a gravidade é pertubativamente nao renormalizdvel em quatro
dimensoes [8]. Portanto, o principal objetivo da gravitagao quéantica é entender
a estrutura do espaco-tempo a distancias muito pequenas. Pois, espera-se
que a microestrutura do espaco-tempo fornega um regulador fisico para as
singularidades a pequenas distancias (ultravioletas) encontradas na teoria
quantica de campos pertubativa [9]. Portanto, o desafio é construir uma
descricao quantica consistente deste regime gravitacional nao pertubativo, de
forma que permaneca fisicamente correta.

Apesar do grande namero de ideias potencialmente promissoras, ainda
estamos distantes de uma teoria quantica da gravidade consistente [10].
Por outro lado, arbodagens muito diferentes, tais como “triangulacao
dindmica causal” (TDC) e “grupo de renormalizagdo exata” (GRE) tem
obtidos resultados similares [11]. Por exemplo: a dimensao espectral ds; do
espaco-tempo varia de um valor classico ds = 4 em grande escala, diminuindo
gradualmente até d;, = 2 em curta escala. Ainda que nenhum modelo esteja
correto, tais avangos sao atrativos para a manutencao dos estudos nessa linha
de pesquisa e sugerem que estruturas discretas profundas poderiam originar
uma teoria correta.

O modelo de ensembles de multigrafos tem se revelado potencialmente
promissor para a gravidade quantica Lorentziana [8]. As arvores criticas
nao genéricas, descritas por um processo de ramificagao, tém se mostrado
potencialmente relevantes para a andlise dessa abordagem [12]. Partindo

dessa motivacao, o estudo dos modelos de arvores aleatérias toma uma papel
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importante para a tentativa de compreender a estrutura fundamental do
espaco-tempo.

Na teoria quéantica é util trabalhar com modelos discretizados, pois o
espaco-tempo quantico corresponde a ensembles estatisticos de geometrias
discretizadas. Na nossa abordagem, tais geometrias sao grafos aleatorios. A
motivacao para a escolha de arvores aleatorias ¢ devido a facilidade de se
tratar essas estruturas analiticamente. Isso também nos permite estudar a
dimensao espectral, quantidade importante da gravitagao quantica. Contudo,
devido ao fato de que as arvores sao aleatérias, o processo de difusao usado
para definir a dimensao espectral também ¢é aleatério. Logo, temos dois tipos
de aleatoriedade para lidar! Com essa complicacdo, é importante utilizar
técnicas avancadas da probabilidade, além de técnicas da fisica estatistica. Por
isso, damos énfase neste trabalho ao estudo dessas geometrias. Além disso,
as técnicas desenvolvidas sao universais e relevantes para outras areas. Por
exemplo, as técnicas sao aplicaveis as redes nas quais a difusao pode ser a

propagacao de informagao [13].
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2
Conceitos basicos da teoria dos grafos e da probabilidade

Neste capitulo introduzimos os conceitos basicos que serao utilizados
no decorrer desse trabalho. Comecamos revisando brevemente alguns objetos
da teoria dos grafos, definindo e explicando os seus significados. Logo apés,
exporemos algumas definicoes e ferramentas da teoria da probabilidade que

serao aplicadas aos modelos que estudaremos nos préximos capitulos.

2.1
Conceitos basicos da teoria dos grafos

Na teoria dos grafos, um grafo é definido como um par G = (V, E), no
qual V' é um conjunto nao vazio de vértices e E é um conjunto de pares nao

ordenados de vértices. Isto é,

E c ‘2/ ={(z,y) =V :az #y}. (2-1)

Os grafos que estudaremos sao rotulados, ou seja, os vértices estao
associados a um roétulo, como, por exemplo, um nimero inteiro V = [n] =
{1,2,3...,n}, no qual n é o nimero de vértices no grafo. O modo usual de se
representar graficamente um grafo é desenhar para cada vértice um ponto,
juntando dois desses pontos por uma linha, se esses vértices formam uma
aresta. E irrelevante a forma como é desenhado esses pontos e linhas, desde
que se preserve a informacao de quais pares de vértices formam uma aresta, e
quais nao formam [14].

O namero de arestas em um grafo G sera denotado por |G|. O grau (ou
valéncia) o(v) de um vértice v € V é o nimero de arestas |E(v)| que sdo
incidentes em v. Dois vértices de GG sao vizinhos, ou adjacentes, se xy é uma
aresta de G.

Um caminho ¢ um grafo P = (V, E) da forma:

V = {Io,xl,ﬁCQ, ,SCk} FE = {$0I1,I1£L’2, ...,xk,lxk},
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na qual x; sao todos distintos. Os vértices xg e x; sao chamados de vértices
terminais, enquanto que os vértices xi,...,xr,_1 sao chamados de vértices
internos. O comprimento de um caminho é o nimero de arestas contidas
nesse caminho. Dado um caminho P = xg...x4_1, € se k > 3, entao o grafo
C := P+ xp_1x, ¢ chamado de ciclo. Se dois quaisquer vértices de um grafo
sao ligados por um caminho, esse grafo é dito conexo. Um grafo que pode ser
incorporado a um plano é dito planar. Isto é, se pudermos desenhar um grafo
em um plano, de tal forma que nenhuma das arestas se interceptem em algum

ponto, dizemos que esse grafo é isomorfo a um grafo plano [14,15].

Figura 2.1: Um grafo G(V,E), no qual V = {1,.,7} e E =
11,2}, {2,6}, {3, 4}, {3,5}, {4, 5}}.

Um grafo aciclico (que ndo contenha ciclos) é chamado de floresta. Uma
floresta conexa é chamada de arvore. Um vértice de grau 1 é dito vértice folha
(ou simplesmente folha). Um ramo em um vértice v é o maximo de subarvores
que tenha esse vértice como terminal. Logo, o nlimero de ramos em um vértice
v é também o grau de v. Algumas vezes é conveniente considerarmos um vértice
de uma arvore como especial. Nesse caso, chamamos esse vértice de raiz. Uma

arvore com uma raiz ¢ dita enraizada [14].

2.2
Definicées basicas da teoria da probabilidade

Nos proximos capitulos vamos estudar algumas propriedades tipicas de
modelos de grafos aleatérios. Com esse propoésito, iremos primeiramente

introduzir algumas definicoes bésicas da teoria da probabilidade que
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utilizaremos com esse intuito. A maioria das definicoes podem ser encontradas
em [16], caso contrario sera citado explicitamente.

Comecaremos com a definicao mais basica: um espago de probabilidade
¢ uma tripla (2, Xy, P), formado por um conjunto 2, uma o-algebra ¥y em (2,
e uma medida positiva P nessa o-algebra. {2 é chamado de espaco amostral, os
elementos de Yy sao chamados de eventos e a medida P é chamada de medida
de probabilidade.

2.2.1
Definicdo de uma algebra

Seja S um conjunto, uma colecao ¥y de subconjuntos de S é chamada

de uma algebra sobre S (ou éalgebra dos subconjuntos de S) se [17]:
(i) S e Xy,

(i) FeXy= F¢:=S/FeX,,

(ili) F,GeXy= Fu(Ge .

Entao, uma algebra sobre S é uma familia de subconjuntos de S estaveis

sob um conjunto de operacoes finitas.

2.2.2
Definicdo de uma o-algebra

Uma colegao X de subconjuntos de S é chamada de uma o-algebra em
S(ou o-dlgebra dos subconjuntos de S), se 3 é uma algebra em S tal que para

qualquer F),, € X, n € N, tem-se

U F,eX. (2-2)

Portanto, uma o-algebra em S é uma familia de subconjuntos de S “estavel

sobre qualquer cole¢ao contavel de operagoes de conjunto” [17].

2.2.3
Espaco mensuravel

Um par (5,%), no qual S é um conjunto e 3 é uma o-algebra em S, é
chamado espaco mensuravel. Um elemento de ¥ é chamado de subconjunto

Y-mensuravel de S.
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2.2.4
Medida
Uma medida é uma fungdo de conjuntos ¢ nao negativa, contavel e

aditiva. Isto é, uma funcao ¢ : ¥ — R com:

(i) ¢(A) = () = 0;VAEe %,

(ii) se A; é uma sequéncia contavel de conjuntos disjuntos, entao

0 (U Al-) = D) (2-3)

Se p(2) = 1, chamamos ¢ de uma medidade de probabilidade. No decorrer

deste trabalho, como mencionado anteriormente, denotamos as medidas de

probabilidade por P.

2.2.5
Variavel aleatéria

Seja C' um espaco topologico, a o-algebra de Borel, denotada por B(C'),
sobre C' é a o-algebra gerada pela familia dos conjuntos abertos de C.

Uma funcao X, que toma valores nos reais e ¢ definida sobre €2, é dita

ser uma variavel aleatoria (v.a.) se para todo conjunto de Borel B c R temos
XYB)={w: X(w)e B} e X.

2.2.6
Esperanca

A funcao f é dita uma funcio simples se f(w) = >, a;(w)14,, na qual A,
sdo conjuntos disjuntos com ¢(A;) < 0. Se X (w) é uma variavel aléatoria em
(Q2, X, P), entdo a esperanca de X (w) ¢é definida por E(X) = { X(w)dP. Para
fungoes simples, a ultima integral é definida por { X (w)dP = > | a;(w)P(A,),
podendo ser igual a co. Geralmente denominamos E(X (w)) de média de X (w) e
a denotamos por p. Outras defini¢oes de { X (w)dP para uma classe de fungoes
mensuraveis podem ser encontradas em [16].

Sejam X1, ..., X,, v.a. mutuamente independentes e com esperanca finita.

Entao o produto dessas variaveis é uma v.a. com esperanca finita e

E(X,X..X,) = E(X))E(X,)...E(X,). (2-4)
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Agora, sejam X1, ..., X,, v.a. identicamente distribuidas. Entao temos a

relacao

P(X)) = P(Xy) = ... = P(X,). (2-5)

2.2.7
Esperanca condicional

Dado um espago de probabilidade (2, Xy, P), uma o-algebra ¥ < ¥, e
uma variavel aleatoria X com E(|X|) < oo, definimos a esperanca condicional
de X dado X, que se denota por E(X|X), qualquer varidvel aleatoria Y que

satisfaca:
(i) Y e X, ie., Y é X-mensuravel;

(ii) para todo Ae X, {, XdP = {,YdP.

2.2.8
Martingal

Seja F,, um filtro, que é definido como uma sequéncia crescente de
o-algebras. Uma sequéncia de varidveis aleatorias X, é dita adaptada a F), se
X, € F, para todo n. Isto &, um processo X,,(w) : [0,00) x 2 — R? ¢ chamado
F,-adaptado se para todo t = 0 a fungdo w — X,,(w) é F,,-mensuravel. Se X,

¢ uma sequéncia com as seguintes propriedades:
(i) B(X.)) < oo

(i) X, é adaptada a F,;

(iii) E(X,q1|Fn) = X, para todo n.

Entao X,, ¢ dito ser um martingal com respeito a F,,. Se na definigao (iii) for
trocada a igualdade por < ou =, entao X,, é dito ser um supermartingal ou

submartingal, respecttivamente.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313016/CA


PUC-RIo - Certificagéo Digital N° 1313016/CA

Dimensado espectral em arvores aleatdrias com aplicacdes na fisica estatistica e
gravitacdo quantica 17

2.2.9
Funcido geradora de probabilidade

Seja. X uma varidvel aleatoria discreta que admite valores em Z7%
(no decorrer deste trabalho usaremos a convencao N := {1,2,3..} <
{0,1,2,3...} := ZT). Seja P(X = k) = Py a probabilidade da v.a. X valer
k. Definimos f(z) a fungdo geradora de probabilidade de X como o mapa
f:10,1] = [0,1],

f(z):=E(EY) = ) #P(X = k), (2-6)

keZ+

no qual E(z%) ¢ a esperanga de z* tomada com respeito a medida P. Para
z € ]0,1],

f(z) =BX) = Z k2* 1Py (2-7)
Logo,
pi=f'(1) =EX) < . (2-8)

Ainda podemos tomar a r-ésima derivada da funcao f(z) para derivarmos os
momentos de ordens superiores [17].
Além disso, como a soma das probabilidades P, é igual a 1, e se

Py + Py < 1, temos as seguintes propriedades [18|:

(i) f ¢é estritamente convexa e crescente em [0, 1];
(i) f(0)=Poe f(1) =1
(iii) se u < 1, entdo f(z) > z para z € [0, 1);

(iv) se u =1, entdo f(z) = z tem uma tunica raiz em [0, 1).

Vamos agora derivar algumas propriedades importantes das funcoes
geradoras. Sejam X, Xo,... varidveis aleatérias independentes e identicamente
distribuidas (i.i.d.) que admitem valores em Z*. Portanto, X; tém a mesma
fungao geradora de probabilidade f(z) = Z;OZO ZP(X; = j) para todo i. Assim

podemos obter
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E (ZZ£1X¢> = B (N5 X)) Z BB B = f(2)™ (2:9)

Seja a soma S, = Zfﬁgl X;. E definindo a condi¢ao inicial Sy = 1 e G,,(2)

a funcao geradora de S,,. Se S, 1 = k, entao S, = X; + Xo + ... + Xj. Dai

temos que
Gu(2) =E(2) = > E (28,1 = B)P(S,—1 = k) (2-10)
kezZ+
= Y E (Nt S, = BP(S,m = k). (2-11)
keZ+

Como X + X5 + ... + X} sdo ii.d. e usando Eq. (2-9), obtemos a importante

relagao
Gu(2) = D, G(2)"P(Sn1 = k) = Goa (G(2)). (2-12)
Na qual,
Go(z) =z, Gi(2) =G(z), Gnil(z) = Ga(G(2)) (2-13)

sao as fungoes iteradas de G. Entao, G,, = G o ... o G, n-vezes, é a n-ésima
iteracao de G(z) [18].
gadget
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Grafos aleatérios e processo de ramificacao

Neste capitulo, definiremos o modelo do processo de ramificagdo (ou
processo de Galton-Watson). Primeiramente, abordaremos de uma forma
intuitiva algumas propriedades tipicas de arvores geradas através desse modelo.
Logo apos, analisaremos de uma forma mais rigorosa o caso subcritico,
critico, e supercritico. Por fim, apresentaremos um importante modelo de

Galton-Watson condicionado que sera estudado no proéximo capitulo.

3.1
Motivacao

Na década de 50, Erdos e Rényi introduziram dois modelos de grafos

L. . . L, . 1
aleatorios. No primeiro deles, tomam-se n vértices e m de %

arestas
possiveis entre esses vértices aleatoriamente. As propriedades desse modelo nos
dizem como um grafo “tipico” de n vértices e m arestas se pareceria. Esta foi a
motivacao incipiente para os estudos desses modelos: entender as propriedades
tipicas de grafos aleatorios [19]. O método é melhor ilustrado com exemplos,

como o processo de Galton-Watson que sera estudado nesta secao.

3.2
Processo de Galton-Watson

A primeira aplicacao do processo de ramificacao foi para resolver a
questao da sobrevivéncia dos nomes de familia. Nesse contexto, definimos &
como a prole (filhos homens) de um homem como uma v.a.. £ toma valores
em Z*. Além disso, n é o numero de vértices em nosso grafo e t é o parametro
de tempo discreto [17,19]. Portanto, sejam & as variaveis aleatorias i.i.d. que

@son
2

representam o ndmero de filhos “k” de na geracao “t”, ou seja, para cada

i,t =20ekeZt, temos P(& = k) = P(¢ = k). Definimos a sequéncia Z;, na
qual Zp=1e

T+ se 2,50

0 se Z; =
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A ideia por tras da definigao é que para t,i € ZT, a variavel £/

representa
o nimero de filhos (que estard na (t+1)-ésima geragao) do i-ésimo homem da
t-ésima geracao. Z; ¢ o nimero de pessoas da t-ésima geracao, e cada membro
da t-ésima geracao gera independentemente um niimero de filhos identicamente

distribuidos [17,19].

.t
N\
® \. 3

Figura 3.1: Grafo gerado através do processo de ramificacdao, no qual sao
revelados os niimeros de filhos Z; das geragoes t = 0,t =1,t =2 et = 3.

=

N

w

Para efeito de informacao, também podemos definir o modelo através de
uma abordagem mais préoxima da Fisica Estatistica. Nesse caso, as arvores
simplesmente geradas tem como parametros uma sequéncia de pesos nao
negativos (W, )m=1, denominados pesos de ramificagao. Os pesos w,, podem ser
relacionados com as probabilidades P(&f = k) e sdo definidos por uma medida

sobre o conjunto de arvores I' com m arestas por

P.(T)=2, [] wow TeTn, (3-2)
veV (T)/{r}

na qual o(v) é o grau do vértice v e Z,, é a constante de normalizagao
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Zn= 2 ] wew (3-3)

Teln veV (T)/{r}

geralmente referida como a fungao de particao de volume finito. Também ¢ til

definir as fungoes geradoras de probabilidade

a0
ZQ) =D, ZmC™, (3-4)
m=1
que é denominada como a grande funcao de parti¢ao canonica com fugacidade
(. E

9(2) = D wpar2™ (3-5)

Como pode ser visto em [20], as duas ultimas fungdes geradoras podem ser

relacionadas por

Z(¢) = ¢9(Z(Q))- (3-6)

Contudo, vamos prosseguir nossos estudos na proxima secao através da
defini¢ao dada por (3-1).

3.2.1
Abordagem intuitiva do processo de ramificacao

Agora vamos dar uma perspectiva intuitiva do processo de ramificacao e
na proxima secao abordaremos o processo com calculos mais rigorosos.

O problema que Galton primeiramente propds foi encontrar a
probabilidade de extincao do processo de ramificacao. Ou seja, dado um
valor esperado de filhos p para o processo, vamos buscar a probabilidade do
namero de filhos ser nulo em uma geracao t > 0 (P(Z;, = 0)). Considerando
a defini¢do do processo de ramificagao (3-1), por (2-6) e (2-12) do capitulo 2,
encontramos G¢(z) = Y. 2"P(Z; = n) como a fungao geradora de probabilidade

de na geracao t se ter n filhos. Logo,
P(Z; = 0) = G4(0). (3-7)

Agora, chamando 7, := P(Z; = 0), sabemos que m; < 1. E como Z; =0
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Figura 3.2: Comportamento da fun¢io geradora de probabilidade G(z) quando
w<1.

implica que Z;.; = 0, temos que m < 7. Portanto, a sequéncia {m}; é

monotona e limitada. Entao,

lim 7, = 7. (3-8)

t—o0

Utilizando (2-12) podemos concluir que

GA(0) = G(mie) = (3-9)

E tomando t — o0, encontramos a importante relacao devido a continuidade
de Gy(2):

G(m) = . (3-10)

Os graficos das figuras 3.2, 3.3 e 3.4 foram construidos observando no
capitulo anterior as propriedades (i)-(iv) das fun¢oes geradoras e considerando

o resultado (3-10). Na figura 3.2, podemos observar o comportamento da
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fungao geradora de probabilidades G(z) para o processo de ramificacao, no
caso 1 < 1 (caso subcritico). Uma vez que a curvatura da funcdo G(z) no
ponto 1 é G'(1) = u, P(( > 0) < 1e G(1) = 1, concluimos que G(z) intercepta
somente uma vez a curva y = x. Entao, podemos afirmar que a probabilidade

de extincao para p <1 ém = 1.

Figura 3.3: Comportamento da fun¢ao geradora de probabilidade G(z) quando
w>1.

Para p = 1 (caso critico), o grafico é similar a figura 3.2 e temos a mesma
conclusao: a probabilidade de extincao ¢ m = 1. Contudo, vamos ainda derivar
um resultado interessante para esse caso: a probabilidade do ntimero de filhos

ser maior que 0 quando t — o, isto ¢, lim;_,, P(Z; > 0). E facil concluir que

P(Z, > 0) = 1 — G4(0). (3-11)

Utilizando a seguinte relacao para a fungao geradora [18§],

1— ét(z) 1 i S %G"(l)t +o(t) (3-12)

em z = 0 e substituindo G4(0) = ﬁ em (3-11), obtemos
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P(Z, > 0) ~

G”?O)t quando t — o0. (3-13)

Retornando ao estudo do comportamento comparativo de G(z),
apresentamos na figura 3.3 o comportamento da funcao geradora para o
caso p > 1. Observando novamente no capitulo anterior as propriedades
(i)-(iv) das funcoes geradoras, comcluimos que a curva G(z) intercepta duas
vezes a reta y = x. Logo, ignorando a solucao trivial, podemos concluir que

m < 1 & a probabilidade do processo de ramificacao ser extinto.

F
(1-m)

Subcritico

Supercritico

Figura 3.4: Probabilidade de extincao em funcao de pu.

Também podemos ver na figura 3.4 que o processo de ramificacao
apresenta uma transicao de fase em p = 1. Para p < 1 o processo se extingue
com probabilidade 1. Enquanto para g > 1 ele sobrevive com probabilidade
(1 —m).

3.2.2
Propriedades Tipicas de um Processo de Ramificacio

Vamos agora realizar uma abordagem mais rigorosa para obtermos
algumas propriedades interessantes do processo de ramificacdo, As ideias das
provas sao inspiradas nas notas de aula do Professor Dr. Roberto Imbuzeiro,

que podem ser encontradas em [21].
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Lema 3.2.1 Seja ¥y = o(& 1 i > 1,1 < s <t) e u=E(&) € (0,00). Entao

Zi/pt é um martingal em relagio a 3.

Prova. Temos que Z; é mensuravel em relacao a X, ou seja, Z; € ;. Entao,

E(Zi11|%0) Z T nasce) Z P(¢=k+1), (3-14)

s=|t]

11 77

na qual ) _|1| Tepresenta a soma sobre todos os filhos nascidos na geracao

t. Ainda podemos escrever

Z P>k+1) = E (Z ]1{£>k+1}> =E() =n (3-15)

k=0

Por (3-1), também podemos concluir que

Z ]l{s nasce} — Zt' (3'16)

s=|t|

Logo,

E(Zt+1|2t) = ILLZt (3-17)

O resultado obtido é devido a independéncia das variaveis £ em relacao

aos valores da sequéncia Z1, Zs, ..., Z;. Resultado que nos possibilita facilmente

reconhecer que o processo Z = (Z; : t = 0) é uma cadeia de Markov [17].
Finalmente, dividindo ambos os lados da equacao por uf*!, e definindo
M, := Z;/ut, obtemos o resultado desejado:
E(M;1]%;) = M,. (3-18)
|

O resultado (3-17) é intuitivamente trivial, pois cada um dos Z; pais da
t-ésima geracdo tem em média um ndmero p de filhos. Agora vamos obter

algumas propriedades dos possiveis valores de pu.
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Caso subcritico (p < 1)

Teorema 3.2.2 Se u < 1, entao Z; = 0 para todo t suficientemente grande.

Prova. Vamos primeiramente encontrar o valor esperado de M; e dai obtermos
o valor esperado de Z;. Entao, temos que E(Z,/u') = E(Z,) = 1, utilizando
na ultima passagem o Teorema da Amostragem Opcional [16]. Portanto,
E(Z,) = p'. Temos que Z; = 1 no subconjunto {Z; > 0}, lembrando que
pela definigao (3-1) Z; s6 toma valores inteiros. Entdo, encontramos a seguinte

inequagao
P(Z,>0)=P(Z > 1) <E(Z|Z, > 0) = E(Z) = 1", (3-19)

obtida através da aplicacdo da desigualdade de Markov [16]. Finalmente,

1t — 0 exponencialmente quando t — o0, se pu < 1. [

Caso critico (u = 1)
Teorema 3.2.3 Se p = 1 e P(§ = 1) < 1, entao Z; = 0 para todo t

suficientemente grande.

Prova. Pela definicdo do modelo (3-1), Z; s6 admite valores inteiros e nao
negativos. Dado que p = 1, podemos utilizar o Teorema da Convergéncia de
Martingais para concluir que Z; converge quase certamente (q.c.) a Zy, quando
t — oo [16]. Por conseguinte, Zy, € Z* quase certamente, pois Z; € Z*. Entao,
deduzimos até aqui que P(In e Z*,Ito e NVt > to; Z; = n) = 1.

Definimos ¥, 1 = 0(§f : i > 1,1 < s <t —1), que é a o-algebra que nos

diz quantos nascimentos houve até a (t — 1)-ésima geracdo. Entdo, temos que

P(Zt = n|2t,1) < P(Zt #* O|2t,1) =1- P(Zt = 0|2t71)- (3-20)
Para calcularmos P(Z; = 0[3;_1), vamos expressar o evento

{Z, =0} = ﬂ ({s nao nasce} U{s nasce e §; = 0}) , (3-21)

[s]|=t—1

33}
1

no qual ﬂ\s\:tq denota a uniao de todos os filhos nascidos na t — 1-ésima

geragao. Através de fungoes indicadoras, chamamos E; 1= T nasce} 0 €vento

[13ph]

em que “s” nasce, portanto

Lizmop = || (0= B+ Eo - Tgesmg). (3-22)

[s|=t—1
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Entao,
P(Z, =0S)=E| [] @-Ei+E Lg—g)| S |. (3-23)
[s|=t—1

Agora fazemos {s;};°, a enumeragao de {s € N: |s| =t — 1}, e escrevemos

I
[] A-E.+E - 1eg) H 1—E, + B, L) (3-24)

[s|=t—1

Sabemos que []_, (1—E,, +E,, T(es—0}) < 1, entdo podemos utilizar o Teorema

da Convergéncia Dominada [16] para obtermos

1
P(Z, = 0[%1) = lim E (H(n — By, + B, - Ligs_gy)

i=1

2“) . (3-25)

Para expandir o termo do produtério em (3-25), podemos utilizar a

formula da Analise Combinatoéria [20],

oo s () e

JE[I] \ €] ke[I\j

no qual j é o conjunto dos indices em que decidimos tomar o termo b; do
produto, e o complementar dele, k € [I]\j, é o conjunto dos indices em que

decidimos tomar o termo a; do produto. E como E,, é ¥, ;-mensurével, temos

ztl) -

E| ) (H E) ) [ tie-o

J<[I 1€] ke[I\j 1€]

= (ﬂ E) [l a-£y (H Ligz—oy
ke[I]\j

JE[I €] €7

que para o valor esperado

1
E (H(]l — By + B, Lig-y)

=1

2

E“) . (3-27)

Por definicao, as v.a. £ sao ii.d. e, por conseguinte, sao também

independentes da o-algebra ;_;. Portanto,
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E <]_[ Lie; oy

€]

ELQ=E<HLQm>=ﬂP@=m=P@=m%w&

€] i€J

Na qual |j| é a cardinalidade do conjunto j. Substituindo o resultado de (3-28)

m (3-27), e utilizando novamente a expansao (3-26), concluimos que

3 () (] 0 T =0-

€] ke[I\j €]

= ﬁ(l - Esi + E«Si ’ P(gf = 0))

i=1
1
=HP@=®%
i=1
— (Pl = 0))== P (3-29)

Por fim, substituindo o resultado (3-29) em (3-25), e lembrando que

{s;} é a enumeracao de todos que nascem na (¢t — 1)-ésima geracao, obtemos

P(Zy = 0)|%-1) = }LI& (P({": = 0))21:1]551-

— (P(gt _ O))27=1 Es;
= (P(¢t = 0))Z|sﬂl{s nasce}
= (P&l =0))"". (3-30)

E substituido o resultado (3-30) na inequacdo (3-20), temos o seguinte

resultado que nos sera util mais a frente:

P(Z, =n|% 1) <1— (P =0)7"". (3-31)

Agora vamos definir o evento

B, = ﬁ{ztoﬂ — n}. (3-32)

Fixados ty e n, P(E,,) nos da a probabilidade de na geracdo t, o nimero de

pessoas ser igual a n, e disso acontecer mais m vezes em sequéncia.
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Podemos também escrever o evento F,, em funcao de F,,_1,

Ep = Ep i [ {Ztg11 = 1}, (3-33)

e, portanto, obtém-se a igualdade abaixo condicionando £, & ¥4 ;1. Logo,

podemos expressar a probabilidade P(F,,) como

P(E,) = B(Ls, 1z, ) = B(lp, , - P(Zipri = nfSpair)). (3:34)

Finalmente, utilizando a inequacao (3-31), temos o seguinte resultado

P(En) <E(lp, (1 - (P(§ = 0))70r). (3-35)

Podemos observar que em F,,_; temos Z;,,;—1 = n. Portanto, a tultima

expressao toma a forma

P(En) <E(lg, ,(1— (P& =0))"). (3-36)

)

Como FE,, é uma sucessao decrescente de eventos, e considerando a
inequacao (3-36), concluimos que a probabilidade P(E,,) — 0 quando m — co.
Isto é, P((,en{Ztox1 = n}) = 0 para qualquer n # 0. E ja sabemos que

Z, 15 7. Logo, Zy4 = 0 quase certamente. [ |

Caso supercritico (p > 1)

Teorema 3.2.4 Se 1> 1, entdo P(Z, > 0;Vt) > 0.

Prova. Vamos comegar a demonstracao provando o seguinte teorema que nos

sera ntil mais adiante:

Teorema 3.2.5 Sejam & wvaridveis aleatdrias i.i.d. com E(|¢!]) < 4oo,
E(&) > 1, e definimos S; = S; 1+ &, So =1 . Entao, P(S; > 0;Vie N) > 0.

Prova. Primeiramente, vamos definir o evento

E = {Sz > —Z7V’l € Z+}, (3—37)

e calcular o seguinte limite lim;_,, P(E)).


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313016/CA


PUC-RIo - Certificagéo Digital N° 1313016/CA

Dimensado espectral em arvores aleatdrias com aplicacdes na fisica estatistica e
gravitacdo quantica 30

E facil observar que E; € Ej;.1. Entdo, como consequéncia indireta da

defini¢ao de medida (2-3), escrevemos

lim P(E,) = (U El> ~P@3leN,Vie N;S; > —1) (3-38)

leN
> P(O conjunto {S, }nen ter nimero finitos de termos:= C,, < 0) = 1.
(3-39)

O resultado da inequacao (3-39) foi obtido ao observarmos que, utilizando
a Lei dos Grandes Nameros [16], 2 X% E[¢!] > 0 quando i — o0. Logo,

> BED -,

podemos afirmar que q.c. 3i, € N, tal que para todo 7 > 1, temos
Em particular, 3i, € N, tal que para todo ¢ > i, temos S; > 0. Logo P(C’ ) =1

Como E(¢!) > 0, e consequentemente P(¢! > 0) > 0. Entao podemos
concluir que 37 > 0 tal que P(&! > 7) > 0. Também podemos observar que o

evento

{Sz > OyszN} = {fi > T, gé > T, "'7§:n > T, SZ > OaVZ7m € N}

(fjl{g;; > T}> ﬂ{<1 +J %ft) —Tm;Vn = m + 1}.

(3-40)

U

Considerando as consequéncias do resultado (3-39), podemos afirmar que
dlyp € N tal que P(S; > —lyp;Vi e N) = 1/2. Por fim, escolhendo um tm > I,

observando que as v.a. & sdo i.i.d. e utilizando (3-40), temos que

P(S; > 0;Vi e N) <H{§k>7}> <<1+ Zn: §t> —Tm;Vn = m+1>

j=m+1

> (P& >7)" - P(S; > —lp; Vie N) > 0. (3-41)

|

Antes de continuarmos com a demonstracdo, vamos introduzir

brevemente uma ferramenta utilizada na Teoria dos Grafos: busca em
profundidade.

Busca em profundidade é um algoritmo utilizado para buscar estrutura

de dados em grafos. O processo se inicia na raiz de um grafo e se aprofunda

cada vez mais, até que ele se depare com um vértice que nao possui filhos.

Entao a busca retrocede e comeca no proximo vértice em que os filhos nao
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foram visitados. Numa implementacao nao-recursiva, que serd o nosso caso,
todos os vértices visitados sao adicionados a um conjunto somente uma vez.
Tal conjunto nos dara o ntimero de vértices no grafo.

O algoritmo que utilizaremos tem a seguinte configuracao: % < V
¢ o conjunto de vértices ja visitados pela busca até o tempo ¢, de modo
que V é o conjunto de vértices da arvore. A; é uma lista ordenada de
vértices que ainda tem filhos ndo visitados. Portanto, dados % = {vy,...,v.} e
Ay = (aq,...,a;_1,b;), no qual by é o vértice que é visitado no tempo ¢, fazemos

o seguinte procedimento:

(I) se Ay = J, o processo se encerra,;

(IT) caso contrério, remova {b;} do conjunto A; e o adicione ao conjunto
Y, ou seja, Y1 = Y J{b}. Também adicione o conjunto dos filhos
de {b;}, {filhos de b;} := {f1,..., fr}, ao conjunto A;. Logo, A;11 =

(CLl, ey apq, fl; ceey fk)

Vamos agora analisar um exemplo para ilustrar a técnica:
Exemplo: Dada a arvore (nao aleatoria) da figura 3.5, definindo L1 como
uma sequéncia vazia, o algoritmo realizara o processo de busca resultando nos

seguintes conjuntos a cada passo do tempo t:

200

Figura 3.5: Grafo com vértices V' = {0, 1, 2,00, 01, 20, 200}
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b = U Ap = (1)
by =0 A =1(2,1,0)
by = 00 Ay = (2,1,01,00)
bs = 01 Az =(2,1,01)
by =1 Ay =(2,1)
bs = 2 As = (2)
b = 20 Ag = (20)
bz =200 A7 = (D)

Podemos observar que a cardinalidade do conjunto {fi, ..., fr.} € 0o nimero
de filhos de {b;}, ou seja, é a v.a. que define quantos filhos tem o vértice b;.
Definindo a v.a. Fy, := [{f1, ..., fx}|, e considerando o caso (I1) do algoritmo,
podemos afirmar que, para t > 1, |4y =1 + Zf;é (Fp, — 1).

Para a sequéncia de nossa prova, utilizaremos o seguinte teorema:

Teorema 3.2.6 Seja {,}nen uma sequéncia de v.a. independentes, tal que
&t Q> N, e ¥ sao conjuntos de v.a., t € Z*, tal que Ey : Q — R(N). Suponha
que, YVt € N e VG4, ...,Gy € N, o evento ﬂﬁzo{”i/i =Gitea(§ :ne U';:O Gi).

Entao,

{fn}neN/ULOGi MizolEi=Gi} — diSt{gn}neN/UfzoGi' (3'42)

7 exprime a condicionalidade das v.a. e “dist{X,}”

No teorema, o simbolo “|
representa a distribuicao da sequéncia de v.a. X,,.

Por indugao, podemos afirmar que A; é fungao de 7, ..., 7% e de F;,, tal
que i < t— 1. Ou seja, Ay = A%, ..., %, F},), Vi <t —1. Da defini¢do do
algoritmo sabemos que b; é funcao de A;, entdo temos que ¥, = {by,..., b}
Também podemos observar que o conjunto (%);io satisfaz a condicao do
Teorema 3.2.6, e ainda podemos afirmar que para a sequéncia de v.a. temos
que {F,}acz+ = {&i}nen. Portanto, podemos concluir que Fj, é independente
da sequéncia (”//t)';zo e, como a independéncia prevalece depois de tomarmos
uma fun¢do da sequéncia [16], também concluimos que Fj, é independente de
(Ao

Em suma, temos que (|A;|),_, = dist (1 + e (- 1)):0 - na qual
(t—1) Ao =min(t — 1, a), a sequéncia {F;}, de variaveis aleatorias ¢ i.i.d.
com distribuigo F e o = inf{s|1 + >, (F; — 1) = 0}. Portanto, sabendo que
(F;—1)saoiid., E(F;—1) < E(|F|)+1 <weE(F;—1) = pu—1 > 0, podemos
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utilizar o Teorema 3.2.5 para concluir que P(Vi e N;1+ >, (F; — 1) > 0) > 0.
Logo, existe uma probabilidade positiva do processo nunca se encerrar, ou seja,
P(Z, > 0;Vt) > 0. |

3.3
Processo de ramificacdo condicionado

Além das propriedades demonstradas, existem ainda muitas outras
caracteristicas do modelo de Galton-Watson que podem ser abordadas. Vamos
nos atentar nesta secao a condicao de nao extincao que produz algumas
propriedades interessantes desse modelo.

Vamos denotar por n a soma de todos os filhos de um processo de
ramificacao, ou seja, n = Z;io Z;. Também vamos denotar por 7' = min{t >
1: Z; = 0} a condigao da extingao acontecer somente depois de uma geracao
t |22]. Quando fazemos n — o0 ou T' — 0, é possivel demonstrar que, para uma
arvore de Galton-Watson critica (1 = 1), produzimos os mesmos resutados
em relacao as propriedade obtidas por esse modelo. O limite n — oo para
n = Zi’i o Z: € importante porque corresponde ao limite termodinamico da
Fisica Estatistica.

Uma propriedade interessante produzida pelo modelo ¢ que a arvore
gerada tem um caminho infinito tnico denominado espinha. No modelo
proposto em [23]| é possivel derivar uma arvore infinita 7 de uma arvore T’
de Galton-Watson critica condicionada através do item (i) e (ii) da seguinte

proposicao:
Preposicao 3.3.1 Seja P(Z;, =0) <1 e p < 1. Entao,
(i) dist(T|Z; > 0) — dist(r) quando t — oo

(i) T quase certamente contém um caminho infinito unico (r, sy, s, ...), tal

que Spo1 € um filho de sy, para todo h = 0,1,2....

(111) Seja sy, a espinha infinita de T derivada por condicionar T & nao extingao.
Parai=0,1..., seja " a drvore derivada da subdrvore de T com raiz s;
na floresta aleatora obtida de T excluindo cada aresta ao longo da espinha,
e seja si11 0 j-ésimo filho de s;. Entdo, as drvores /%, i = 0,1, ..., sao

independentes e quase certamente finitas com a mesma distribuicdo.

As arvores finitas 7% ligadas & espinha tem distribuicdo igual entre si e
diferente da distribuicao da arvore gerada. No proximo capitulo, vamos utilizar
essas propriedades para obter informagoes quantitativas de um ensemble de

arvores caracterizadas por esse modelo.
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4
Dimensao espectral de arvores com uma espinha infinita

Um conceito interessante que caracteriza as arvores aleatorias é a
dimensao espectral dg [24,25]. De um modo intuitivo, a dimensao espectral
corresponde a dimensao que o passeio “percebe” em um processo difusivo. Este

observavel foi inspirado no comportamento do nicleo da equagao do calor,

oK,
M = Ath(x,y), (4_1)
ot
com a condi¢ao inicial
ity K2, ) = 8(z = ). (4-2)
O nicleo
1
K(z,y) = ~l—yl/at (4-3)

(drtyiz P

é a densidade de probabilidade para a difusao do ponto x até y em um tempo
difusivo ¢ [8]. Ainda podemos representar K;(x,y) em funcao dos autovalores

An e autovetores ¢, (y) do operador A, através da expressao

0

Z 7)\nt¢n n( ) (4'4)

E definimos a funcao da densidade de probababilidade de retorno no tempo de

difusao t, chamada de diagonal, por:

VdeKy(z, x)

e

(4-5)

normalizada pelo volume V' = {dz. Por fim, colocando P(t) em fungio dos

autovalores, (4-5) toma a forma
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S et
P(t)y==—+—. 4-6

(1) = 22 (1-6)

E possivel concluir da equacdo (4-6) que somente autovalores da
ordem A, < 1/t contribuem significativamente para a funcio densidade de

probabilidade de retorno. De (4-3) se obtém diretamente que

1

Ki(w,z) ~ P(t) ~ -5

, quando t — 0. (4-7)

7

Na qual “~” ¢é utilizado de modo que represente que os dois lados sao
assintoticamente iguais. Essa definicao ficara mais clara com a definicdo mais
rigorosa de dimensao na préxima secao.

Portanto, a dimensao espectral ds nos permite extrair informacoes sobre
o comportamento da funcao densidade de probabilidade de retorno em relacao

ao tempo difusivo, quando ¢ — c0. Entdo, definimos para o espaco R?

P(t) , quando t — co. (4-8)

~ tds/2
Trivialmente, d; = d para o espaco Euclidiano R?, como mostrado acima.
Outro importante conceito de dimensionalidade de uma arvore aleatoria
¢ a dimensao de Hausdorff ou dimensao fractal d, [26]. Seja uma bola Zr de
raio R, |%r| ¢ o namero de arestas da arvore dentro da bola centrada na raiz

r. Entdo, o crescimento de | #g| é determinado por

|Br| ~ R*" | quando R — 0. (4-9)

A dimensao espectral e a dimensao de Hausdorff serdao definidas de

maneira mais rigorosa na proxima secao.

4.1
Arvores com espinha infinita: dimensao de bola e dimensio de casca

As demonstracoes e definigoes das proximas secoes foram fortemente
baseadas no trabalho de Zohren e Stefansson, e podem ser encontradas em [26].
Um ensemble de arvores aleatérias é um conjunto de arvores aleatorias
com uma medida de probabilidade associada a elas. Nesse capitulo, nos
estudaremos uma classe de Aarvores infinitas e enraizadas, as quais tem a

seguinte propriedade: existe um caminho, que é unico e irretornavel, que
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parte da raiz até o infinito, ou seja, a “espinha’. Portanto, esse ensemble é
caracterizado pela distribuicao dos ramos finitos que sao ligados a espinha
das arvores [26]. A motivagdo para estudar essas arvores sao os processos de
Galton-Watson condicionados

Primeiramente, vamos denotar por I' o conjunto de todas as &arvores
planares, enraizadas e localmente finitas. Convencionamos que a raiz tenha
valéncia igual a um, porém os resultados da analise que faremos é independente
dessa escolha. Denotamos também I” como o conjunto de arvores finitas e
['® como o conjunto de arvores infinitas. Em especial, denotamos o conjunto
I'$ = I'® como o conjunto das arvores que tem um caminho tinico e irretornavel
da raiz até o infinito, ou seja, arvores com o que denominamos de espinha. Dai
temos que I' =T u I'®.

Os elementos do conjunto I sao chamados de Ty, 75, ..., etc. J4 para
os elementos do conjunto I'”, chamamos seus elementos de 7,7y, ..., e assim
por diante. Ainda denotamos a raiz da arvore, chamando esse vértice de r.
Logo, como convencionado anteriormente, o(r) = 1. Os vértices que compdoem
a espinha sao denotados por sq, s, s3, ..., a partir da raiz r.

Um conceito importante utilizado neste capitulo é a “bola” %Br < 7 de
raio R ao redor da raiz, para um dado 7 < T (figura 4.1). Temos entdo que %r
é um subgrafo de 7 medido através dos vértices que tém uma distancia da raiz
menor ou igual a R. Outro conceito que vamos utilizar ¢ a denominada “casca”
Br < T (figura 4.1). A casca %r denota o subgrafo que é composto pela
uniao da espinha a partir do vértice r até sg, e todas as arvores finitas ligadas
4 espinha. Considerando a definicao de casca e bola, e também observando a
figura 4.1, podemos facilmente concluir que B < %y < I.

Na secao anterior, nos introduzimos o conceito de dimensao de Hausdorff.
Vamos dar agora uma defini¢ao mais rigorosa: dado um ensemble de arvores
aleatorias (I',P), na qual o conjunto de arvores I' tém uma medidade de
probabilidade P, a dimensao de Hausdorff descreve o crescimento da bola
de raio R associada a esse ensemble. Pode-se definir a dimensao de Hausdorff

formalmente como

dh = lim —log |%R|

4-10
R— log R ( )

Na sequéncia desse capitulo, nés consideramos o seguinte critério para a

existéncia de dj: existe um Ry > 0 tal que para R > Ry

R™[(R) < |Bgr| < R™Iy(R), (4-11)
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na qual [1(R) e ls(R) sao fungdes que variam lentamente quando R — oo.
Em [27] podemos encontrar diversas caracteristicas de fung¢oes que variam

lentamente, tal qual, para A\ > 0,

. LO\R)
éﬂom =1 (4-12)

e que, portanto, (4-11) implica (4-10).

S1

Figura 4.1: Arvore com uma espinha infinita que comeca na raiz r e indexada
com os vértices si, So.... As linhas pontilhadas sao as ilustracoes da bola A
e da casca ZBp sobre a arvore. A bola %y é a subarvore contendo todas as
arestas dentro do raio R. Os ramos do vértice s; sao denominados de o/%. A
casca ABr é composta por todos os ramos o/* e todos os vértices s; da espinha
até s, incluindo a raiz r.

Se para um ensemble de arvores aleatoérias, a Eq. (4-10) se mantém
para P-quase todo 7 € I', entdao n6s chamamos d;, de “quenched Hausdorff
dimension”. Também se pode definir o “annealed Hausdorff dimension” através

do tamanho esperado da bola de raio R

log E
dyy = lim 8 ER(Zr])

4-1
R—w log R (4-13)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313016/CA


PUC-RIo - Certificagéo Digital N° 1313016/CA

Dimensado espectral em arvores aleatdrias com aplicacdes na fisica estatistica e
gravitacdo quantica 38

Analogamente, no6s definimos o “quenched hull dimension”, se para

quase-P todo 7 € I’

_ 1 7
d = lim 0817kl

4-14
k- log R (4-14)

Na qual a existéncia também é fornecida através da inequagao (4-11), analoga
a dimensdo de Hausdorff. Ja sabemos que %Br < %Br, logo é facil concluir que
dy, < dp.

4.2
Passeio aleatério em arvores e dimensdo espectral

Para nosso estudo dos modelos de crescimento de arvores aleatorias a
seguir, nés consideraremos passeios aleatorios simples e em tempos discretos.
Em cada passo de tempo discreto, pula-se para o vértice mais proximo com
probabilidade uniforme. Entao, para um dado 7 < I', n6s denotamos por 2,
o conjunto dos passeios finitos em 7. O comprimento de um caminho w € 2,
¢ denotado por |w|. Para t < |w|, w(t) nos informa em qual vértice do grafo
o passeio esta localizado apds um tempo t. Agora nés formularemos a funcao
geradora para a probabilidade de retorno de passeios aleatorios em uma dada
arvore T.

Uma ferramenta importante, que nos da informacoes quantitivas sobre a
propriedades de uma arvore, é a funcao geradora de probabilidades do primeiro

retorno a raiz r. Essa funcdo ¢ dada por [8]:

Pz) =Y > P({wt) =rw(0) =rw) #r,0 <t <t})(1 - z)k-15)

t=0 weQ,:|w|=t

Na qual fizemos a conveniente substituicao de variavel P,(z) — P,(z), de modo
que z2 = 1 —x, pois os caminhos |w| de comprimento impar tem probabilidade
0.

Ja a probabilidade de todos os retornos a um ponto inicial é dada pela

seguinte fun¢ao geradora

M

Q(x) =2 D, Pr{wt)=rlw0) =r})(1 ).

=0 weQ;:|w|=t

(4-16)

Podemos decompor um passeio que volta ao ponto inicial em funcao

do primeiro retorno, do segundo retorno, e assim por diante. Logo, podemos
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relacionar as duas fung¢oes geradores (primeiro retorno e todos os retornos)

através da seguinte equacao:

Q@) = Y ()" = T (117

A fungdo geradora de probabilidade Q.(z) possui em si todas as
informacgoes do comportamento assintotico da probabilidade de retorno. E
através dela podemos extrair a dimensao espectral da arvore. Isto vem do
fato que @, (x) diverge quando x — 0. Através do teorema Tauberiano 28] e

considerando (4-8) , temos

P(z) ~t7 %" o Q.(z) ~ x 1742, (4-18)

Em especial, para um dado 7 € I', nés defimos a dimensao espectral como

segue:

dy =2 (1 + lim M) : (4-19)

x—0 log x

fornecido que @, (z) diverge quando = — 0. Assim como para a dimensdo de
Hausdorff, n6s também consideramos o seguinte critério para a existéncia de

ds: existe um xq € (0,1), tal que para x < zg

T2 (1) < Qi(z) < a7y (1), (4-20)

na qual [;(x) e l3(x) sdo funcdes que variam lentamente em torno de z = 0.
Se a inequacdo (4-20) é satisfeita para P-quase todas as arvores 7 € I' de

um ensemble (I', P), entdao nos dizemos que ele tem uma “quenched spectral

dimension”. Além disso, nos definimos a “annealed spectral dimension” dg

através de

d, =2 (1 + Tim %8 EP(QT(:C))) , (4-21)

z—0 log x

analoga a dimensao de Hausdorff.
Antes de obtermos algumas propriedades do modelo de arvores definidas

anteriormente, vamos dar um exemplo simples da aplicacao das técnicas
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citadas.

Exemplo: Tomemos uma arvore nao aleatoéria consistindo de uma tnica
espinha infinita, a qual nés denominaremos de .. Deste modo, esperamos
que (trivialmente) |%r| = |%r| = R, e d;, = d, = 1. Para obtermos a
funcao geradora de probabilidade do primeiro retorno, é suficiente notar que
o passeio aleatoério parte da raiz com probabilidade 1. Dai, no vértice sq, o
passeio retorna a raiz com probabilidade 1/2, ou faz uma excursao pelo lado
direito da arvore até o primeiro retorno a s; (também com probabilidade 1/2).
Entdo, novamente, com probabilidade 1/2 retorna a raiz, ou faz outro passeio
pelo lado direito da arvore com probailidade 1/2, e assim por diante. Entao,

obtemos a seguinte funcao geradora de probababilidade

Pya) = S(1—2) Y (%Py(x))n - (4.2

Colocando Py (x) em evidéncia em (4-22), temos

Py(r) =1- v, (4-23)

e utilizando (4-18),

Q- () = 7 (4-24)

Por fim, substituindo o resultado (4-24) em (4-19), encontramos que

log (%ﬁ)
do=2 [ 1+ lim —"2

=1 4-25
z—0 log(x) ’ ( )

como era esperado.

4.3
Relacdo entre dimensdo de Hausdorff e dimensao espectral

A partir dessa secao vamos aplicar as técnicas apresentadas e obter
a dimensao espectral de &arvores genéricas. Primeiramente, vamos provar
o teorema 4.3.1 que relaciona dimensao de Hausdorff e a “quenched hull
dimension” com a dimensao espectral. Essa demonstracao se dard em duas

partes:
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(I) Nessa primeira etapa, provaremos dois lemas obtidos em [12] que
combinados e aplicados a @, (x) nos fornecerao o limite superior para a

dimensao espectral;

(IT) Na segunda etapa, exploraremos um teorema demonstrado em [12] que

aplicado a @,(x) nos fornecera o limite inferior da dimensao espectral.

Segue o teorema [26]:

Teorema 4.3.1 Para qualquer drvore 7 € I'S com uma unica espinha infinita,

na qual dg, dj, e dy, existem, a sequinte relacdo é vdlida:

2dp, <d < 2dh7 .
1 +dy, 1 +dy

(4-26)

4.3.1
Limite superior para a dimensio espectral

Primeiramente, vamos derivar uma importante férmula recursiva [12],
analoga & equagao (4-22): seja 7 € T’ e 1 o vértice vizinho da raiz. Definimos
T1, To,...,Tk COMO as subarvores de T que interceptam a aresta (r, $1) em sy, ou
seja, sao os ramos de s;. Podemos decompor os passeios aleatorios que partem
da raiz e voltam através da sequéncia de excursoes em diferentes ramos 7; da

arvore 7. Assim, nés encontramos funcao geradora

1—
Py(z) = — (4-27)
k+1-— Zz’:l Pﬂ:
a qual sera utilizada para provar os seguintes lemas [12]:
Lema 4.3.2 Para todas as drvores finitas T € IV, temos que
Pr(z)=1—|T|x. (4-28)

Prova. Sejam Ty, Ts,..., T,,_1 as arvores ligadas ao vértice v de T' (v é o vértice

mais proximo da raiz). Entao, utilizando a equagao (4-27), obtemos

Pr(z) = -z (4-29)

n— Z?;ll Pr, (ZL”)
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A funcao geradora do primeiro retorno a raiz de uma &arvore consistindo de
uma tnica aresta ¢ 1 —z. Dai, por indugao em |T'|, obtemos o resultado (4-28).
[ |

Lema 4.3.3 Para toda drvore T e I'§ e R > 1, temos que

Pz)>1— % .yl (4-30)

Prova.
Primeiramente, vamos provar o seguinte argumento indutivo: dada a

inequagao

PR(z) > 1— % —aR— Y (1- Pr(x)), (4-31)

TcT

na qual Pf(z) é fungio geradora de probabilidade de retorno que contribui
para P.(z) com os passeios que nao visitam o vértice sgy1 da espinha, isto,
¢ passeios restritos aos primeiros R vértices e os ramos ligados a eles. ng
denota a soma sobre todos os ramos finitos 7" de 7 ligados aos vértices da
espinha a uma distancia < R da raiz.

A inequagao (4-31) vale para R = 1, uma vez que o lado direito nao é

positivo. Para R > 2, utilizando a Eq. (4-27), temos que

l—x
R - S ) .

Na qual n = o(s;) é a ordem do vértice s, e Ty, T,..., T, denotam os ramos
finitos ligados ao vértice s;. 71 € o ramo infinito ligado a s;, ou seja, a subarvore
cuja raiz é si, contendo sy e todos seus descendentes.

Por hipotese de indugao, a inequagao (4-31) vale para R — 1, ou seja,

PR (2) 21— % —e(R-1)= Y (1- Pr(a)). (4-33)

TC’7'1

e podemos reescrever a [q. 4-32 para obtermos a seguinte relagao
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PR(z) = - (431)
L+ (1= P (e)) + 252 (1= Pr(2))
Considerando (4-33), temos
R 11—z
P > - (4-35)
L+ 5 + (B =1) + 2p (1 = Pr(x))
R—1 1—
> * (4-36)

R 1+2(R—1)+ Y7, (1 - Pr(z))

> (1 - %) (1—2z) <1 —z(R—-1)- > (1— PT(a:))> (4-37)

Tcr
1 R
>1- 45— Ro— ;Tu — Pp(z)) (4-38)

Observando que P, (x) > PA(x), Y& (1-Pr(x) = X8, (0(s) ~ 2) (1 - Pyi(a))
e |Br| = 21 |/ + R, na qual /¢ denota a unido dos vértices s; e as arvores
finitas ligadas a eles. Por ultimo, utilizando o lema 4-28 completamos a prova.

Quando assumimos a existéncia das dimensoes, estamos assumindo os
critérios (4-11) e (4-20). Dai, utilizando o lema (4.3.3) e a relacao (4-18), temos

que

R
(2) = d . 4-39
Escolhendo R = |z~ /(14| obtemos
x—l/(1+Jh)
()=t 4-40

Fornecido que d; existe e, portanto, considerando a defini¢ao de dg em (4-19)

e do fato que dj, > 1, encontramos

dy < ——. (4-41)
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4.3.2
Limite inferior para a dimensao espectral

O seguinte lema demonstrado em [12] sera explorado a fim de obtermos

o limite inferior para dimensao espectral:

Lema 4.3.4 Para toda drvore T € I' temos que

2

QT([E) < R + m

(4-42)

Antes de utilizarmos o lema 4.3.4, vamos apenas dar um simples esboco
da prova: basicamente se usa da decomposicao do passeio aleatorio em dois, €24
e €25. €)1 é o conjunto de passeios que nao alcancam mais do que a distancia R
da raiz. Ja {2y é o conjunto de passeios que alcancam mais do que a distancia
R da raiz. Entdo, é possivel mostrar que Q, = Q1 + Q%2 na qual Q' < Re
QS < m. A demonstracao do lema 4.3.4 pode ser encontrada de forma
mais rigorosa em [12].

A fim de provar o limite inferior, observamos que, devido a existéncia
da dimensdo de Hausdorff, temos, da defini¢do (4-11) de Br(R), a relagdo
|#Br(R)| = R™1,(R). Dai, utilizando o lema 4.3.4, encontramos:

Q.(x) < R+ 2 'R\ (R). (4-43)

Escolhendo R = [¢~1/(1%d1)] obtemos:

Q. () < 27V (1 4 ITY(R)). (4-44)

Dado que d; existe, entdo os critérios em (4-20) sdo admitidos. Também

considerando a defini¢do de ds em (4-19) e do fato que dj, > 1, encontramos

2d,

ds = .
1+4d,

(4-45)
m

4.4
Ramos independentes e identicamente distribuidos

Agora vamos estudar o modelo definido no final do capitulo 1, ou seja,

aArvores aleatorias com uma unica espinha infinita, na qual os ramos dos
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diferentes vértices ao longo da espinha sao independentes e identicamente
distribuidos. Lembrando que 7% ¢ a unido dos vértices s; e as arvores finitas
ligadas a eles. Vamos agora definir Z/ o nimero de vértices em &/ a uma
distancia ¢ de s;. Por exemplo, Z} = 1. Além do mais, denotamos por &7’ a
interseccao de 7% com a bola de raio ¢t centrada ao redor de s;. Agora vamos

demonstrar o seguinte teorema [22]:

Teorema 4.4.1 Seja (I',P) um ensemble de drvores aleatorias sobre o con-
junto de drvores com uma tunica espinha infinita TS, e ramos (&)= 4.5.d na

espinha.
(1) Se para € (0,1) e z€ (0,1),
Ep(z7') =1 - (1 —2)L(1 - 2), (4-46)

na qual 1(1 — 2) € uma funcio que varia lentamente quando z — 1.

Entao, se dy, e dg existem, tem-se quase certamente que

2
1+ a

1
dy <= e dy< (4-47)
(0]

(11) Se além disso,

P({Z] > 0}) < (4-48)

)

10

na qual ¢ > 0 € uma constante, entao quase certamente dy, e dy existem e

1 2
dp, = — ds = . 4-49
" a ‘ 1+« ( )
4.4.1
Prova da primeira parte do Teorema 4.4.1
|Br| = S, |/ + R é uma soma de variaveis aleatorias i.i.d. |e/7].

Entdo, podemos facilmente obter o limite da soma |%g| e, assim, encontrar
um limite sobre d;, quase certamente. Para isso, observamos que pelo teorema

Tauberiano [28], (4-46) ¢ equivalente a:

P({|#'| > R}) ~ R™“L(R). (4-50)
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Definimos que “~” significa que o comportamento assintotico da razao
dos dois lados, quando R — oo, tende a 1. Portanto, por (4-50), podemos

afirmar que existe uma fungao que varia lentamente Li(R), tal que

Z P({|«!| > R=Li(R)}) < . (4-51)

E possivel aplicar & tltima equacio o seguinte teorema de Feller [16]:

Teorema 4.4.2 Seja X1, X, ... i.i.d. com E|X | =00, ¢ S, =X + ... + X,,.
Seja a, uma sequéncia de numeros positivos com a,/n crescente. Entdo,
limsup,, o |Sul/an = 0 ou 00 na medida que Y, P(|X1] = a,) < 00 ou = oo,

respectivamente.

E assim nos possibilita encontrar

R
P({r: Y |&'| > RaL,(R) infinitas vezes}) = 0. (4-52)
i=1

A Eq.(4-52) representa que, para um ntmero infinito de tentativas, o
evento 7 : Yo, || > R« L1(R) ocorre para um ntimero finito de tentativas.
Entdo, o evento em que 7 nao ocorre acontece infinita vezes (assumindo que

somente o evento em que 7 ocorre ou nao ocorre pode acontecer).
Entao, provamos que para P-quase todas as arvores, existe uma constante

C > 1eum Ry, tal que para R > Ry temos

|Br| < CL(R)Rx. (4-53)

Finalmente, considerando o critério (4-11), segue que dj, < é quase
certamente, e utilizando o teorema 4.3.1, temos ainda que d; < p%a
4.4.2
Prova da segunda parte do Teorema 4.4.1

A ideia dessa parte da demonstracao é provar que existe uma constante

C tal que

P({7: |Br| < AR=}) < Ce ¥ OTETY), (4-54)
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para A pequeno o suficiente tal que —A"*I(A"'R7Y?) > ¢, na qual [(A\'R7V/?)
¢ devido a (4-46).
Assumindo a afirmagao (4-54), vamos utilizar o seguinte teorema que se

pode encontrar a prova em [27]:

Teorema 4.4.3 Seja L uma funcao que varia lentamente. Entdo existe uma

funcao L=, tal que os itens a sequir sao equivalentes:

(i) L* varia lentamente;

(i) L(x)L*(xL(xz)) — 1 quando x — oo;
(117) L*(z)L(xL*(x)) — 1 quando x — oo,
(iv) L* € assintoticamente dnica;

O 1ltimo teorema nos permite afirmar que para qualquer ¢ € R existe

uma funcao Lo(R) que satisfaz

- Ly(R)~I(Ly(R) "' R~V®)

— =1 4-55
R—w log(RC) ( )

Essa afirmacao fica clara fazendo L+ a funcao que varia lentamente
conjugada a L(R) = 1/I(R~Y). Isto ¢, através da propriedade (iii) do teorema
4.4.3,

lim = L+ (R)L(RL * (R)) = 1, (4-56)

R—

e escolhendo

La(R) = (L* (longC)> /log(R5)>l/a. (4-57)

A condi¢do imposta a A é satisfeita fazendo A = Lo(R) e ¢ > 1. Assim,

noés encontramos

DI P({r: |Zr| < R7Ly(R)}) < oo (4-58)

R=1

E utilizando o lema de Borel-Cantelli [28], temos que
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P({r: |%Br| < R+ Ly(R) infinitas vezes}) = 0, (4-59)

que possui significado anélogo a Eq.(4-52).
Podemos concluir, entao, que para P-quase todas as arvores, existe um

Ry, tal que para R > R, temos

|Br| > Re La(R). (4-60)

Dai provamos que dj, = 1/« considerando o critério (4-11). Segue diretamente
dos resultados da primeira parte desta secao, e do teorema 4.3.1, que quase

certamente

1
dh = — e ds = . (4—61)
(0%

Quando os ramos finitos da espinha morrem rapido o suficiente, isto é, se
a condicdo (4-48) é obedecida, entdo a bola %y e a casca By tém tamanhos
proximos. Assim, % pode ser usado para estimar %. A demonstracio do
lema a seguir nos fornecera uma ferramenta necesséria para medir proximidade
em tamanho da bola %y & casca %y, a fim de obtermos informacdes que nos

permitam estimar %r através de HBr.

Lema 4.4.4 Para z < 1, tem-se para a funcao geradora de probabilidade

Ep <z|”"") <Ep <z|”t"") <Ep (M”) +P ({Z] > 0}) (4-62)

Prova.
Primeiramente, notamos que || > |!|. Dai obtemos o limite inferior.

Para facilitar a notacao, vamos denotar o evento F; := {Z; > 0}, entdo

Ep (ZW’H — z“”ﬂ‘> = [ (z““{fil — z““m) dpP —i—f (z'”ﬂ — z'”"/i‘> dP  (4-63)
Ey E

( ) B )
- (z‘”f' - z‘W') dP < f A gp (4-64)
FEy FE,

t

c
t

r

dP = P({Z! > 0}). (4-65)

N

JE
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Assim obtemos o limite superior.

Para provar (4-54), notamos antes que
R/2
Entao, é suficiente provar

R
P ({T Y || < ARH) < Ce M IOTIRTY), (4-67)

i=1

Usando a desigualdade de Markov, a independéncia de |&7}| e o lema

4.4.4 obtemos que, para qualquer n € (0,1) e A > 0,

P ({T : Z || < )\Rclx}> <P({7:exp (—nz |ﬁé|> > exp (—n)\Ré)})

i=1

(4-68)
1 R X 1 -\ R
< enAREEP <1_[ 6—”|4sz;> _ 6n>\REEP (e—nhziﬂ)
i=1
(4-69)
1 i . R
< "M (Ep (e’”‘”“{ﬂ) +P{Z, > 0}))
(4-70)
Da definicao da funcao geradora de probabilidade em 4-46, obtemos
Ep (e—n‘ﬂél) <1—1°Un) + o(nal(n)), (4-71)

na qual /(n) varia lentamente quando n — 0%. Escolhendo n = A"'R™Y% e )

pequeno o suficiente, tal que

ACINIRTYY) > ¢ (4-72)

com c de (4-48).
Por tltimo, aplicando (4-48) e (4-71) a (4-70), encontramos, para uma

constante conveniente C’,
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R ) ) -« —1p-1/ay _ R
P ({T Y | < Am}) <C' <1 _ R g ) C) (4-73)
=1

< Ol AIOTIRTY g (4-74)
Fazendo C' = C'e em (4-74), obtemos a inequagao (4-54). |

4.5
Arvores de Galton-Watson Condicionadas

Relembrando do capitulo 1, o processo de Gatson-Watson é um processo
de ramificacdo discreto no tempo que comeca por uma Unica particula. A
cada passo de tempo, as particulas se ramificam independentemente das
outras particulas, com a mesma probabilidade. Como ja demonstrado, o valor
de G'(1) = p (o namero médio de filhos) determina as propriedades de
sobrevivéncia do processo.

Também vimos a definicio do processo de ramificacdo com uma
abordagem tipica da Fisica Estatistica. Nesse contexto, agora vamos denotar
o raio de convergéncia da fun¢do geradora Z((), em (3-4) do capitulo 3, por
Co- J& o raio de convergéncia de g(z), em (3-5), no capitulo 3, denotamos
por p. Além disso, definimos também 2y = lim¢,¢, 2(¢). Quando p > 0, a
medida P,, pode ser equivalentemente definida por um processo de ramificacao
de Gatson-Watson [26|. As probabilidades do ntimero de filhos podem ser

encontrada em [29], mais especificamente, Eq.(3.8), e sdo dadas por:
p(k) = Cowp1 25 (4-75)

O valor esperado de filhos pode ser escrito na forma

G'(1) = 1—g(2)/Z" (o). (4-76)

Logo, o processo ¢é critico ou subcritico. Neste capitulo, nés s6 consideramos o
caso critico, isto é, quando Z”((y) = co. Em especial, o teorema na sequéncia
é derivado da proposicao 3.3.1 no final capitulo 3. Vamos considerar o caso em

que este teorema é valido.

Teorema 4.5.1 Para um processo critico de Gatson-Watson de tamanho
condicionado, as medidas de volume finito P, convergem fracamente quando
n — oo para a medida P, a qual estd concentrada em T'Y. Os graus o(s;) dos

vértices ao longo da espinha sao independentemente distribuidos por
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(k) = Co(k — Vw25 (4-77)

e os ramos da espinha sao drvores de Gatson-Watson independentes com a

probabilidade de nimero de filhos dada por (4-75).

O modelo critico é geralmente dividido em duas situagoes: G”(1) finito
ou infinito. No caso G"(1) < oo, as arvores sempre pertencem a uma mesma
classe de universalidade. Tais arvores tem sido denominadas como “arvores
genéricas” na literatura da Fisica. No caso G"(1) = o0, o alcance das classes
de universilalidades dependem de um comportamento singular de G. Este caso
tem sido denominado como “critico ndo-genérico” [26]. A partir de agora, vamos

estudar o modelo aqui esbocado: arvores de Galton-Watson condicionadas.

451
Dimensdes

Os resultados do teorema a seguir ja foram obtidos anteriormente [26]:
o resultado para ds; pode ser encontrado em [12]|. Para a dimensdo de
Hausdorff dj,, o resultado ja é muito conhecido na literatura. Pode-se encontrar
uma demonstragao em |[30]|, por exemplo. Ja para a parte (ii) do teorema
4.5.2, os resultados foram primeiramente propostos na literatura da Fisica,
posteriormente provados por Croydon e Kumagai em [31|. A ideia por tras
de nossa demonstracao é derivar o teorema 4.5.2 do teorema 4.4.1, fazendo
a prova um pouco mais intuitiva e acessivel para fisicos (apesar da perda de

generalidade demonstrada em |31]).

Teorema 4.5.2 (i) A "quenched Hausdorff dimension"e a dimensao espec-

tral de drvores genéricas € quase certamente

dy=2 e d,=4/3 (4-78)

respectivamente.

(ii) Para drvores criticas ndao genéricas com w,, ~ n~?L(n), na qual 3 € (2, 3]
e L varia lentamente no infinito, the "quenched Hausdorff dimension'e

a dimensao espectral sao quase certamente

(4-79)
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respectivamente.

Prova.
Um resultado conhecido, como pode ser visto em [18], é que para arvores

genéricas a seguinte expressao ¢ valida:

E(z‘w‘) =1—c(1-)+0(1-0" (4-80)

Denotando por Zf’j o tamanho da n-ésima geracao do j-ésimo ramo do
vértice s;. Entao, para n = 1, utilizamos a relagao 3-12 do capitulo 1 para

obtermos

2
tf"(1)

P({Z7 > 0}) =1~ f,1(0) = (1 +o(1)). (4-81)

Devido as propriedades do modelo citadas em [22], os ramos ligados aos vértices

sao independentes. Portanto, usando o teorema 4.5.2

P({Z{ > 0}) = 1 - f(1-P({Z’ > 0})) (4-82)
= (1 +0(1) (4-83)

O resultado 4-83 satisfaz a condi¢do 4-48 no item (ii) do teorema 4.4.1.
Logo, podemos utilizar 4-49 para obtermos os resultados do item (i).
Agora vamos considerar o caso em que G”(1) = oo. Como w,, ~ n ?L(n),

podemos utizar o teorema Tauberiano [28| para escrever

G(z)=z+ (1 -2 (1 —2), (4-84)

na qual [;(z) varia lentamente nas proximidades de 0. Fazendo #'(() =
Z((oC)/ 2, e utilizando as propriedades da funcao geradora e o teorema 4.5.2,

deduzimos que

E () = ror(2)) (4-85)

Escrevendo
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W(z)=1-(1-)Fx(1-0), (4-86)

temos que, devido a 3-6 e 4-84, y tem que satisfazer

lim ()~ (xﬁx(x» =1 (4-87)

z—0

Através do teorema 4.4.3, podemos afirmar que y varia lentamente nas
proximidades de 0. Portanto, utilando 4-84, 4-85, 4-86 e o teorema Tauberiano

[28], escrevemos

E (zlwl) —1—(1—2)5 11— 2) (4-88)

na qual [3(x) varia lentamente nas proximidades de 0. Logo, através do item
(i) do teorema 4.4.1 encontramos os limites superiores de dj, e ds.
Para obtermos os limites inferiores, vamos utilizar o seguinte resultado

que foi demonstrado por Slack em [32]:

. . 1

P({Z) > 0}) L (P({Z} > 0})) = m(l +o(1)), (4-89)

na qual /; é a mesma funcao que varia lentamente em 4-84 e Zf’j o tamanho
da n-ésima geracao do j-ésimo ramo do vértice s;.

Uma vez que os ramos sao independentes, utilizando 4-84 para

encontramos
P({Z] > 0}) =1 - f'(1 - P({X;” > 0})) (4-90)
= (B-1)(P{Z7 > 0})"*L(P({Z," > 0}))(1 +0(1)) (4-91)
g—11
= Goa (o) (4-92)

Por fim, através do item (ii) do teorema 4.4.1 encontramos os limites inferiores
para dj, e d;.
|
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Conclusao

Os recentes avancos em modelos de multigrafos para a gravitagao
quantica nos motivou a estudar o processo de Galton-Watson. Primeiramente,
no capitulo 2 definimos alguns conceitos da Teoria dos Grafos e da Teoria
da Probabilidade que embasam a estrutura teérica do estudo de modelos de
arvores aleatorias.

No capitulo 3, abordamos de forma intuitiva o processo de ramificacao,
definindo o caso subcritico, critico e supercritico. Também fornecemos
demonstragoes mais rigorosas para a probabilidade de extin¢ao do processo. No
final do capitulo 3, apresentamos um modelo de Galton-Watson condicionado
que produz uma propriedade interessante: uma espinha tnica infinita. Em
especial, a condicao que d& origem a essa espinha pode ser relacionada com o
limite termodinamico da Fisica Estatistica.

No capitulo 4, noés revisamos os resultados obtidos em [26]. Assim
apresentamos a definicao de dimensao de Hausdorff e dimensao espectral e
desenvolvemos um método para calcular a dimensao de arvores aleatoérias
com uma espinha infinita. Os teoremas 4.3.1 e 4.4.1 sao demonstrados
com esse proposito. Aplicamos esses métodos ao modelo de Galton-Watson
condicionado, demosntrando a efetividade das técnica utilizadas.

As técnicas obtidas podem ser facilmente aplicadas a outros modelos
que satisfacam as condi¢oes de existéncia das dimensdes de Hausdorff e
dimensao espectral. Por exemplo, as técnicas foram aplicadas satisfatoriamente
ao “attachment and grafting model” em [26]. Isso sugere que o método
abordado tém a possibilidade de futuras aplicacoes a outros modelos de grafos
aleatorios. Ainda, a revisdo de [26] neste trabalho nos permitiu aprender as
técnicas necessarias para estudar um modelo em especial: drvores aleatorias
geradas por percolagao de invasao, no qual estamos atualmente trabalhando.
O objetivo inicial era que ele estivesse inserido neste trabalho. Porém, devido a
alguns intempéries no caminho, nos restringimos a aprendizagem das técnicas
demonstradas. Fica assim mencionado, com a perspectiva de novos resultados

serem obtidos.
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