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Processos de Markov

Para preparar o leitor, discutiremos aqui a construcao de cadeias e
processos de Markov em espagos de estados discretos, primeiro a tempo discreto
e depois a tempo continuo. Assim, poderemos finalmente fazer uma defini¢ao

geral de processo de Markov como uma familia de probabilidades.

2.1
Cadeias de Markov a tempo discreto

Quando falamos de um processo estocédstico no sentido mais geral, temos
uma familia de varidveis aleatdrias (v.a.’s) {X;};es (onde J é um conjunto de
indices), definidas num espago de probabilidade (2, F, P). Se o processo evolui
no tempo, dizemos que o processo é discreto no caso em que J C N ou continuo
se J C [0, +00), embora, podem ser considerados conjuntos mais gerais. Agora,
seja S um conjunto finito ou enumeravel, que chamamos espago de estados do
processo e que definimos como os possiveis valores que podem tomar as v.a.’s

{X;}jes. Também, definimos uma matriz estocdstica (p(z, y)), » COMO uma

z,y)ES
matriz de niimeros nao negativos, tais que,

Zp(x,y) =1, Vzrebs.

yes

Claramente, se S é um conjunto finito entao a matriz é finita. Suponhamos
que {X,,}n>0 s@o v.a.’s definidas no espago de probabilidade (2, F, P). Entao,
{X, }n>0 é uma cadeia de Markov com probabilidade de transi¢ao p,(z,y) se,

para cada n > 0 e qualquer escolha de xg,z1, -+ , 2, 1,2,y € S temos
P (w €N Xn—i—l(w) = len<w) =T, 7X0(w) = [L’()) = pn(xvy) (21)

A condigao (2.1) diz que, dado o atual estado x, a evolugao futura é total-
mente independente da evolugao passada, isto é, nao depende da escolha de
X0, T1, " ,Tp_1, esta condicao é chamada de propriedade de Markov. Além
disso, se o lado direito de (2.1) nao depende do tempo n, entdo o processo
diz-se homogéneo no tempo.

Assim, dada uma cadeia de Markov { X, },,>0 homogénea no tempo e tomando
o conjunto [Xy = x| := {w € O : Xo(w) = xp}', chamamos distribuigao inicial

do processo, a medida denotada por p, definida por

/L(LE(]) = P(XO = LU()), on eSs.

IDaqui em diante, as vezes, vamos usar esta definicio sem indicacdo para o leitor.
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Pela equagao (2.1), e dada uma cadeia de Markov {X,},>0 com matriz de

transicao (p(z,y)), ,)es2 € distribuicao inicial y temos que

P(XOZmOa"'an:xn)
ZP(XOZ%,“' , Xn—1 :xn—l)P(Xn:$n|XO:$07"' , Xn—1 :xn—1)7

pela propriedade de Markov temos que a equacao acima ¢é igual a

P(XO = To, """ 7Xn—1 = xn—l)\P(Xn = xn| Xn—l = :En—l)/

-~

p(xn—laxn)

=P (Xo = l‘o)p(%, Il)p(xh xz) o 'p(xn—hxn)
= w(xo)p(z0, 71)p(21, T2) - P(T1, Tn)-
(2.2)

Uma pergunta natural, mas nao trivial de responder é: “Sera que dada uma
matriz estocastica p e uma probabilidade p € 9, existe uma cadeia de Markov
com matriz de transicao p e distribuicao u?”

Sem perda de generalidade, seja u a medida de Dirac no ponto xy. Suponhamos
que queremos construir um nimero finito m de v.a.’s (X, X3, -+, X,,) com a
propriedade de Markov para 0 < n < m —1 e com distribui¢ao inicial p = d,,.
Seja 0 = S™*1 o espaco vetorial de dimensdao m + 1 com valores em S, e seja

F o conjunto de todos os subconjuntos de €, isto é F = PB(). Para cada

w= (S0, " ,8m) € Q definimos
PP (w) 1= 6z, (50)p(S0, 51)P(51,52) - P(Sm—1, Sm)- (2.3)
Assim, podemos definir as v.a.’s por X;(w) := s; com 0 < j < m. Entéo

conseguimos definir P™ sobre o espago S™*! tal que as v.a.’s X (projegoes)
tém a propriedade markoviana (que resulta da construgao) com matriz de
transicao p e estado inicial xg.

Agora, pretendemos estender a constru¢ao ao processo infinito {X,},>¢ no
espago ) = S, cujos elementos sdo sequéncias infinitas w = (sg, 1, 82, )

com s; € S, tomando X,,(w) = sy, isto é, considerando

X,:Q — S

w=(80,81:") +—> Sp.

A o-dlgebra produto F em (2 é gerada pelos cilindros (eventos com um nimero

finito de coordenadas). Com um espago de estado S enumeravel é suficiente
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considerar conjuntos da forma
{w = (50, 81,82, - ) : Xo(w) = s, X1 (w) =81, , Xpn(w) = s}

Seja Cy a classe de tais conjuntos obtidos por deixar os vetores (Sg, -+ , Sm)

variarem sobre S™*!. Definimos a funcao P* em C, por
P (Xo =50, X1 =81, , Xon = 8mm) = 05(50)p(50,51) -+ P(Sm—1 Sm)-

Este é um primeiro passo para dar solucao a nossa construgao, o segundo passo
é fornecido pelo Teorema de extensao de Kolgomorov, que garante que para
cada x, a medida de probabilidade P*, existe no espago produto infinito, de tal
forma que a probabilidade de cada cilindro ¢é igual a probabilidade dada por
(2.3). Se queremos comegar com um estado inicial Xy aleatério com distribuigao

i, tomamos em () a medida P* definida em A € F por
PH(A) = 3 ula)P(A).

Portanto a resposta a pergunta ¢é afirmativa, e dizemos que uma cadeia
de Markov estd bem determinada pela sua matriz de transicao e pela sua

distribuicao inicial.

2.2
Cadeias de Markov a tempo continuo

Vamos construir uma cadeia de Markov {X;};>0 com 0 < ¢ < oo, mas
num espaco de estados enumeravel S. Como S é enumeravel nossa cadeia tem
que se mover em saltos, assim a evolucao da cadeia é descrita da seguinte
forma. No estado x esperamos um tempo aleatério, e saltamos aleatoriamente
a um novo estado y. Depois esperamos um outro tempo aleatério e saltamos
aleatoriamente a um estado z, e assim por diante. Entao, temos que determinar

duas coisas:

1. A distribuicao de probabilidade dos tempos aleatérios de espera em cada

estado z € S.

2. O mecanismo para escolher o proximo estado quando ocorre um salto.

Notemos que a propriedade de Markov nos diz que a distribuicao do tempo até
ao salto seguinte, s6 pode depender da localizacao atual x e nao pode depender
do tempo passado.

Teorema 2.2.1. A unica distribuicao continua com a propriedade de nao ter

memoria € a distribuicao exponencial.
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Demonstracao. Afirmamos que a v.a. X com distribuicao exponencial de

parametro A > 0 tem perda de memodria. De fato, note que, Vs, t > 0

P(X >s+t, X >1t)
P(X >1t)
P(X >s+1t)
P(X >1t)

_ ef)\(ert)e/\t

P(X >s+tX >t) =

— 67)\3

= P(X > s).

A igualdade anterior significa que a probabilidade de X ser maior a ¢t + s
sabendo que X ¢é maior que t, sé depende amplitude do intervalo, ou seja,
essa probabilidade coincide com a probabilidade de X ser maior que s. Agora
vejamos que € uUnica. Seja X v.a. continua com perda de memdria e seja
F(t) = P(X > t). Entao, F(t +s) = F(t)F(s), Vt,s > 0 e isto implica que
F(2)=F*1)eF (%) = F2(1). Em geral, se a € Q temos que F(a) = Fo(1).
Assim a tunica fungao continua que satisfaz a relagao acima para a > 0 com

a€Q,é F(a) = F1) = e*™F1)_ Agora basta tomar A = —In(F(1)). O

Voltando, a perda de meméria forca que o tempo de espera em x seja
distribuido exponencialmente. Seja (c¢(z))™! a sua média. Entao, c¢(z) é a taxa
de salto do estado x. Sempre que a cadeia esta em x consideramos que o tempo
de espera T, tem distribuicdo exponencial, ou seja, Vt > 0 P(T}, > t) = e @),
Quando a cadeia “salta”, a propriedade de Markov diz que a escolha do seguinte
estado depende sé do atual estado x. Assim os saltos sao descritos pela matriz
estocastica p(x,y), onde p(z,y) é a probabilidade de estar em z e saltar para y.
Como p nao depende do tempo a probabilidade de saltar de z a y nao depende
do tempo em que o salto ocorre.

Entao, isto sugere que para construir uma cadeia de Markov {X;};>¢ a tempo
continuo com saltos exponencialmente distribuidos com parametros ¢(z) e com
p(z,y) como matriz de transi¢ao, tomamos uma cadeia de Markov em tempo
discreto {Y,}n>0 com matriz de transicao p(x,y) e ajustamos os tempos de
espera para produzir os tempos corretos, isto é, exponencialmente distribuidos
com média (c(x))~t.

Seja x € S o estado inicial e seja (21, H1, P{’) o espaco de probabilidade no
qual estd definida a cadeia discreta {Y;,},>0, com matriz de transigao p(x,y)
e estado inicial x. Além disso, independentemente de {Y} },>0, seja {7;};>0
uma sequéncia de v.a.’s independentes e identicamente distribuidas (i.i.d),

com distribuigao exponencial de média 1, no espago (2, Ha, P») . Tomamos
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(QH,PY) = (0 Q0Q, H1®@Hs, PFRP,). Note que os estados que a cadeia toma
em tempo continuo { X; }+>0, s@o x = Yp, Yy, - - - , isto é a cadeia toma os mesmos
valores de {Y;},>0. Definimos os tempos de espera por o, = (c(Y,)) '7,.
Claramente, {0, } >0 nao é independente da cadeia {Y}, },>0, mas condicionada
a varidvel discreta Y,,, temos que a variavel o, ¢ independente de {0y, Y fo<k<n,
e além disso, tem distribuigao exponencial com média (c¢(¥,,))™".
Agora, defina Ty, = 0,7,, = 09 + 01 + - - - + 0,,, para n > 1. Entao

X = Yalyg, g, (t):
n=0

Note que X; esta definida para todo tempo 0 < t < oo, se T,, /* 0o quando
n /' oco. De fato, isto acontece quase certamente no caso em que exista uma
constante Cy < 00, tal que c(z) < Cy, Vo € S, pois, terfamos que (c¢(Y,,))™?
nao se anula quando n " oco. Portanto, daqui para a frente vamos assumir
este fato. A nossa construcao pode ser repetida para cada estado inicial x € S.
Defina a probabilidade de transigao por p;(z,y) = P*(X; = y). Assim, temos
a seguinte propriedade para todos os tempos 0 < t5p < t; <ty < -+ < t, e

estados iniciais xq, 1, To, - , Ty:

P (Xto = X, """ ’th = xn) = Pty (I‘, xU)pt1—t0 ('r07 $1) o 'ptn—tnﬂ(l‘n—lv :L‘n>.
(2.4)

A igualdade anterior, implica que {X;};>0 tem a propriedade markoviana,
P (th == xn‘th,l = Tp—1,""" 7Xt0 = .CC()) = ptn—tn,l(fn—ly xn)

Seja Dg o espago de fungdes & : [0,400) — S tal que ¢t — £(t), com a
propriedade que £(t) = liglﬁ (s) (continua a direita) e £(t7) = ligl& (s) existe (o
limite & esquerda existe). Entao Dg é o espago de fungoes definidas em [0, +00)
continuas a direita e com limite a esquerda. Daqui em diante, conjuntos de
fungoes com esta propriedade vamos chamar cadlag (do francés “continue a
droite, limite a gauche”).

Seja F a o-algebra em Dg gerada pela projecao m; : Dg — S tal que para todo
t >0, m(§) = &(t). Assim, podemos pensar em X = {X;}o<t<oo COMO uma

v.a. tal que

X(Q’H’PI) — (DSwF?Pm)
w — X (w),
com P*(A) = P*(X € A), para todo A € F. Isto define uma familia de
probabilidades { P*} .5 em Dg. Entao, para uma v.a. Z e para x € S, podemos

definir a esperanga E*[Z] = ZdP*. A probabilidade de transi¢gao pode se
Dgs
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expressar por py(z,y) = P* (X, =y) = P* (£(t) = y).

Queremos expressar a propriedade de Markov numa forma mais poderosa.
Para tal, seja {6;}:>0 a aplicagdo de translagbes no espaco Dg, definida por
0:£(s) = &(s +t). O efeito da aplicagao de translagao 6; é reiniciar o processo

no tempo t. Para um evento A € F temos que a imagem inversa
0;1(A) = {¢ € Ds : 6,(6) € A}

é o evento onde “A acontece do tempo t em diante”.
Seja F; = o (&(s) : 0 < s <t) a o-dlgebra natural em Dg. Entao, para todos

os eventos A € F e x € S temos que
P (0, (A)|F) (€) = PHO(A), (2.5)

para P*-quase todo . O lado esquerdo da equagdo (2.5) é a probabilidade
condicional de um evento que ocorre do tempo ¢ em diante, condicionada ao

passado até ao tempo t. Para deduzir (2.5) de (2.4), basta verificar que
Ex[lB . ]—A 9] 9,5] == Ex[]_B . Pg(t)(A)],

primeiro para cilindros A € F e B € F;, e depois estender a todos os eventos
pelo teorema m — A (ver Apéndice 1 de [9]). Acima E* é a esperanga com

respeito a P*.

2.3
Processo de Markov geral

Seja S um espago métrico e considere em S a o-algebra de Borel que
denotamos por Bs. Considere para cada t € [0,00) considere as projegoes
m(w) = w(t). Seja F a menor o-dlgebra em Dg na qual todas as projegoes
sao mensuraveis. Para t € [0,00), seja F; a menor o-dlgebra em Dgs na qual
todas as projecoes 7; sao mensuraveis, para s < t.
Defini¢ao 2.3.1. Um processo de Markov é uma cole¢cao {P*},cs de proba-

bilidades em Ds tal que
1. PP (we Ds:w(0) =2) =1
2. YA € F a funcao v — P*(A) é mensurdvel em S.

3. P07 (A)|F)(w) = P“D(A) para P*-quase certamente w, para todo
x €S8 e para todo A € F.

Na definicao anterior, 1. diz que z é o valor inicial para a cadeia partindo

da medida P, e o ponto 3. é a propriedade de Markov.
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Para comecar o processo com uma distribuigao p diferente de d,, definimos P*

em Dg por
PH(A) = / P*(A)u(dx), YA € F.
S

A probabilidade de transicao p;(z,dy) é definida para todo t > 0, z € S e

B € Bs por
pi(z, B) = P*(m € B). (2.6)

As equagoes de Chapman-Kolgomorov

pt+s($aB) :/Sps<y7B)pt(x>dy)7 (27)

sao consequéncia da propriedade de Markov.
Agora, para fungbes F- mensuraveis e limitadas em S e ¢ > 0 definimos a

fungao S;f em S por

8. () = E*[f(m)] = / F(@)pe(e, dy). (2.8)

A mensurabilidade de S;f é consequéncia do ponto 2. da Definigao 2.3.1.

Denotamos a norma do supremo para fun¢oes mesuraveis e limitadas por
[flloo := sup [ ()], (2.9)
zeS

e assim, é facil ver que:

15 f lloo < 11 floos (2.10)

portanto S; leva fungoes mensuraveis e limitadas em S, em fungdes mensuraveis
e limitadas em S. Pela linearidade da integral também temos a linearidade
de S;. Portanto S; é um operador linear definido no espago das funcoes

mensuraveis e limitadas. Logo, pela propriedade de Markov temos que

&

Sstef(x) = E*[f(Tstt)]

B (o) | 7S]
= E*[E™[f(m)]
= E7[Sif(ms)]

- SsStf(x)

I
&y

Daqui a pouco, vamos ver que {S;};>o forma um semigrupo. Além disso,
pela propriedade (2.10) dizemos que {S;}i>¢ é um semigrupo de contragao.
Afirmamos, sem demostracao, que { P*},cs sao unicamente determinadas pelo
semigrupo {S; }+>0 (ver [11], pagina 9).

Defini¢ao 2.3.2. Seja Cy(S) ={f : S = R, continua e limitada em S}.

Vamos considerar em C,(S) a norma definida em (2.9).
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Defini¢ao 2.3.3. Um processo de Markov {P*},cs € um processo de Feller
se, Cy(S) € fechado sobre a agdo do semigrupo, isto €, se [ € Cy(S) entdo
Sif € Cy(S), vt > 0.

2.4
Semigrupos e geradores

Esta secao nao pretende abarcar toda a teoria de semigrupos, s6 aquela

teoria que precisamos nesta dissertacao.

Definicao 2.4.1. Uma familia {S;}i>0 de operadores limitados em Cy(S) diz-

se um Semigrupo se:
1. So=1.

2. St+s = StSs, Vs,t Z 0.

Definicao 2.4.2. Uma familia {S:}i>0 € um semigrupo fortemente continuo se
ltifg 1Sef — flloo = 0, Vf € Co(S). Se cada Sy € uma contragdo, isto €, satisfaz
(2.10), entao {Si}i>o diz-se um semigrupo de contragao.

Lema 2.4.3. Suponha que {S;}i>0 € um semigrupo de contracdo fortemente
continuo em Cy(S). Entdo, para cada f € Cy(S) a fungcio t — Sif € uma

fung¢ao uniformemente continua.

Demonstracao. Para t,h > 0 temos

[Sernf = Seflloe = [19:(Sh = D f lloc < [[Shf = fllse,

e para 0 < h <t temos,

1Se-nf = Stflloo = [1Se-n(Sh = 1) flloe < [IShf = flloo-

Nos dois casos anteriores usamos o fato que S; é uma contracao. Assim, pela
Definigao 2.4.2 temos que o lado direito das expressoes anteriores se anulam

quando h — 0. Logo a funcao é uniformemente continua. O]

Definicao 2.4.4. O gerador infinitesimal ou, simplesmente, gerador de um

semigrupo {St >0, € 0 operador L definido por

SIS

t—0

(2.11)

com dominio D(L) que é o conjunto das funcoes f € Cy(S) para as quais o
limite existe. A convergencia e no sentido da norma de Cy(S), isto €, na norma

do supremo.
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Lema 2.4.5. Suponha que {S;}i>0 € um semigrupo de contracao fortemente

continuo em Cy(S) com gerador L. Entao valem as sequintes afirmagoes:

t
1. Se f € Cy(S) et > 0. Entao, / Ssfds € D(L) e
0

Stf—f:L/OtSSfds.

2. Se fe D(L) et >0. Entao, S(s)f € D(L) e

d
oouf = LS f = SiLf.

3. Se feD(L) et>0. Entao,

Stf—f:/OtLszds:/OtSstds.

Corolario 2.4.6. Suponha que {Si}i>0 € um semigrupo de contracao forte-

mente continuo em Cy(S) com gerador L. Entao, D(L) é denso em Cy(S).

Para a demonstragao do Lema (2.4.5) e do Corolério (2.4.6), veja [4],pagina 9
e 10.

2.5
Medida de Probabilidade Invariante

Seja { P*},cs um processo de Markov a tempo continuo que é um processo
de Feller. Assuma que S; é um semigrupo de contragao no espago de Banach
Cy(S). Seja M1(S) o espago das medidas de probabilidade em S, que também
é um espaco métrico quando munido da seguinte convergéncia. A convergéncia

em M, (S) é dada pela convergéncia fraca definida por
e [ f@dn) — [ f@uldo). ¥F € GilS).
Para p € M;(S) e t > 0, definimos p.S; € M;(S) por

/ F(2)uSi(dz) = / S, (2)ulx), Vf € Cy(S).

Assim, se B € Bgs temos

1S,(B) = / P(X, € B)u(dz).
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A medida de probabilidade uS; é interpretada como a distribuigdo no tempo
t de um processo com gerador L e semigrupo Sy, quando a distribuicao inicial
desse processo € fi.

Agora, dizemos que p é invariante para o processo {X;}i>o se

Seja Z o conjunto das medidas invariantes para {X;};>o. Agora, invariancia de
1 implica que se o estado inicial X, tem distribuicao u, entao X; também tem
distribuigao p para todo ¢ > 0. Além disso, o processo { X} }+>0 ¢ estacionario o
que significa que a distribuicao do processo transladado no tempo é a mesma
que a distribuicao do processo original.

Definigao 2.5.1. Para cada operador linear L, um subespaco linearY de D(L)

¢ um cerne de L se o grdfico de L € o fecho do grdfico de L |y .

Teorema 2.5.2. Seja L o gerador de um semigrupo de contracao fortemente
continuo Sy em Cy(S) definido por um processo de Markov. Seja pn uma medida
de probabilidade em S. Seja’ Y um cerne para L. Entao p é invariante para X

se e somente se

/Lf(x)u(dx) _0,VfeY.

Demonstra¢ao. =) Suponhamos que p é invariante e f € D(L). Como

Sef — . -
=T —— Lf, uniformemente, entao
t ntoo

[ tan=ting [ 2L gy i </Stfdu—/fdu)
(e )

<) Agora, assumamos que [ Lfdu =0, Vf € Y. Pela defini¢do de cerne temos

que, Vf € D(L), H{gn}tn>0 € Y tal que Lg, T—) Lf, uniformemente, quando
n — o0o. Logo [Lfdu=0,Vf € D(L).
Fixada f € D(L), pelo Lema 2.4.3, temos que S;f € D(L),Vt > 0. Assim,

usando o Teorema de Fubini temos

[ it [ sau— /O t ( / L[sz]du> ds = 0,

isto implica que
[ titwsy = [ tauvs € D).

Além disso, pelo Coroldrio 2.4.6, temos que D(L) é denso em C(S). Assim,
temos que puS; = . O
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