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Apresentacao do processo e resultados preliminares

O Capitulo 1 d& a ferramenta para construir uma cadeia de Markov a
tempo continuo, a partir de uma cadeia de Markov a tempo discreto. Agora,
queremos estudar um caso especifico, relacionado com sistemas de particulas.
Suponhamos que temos N + 1 sitios, isto é, temos uma malha {0,1,2,--- /N —
1, N}. No interior da malha, cada sitio contém no maximo uma particula.
Na fronteira, isto é, nos sitios {0, N} podemos pensar que existem infinitas
particulas, como se tivéssemos reservatorios conetados a esses sitios. Agora em
cada sitio da malha existe um relégio com lei exponencial de parametro 1, e
relogios em sitios diferentes sao independentes. Note que a probabilidade de
que dois relogios toquem simultaneamente é nula, de fato, pois, as variaveis
aleatorias exponencias sao continuas e independentes, assim temos que a regiao
onde as varidveis sao iguais, corresponde a uma reta no plano, que é facil ver
que tem medida de Lebesgue 0. Se um relégio num sitio interior da malha toca
e se neste sitio ha uma particula, esta particula pode saltar para um dos seus
vizinhos mais préximos com taxa — e cumpre a seguinte regra de exclusao: o
salto é suprimido se o local ja esta ocupado. Além disso, se o relégio na borda
esquerda toca (resp. na borda direita) as particulas podem entrar no interior
da malha com taxa « (resp. ) e podem sair do sitio 1 com taxa 1 —« (resp. do
sitio N — 1 com taxa 1 — ), respeitando a regra de exclusdo, com a, 8 € [0, 1].
Assim, cada particula executa um passeio aleatério a tempo continuo, condi-
cionado ao evento de que nenhum sitio é ocupado simultaneamente por mais
de uma particula. A figura abaixo, é uma pequena representacao da dinamica
do sistema de particulas descrito acima.

o B

1 1
2 2
g * ok

1 2 0 —1 4 i+1 - N=2N -1

3.1
Processo de Exclusao Simples Simétrico em contato com reservatdrios

O processo anterior ¢ apresentado de maneira informal, e por isso temos
que introduzir notacao que permita o desenvolvimento adequado da teoria.
Fixe N > 1, seja Ay o {1,2,3,--- ,N — 1} C N. Os elementos de Ay
sao chamados sitios e denotados pelas letras x,y, z, enquanto que no espago

macroscopico (pontos no intervalo [0,1]) os elementos vao se denotar pelas
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letras u, v, w. Agora o espaco microscépico é denotado por {0, 1}~ e definido
por
{0, 13" = {n: Ay — {0,1}| n é funcio}.

Os elementos de {0,1}*" sio chamados configuracdes. Assim, se i € {0, 1}~
e r € Ay entao temos n(x) € {0,1} e n(x) representa o nimero de particulas
no sitio = para a configuragao n. Ou seja, se n(x) = 0 entdo o sitio = da
configuragdo n estd vazio, por outro lado, se n(x) = 1 isso quer dizer que o
sitio x esta ocupado.

Para ter uma descricao da taxa de transicao entre configuragoes, precisamos
das seguintes operagoes: se n € {0, 1}AN e x,y € Ay, entao n*,n™¥ € {0, I}AN

sao definidos por

n(z) se z#wx,y
. n(z) se z#ux vy
n"(z) = : v (z) =4 nly) se z=u
1—n(z) se z=z
n(x) se z=y

Assim, n* é obtida de n por trocar seu o valor no sitio z e n™¥ é obtida de n
trocando os seus valores nas posigoes x e y.

Agora, fixados «, B € [0,1], o processo de exclusao simples simétrico em
contato com reservatérios é o processo de Markov cujo espaco de estados
é o espaco de configuracoes {0,1}AN com gerador infinitesimal dado em
f:{0,1}** — R por

(L f) (n) = (Lo f) () + (L f) () + (L1 f) (0), (3.1)

onde

Lvof) () = U — Fn)):

(Lv-f)(m) = {a(l=n1)+ 1 —a)nW)Hf(0") - fn}
(Lv+f) () = {BA—=n(N=1))+ (1= BN = DHS0" ) — f(n)}-

Também podemos expressar a agao do operador através de uma multiplicacao

matricial. Definimos as seguintes matrizes

1 se =" 1<z<N-2¢#7
x,x+1 < < .
(L) (7,6) =4 O se {A£NH1I<z<N-2 |
=Y Lyo(n.§) se £=n
§:€#n

(3.2)
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I, se &=nt
Is se &=nN"1
L +Ly_](n,¢&) = , 3.3
[ N+ N, ](77 f) _(Ia+[ﬁ) se £=p ( )
0 se caso contrario

onde
o = (1 =a)n(1) +a(l —n(1)),
Ig = (1= P)n(N —1)+ 51 —n(N —1)).
Assim, se chamarmos Qn(1,€) = [Lno| (n,€) + [Ln+ +Ln—](n,§) e se

considerarmos f = (f (1)), (0,134~ como um vetor coluna, temos que

(LNf) (77)776{071}AN = (QNf(ﬁ))ng{o,l}AN )

onde Qy f(n) representa o produto da matriz Q) pelo vetor coluna f.

Agora vejamos o seguinte exemplo.

Exemplo 3.1.1. Considere z € Ay e f. = {0,1}* — {0,1} definida por
f=(n) =n(z). Calculemos (Ly f.) (n) = (Lnn) (2).

No caso z € {2,--+ , N — 2} temos

Lvon(z) = S {=+(2) - n(2))

= n(z=1) =n(z) +n(z+1) —n(z)
= nlz—1)—2n(z) + n(z+1).
Lyn_-n(z) = 0.
Lyin(z) = 0.

No caso z = 1 temos

Luon(l) = S (1) — (1))

= 1(2) —n(1).
Ly-n(1) = (a(l=n(1))+ (1 —a)n(1) (n'(1) —n(1))
= (a1l =n(1)) + (1 —a)n(1) {1 - 2n(1))
a—n(1).
Lyn(l) = 0.
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Note que pela equagao (3.1) neste caso se tem que

Lyn(1) =n(2) —n(1) + a —n(1).
Similarmente, se z = N — 1 teremos

Lyon(N—1) = n(N—=2)—n(N—1).
Ly_-n(N—-1) = 0.
LN,+77(N -1) = g—n(N-1).

Note-se que pela equacdo (3.1) neste caso se tem que
Lyn(N = 1) =n(N =2) =n(N =1) + 8 —n(N - 1).
Assim, se (0) = a e n(N) = (§ temos

Layn(z) =n(z—1) —2n(z) + n(z + 1), Vz € Ay.

3.2
Notacoes e ferramentas

Seja D([0, +00),{0,1}*¥) o espaco de trajetérias 7. cadlag, e seja
{Py},eq0,134n © processo de Markov com gerador infinitesimal Ly introduzido

em (3.1). Assim temos que [P, tem a propriedade
P, (1 € D([0, +0), {0, 1}*) t gy = ) = 1
e a perda de memoria, no sentido
P,(nse € AlFS) =Py (n: € A),

onde Fy é a o-dlgebra gerada por {n, : r < s}. Esta propriedade quer dizer
que para saber o futuro no tempo t + s, sabendo todo o passado até ao tempo
s sO interessa o presente ou seja, o estado do processo no tempo s.

Agora definimos C({0,1}*~) = {f : {0,1}* — R, f continua}, que é um
espaco de Banach quando munido com a norma || f|| = sup, (o 13ax [f(1)[- De-
notemos por S; o semigrupo associado ao processo {P,}, - (0130 que definimos
em C({0,1}*~) por

&mw:&wmnz/}mwm7 (3.4)
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onde g =ne f € C({0,1}*¥). Vamos considerar, {Pn},ef0.134n COMO UM pro-
cesso de Feller como na Defini¢ao 2.3.3. Note que Cy({0,1}A%) = C({0, 1}v),
pois {0, 1}~ é compacto. Logo, para cada f € C'({0,1}*¥) e cada t > 0 temos
que S;f € C({0,1}*~). Assim temos que {S;};>0 é um semigrupo de Markov,
e isto garante que nosso processo {IP’n}776 (0.11AN existe e é o inico que satisfaz

(3.4) para cada f € C({0,1}*), n e {0,1}* et > 0.

Seja P({0,1}*~) o conjunto das medidas de probabilidade em {0, 1}~

munido da convergéncia fraca. Isto é, ju, o Hem P({0,1}*~), se e somente

[ tomatan) — [ ool

para toda funcio f € C({0,1}*). Agora, podemos identificar P({0,1}4)

com um subconjunto do espacgo dual de C'({0, 1}*~) tomando

se,

R D

, para cada f € C({0,1}*¥). Entao temos que, P({0,1}*~) C C*({0, 1}*V)
e com essa identificacao a topologia fraca coincide com a topologia fraca
estrela. Pelo Teorema de Banach-Alaoglu como {0, 1}*~ é compacto entao
P({0,1}A¥) também é compacto. Além disso, como C({0,1}*~) é um espaco
de Banach separavel e P({0,1}*~) é compacto com a topologia fraca, entao
podemos metrizar P ({0, 1}*¥) com esta topologia. Agora, se u € P({0, 1}2~)
e {I[”n}776 (0,13AN ¢ um processo de Markov, entao o correspondente processo
de Markov com distribuicdo inicial ¢ é um processo estocéstico {n;}:>o com
distribuicao

P, (A) = /{ oy Bl

Com isto temos que E,[f(n)] = [ S.f(n)u(dn), para toda f € C({0,1}).

Assim, podemos definir a medida u.S; por:

/ F(n)uSi(dn) = / S.f (myuldn), para f € C({0, 1}),

que podemos interpretar como a distribuigdo no tempo ¢ do processo {1 }1>o

partindo da distribuicao inicial p.
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3.3
Medidas Invariantes

Se uma medida pu € P({0,1}*~) para um processo de Markov {S;};>0
satisfaz pS; = p para todo t > 0 entao dizemos que a medida é invariante
para o processo. O conjunto de todas as medidas invariantes u € P({0, 1}4~)
é denotado por Z({0,1}4).
Entao podemos ver que p € Z({0,1}*V), se e somente se, Vf € C({0,1}*~) se

tem que

/ S (m)ya(d) = / F(n)uSe(dn) = / Fn)uldn),

o que é equivalente a

[ S = s i) = .

E assim podemos dizer que S;f = f, p — quase certamente.

Sabemos pela Defini¢ao 2.4.4, que o gerador em (3.1) ¢é definido por

Lf =tim 2 =1
tl0 t

Sef —

(3.5)

com dominio D(L) = {f € C({0,1}Av) 12&)1 / existe} . O Teorema de
Hille-Yosida diz que a relagao entre o semigrupo e o operador é bijetiva (ver
[11],pagina 16).

Para o gerador de Markov L em C'({0,1}*¥), um espagco D C D(L) se chama

cerne se o gréfico de L é o fecho do grafico de L |p.

Proposicao 3.3.1. Suponha que D €é um cerne de um gerador L de um

semigrupo de Markov S;. Entao

I= {,u c P({0,1}*~) /Lf(n)u(dn) =0 para toda f € D}.

A demonstragao da proposigao anterior segue do Teorema 2.5.2 no
capitulo 1. Agora, dizemos que uma medida p € P({0,1}*~) é reversivel com

respeito ao processo com semigrupo S; se

/ F(n)Seg(mps(dn) = / 9(m)Sef (m)u(dn),

para toda f, g € C'({0,1}*¥). O conjunto de todas as medidas reversiveis ¢ de-
notado por R({0, 1}*¥). Note que se tomamos g = 1 temos que R ({0, 1}*~) C
Z({0,1}*).
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Exemplo 3.3.2. Seja V(]l\fﬁ uma medida invariante do processo em estudo, e

defina pN(z) := Ex, [n(z)]. Entao p~ € solu¢do da equagao discreta dada por

AnxpN(z) =0 para =€ Ay
PN (0) =« )
pN(N) =2

onde definimos o laplaciano discreto de pN em x € Ay por
A" (@) = N2 (@ — 1) = 29" () + p" (0 + D)} (3.6)
Solugao. Pelo Exemplo 3.1.1, temos que, para todo = € Ay se tem que
Lyn(x) = n(z —1) = 2n(z) +n(z +1).

Assim, pela definicao de laplaciano discreto

AwpV(a) = Np(w—1) 20" (@) + pV(x + 1)}
= N*{E,y [nx — 1))~ 2E,x [1(x)] + E, [n(z + D]},

Logo, como a esperanca ¢é linear temos

Anp™(x) = By [N*{n(e —1) - 2n(a) + n(a + 1)}
Eugﬁ [N2LN77(J:>]

Agora, tomando L = N2Ly e como v 5 ¢ uma medida invariante do processo,

entdo temos que para f,(n) = n(x), se tem que

By, [LL0) = [ SLEwslan)

- / Lfo () ,Si(dn) = / LLo () o(dn) = 0.

Logo Axp™(z) =0, Vz € Ay.
U

Defini¢ao 3.3.3. Dada uma fungdo p : Ax — [0,1], vamos chamar V;\(’,) =

Vo) @& medida produto em {0, 1}*~ definida por

Voy (€ {0,132 () =1,z € A en(y) =0,Vy € B) = [ ] p(x) [T (1 = p(v)),
z€A yeB

para quaisquer conjuntos A,B conjuntos disjuntos em Ay .
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No caso que p(x) = p chama-se a v, a medida de Bernoulli produto em

{0,1}*~ de parametro p, e que satisfaz
v, (n € {0, 1} : n(z) =1,z € Aen(y) =0,y € B) = p(1 - p)I?I,

com A,B disjuntos em Ay. Para o nosso processo vamos denotar a medida de

: N
Bernoulli por v,

é equivalente a tomar f.(n) = n(z) para * € Ay, como v.a.’s independentes

ou v, no caso que NN seja claro. Note que a defini¢ao acima

com distribuicao de Bernoulli de parametro p. Assim, temos que

vl (n) = pEe=r 1) (1 — p) = (mnle), (3.7)

Note que para o processo {n:}+>0 podemos obter medidas de probabilidade

invariantes v que tornam o processo reversivel mediante a equacao

v(m@Qn(n,&) = v(€)Qn(&, ), para todo n,& € {0, 1}, (3.8)

Proposicao 3.3.4. Se a = 3 entdo a medida v, € invariante e reversivel.

Demonstragao. Basta ver que v, satisfaz (3.8). Para isto usamos as matrizes
definidas em (3.2) e (3.3).

— No caso em que 1 = £, temos imediatamente que
va(n)Qn (1, 1) = va(m@n(n,7).

— No caso em que & ¢ {n,n',nV =1, n®**1} temos pelas matrizes consider-

adas que

Qn(n,§) =Qn(&n) =0.

— No caso em que £ = %L, Para este caso temos que

QN(U?&) - QN(&?U) =1.

#o+1 56 troca posicoes e como a medida v, nao

Logo como a operagao 7
depende das posigoes (depende da quantidade de particulas) entao temos
que

z,:p+1>

Va(n = Va(n)-

— No caso em que & = n' e n(1) = 0, notemos que Qn(n,&) = I,, mas
n(1) = 0 entao temos Qn(n,&) = a. De maneira andloga podemos ver

que n =n' e £(1) = 1, assim temos Qn(£,n) =1 — a.
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Logo, por (3.7) e lembrando que a medida v, s6 depende da quantidade

de particulas, temos que

assim temos que v,(nN)Qn(1,&) = va()Qn(E,n).

— Nos casos restantes, se age de forma analoga ao ultimo caso.

3.4
Do microscopico para o macroscépico

O espaco macroscopico é o espaco que representa o espago continuo,
aqui o espago macroscépico é o intervalo I = [0,1], e a discretizagao é
Ay = {1,2,--- N — 1} que representa o espa¢o microscépico. Podemos
considerar o espaco Ay contido no espago I, fazendo a seguinte identificacao:
uma posi¢do u no sistema macroscépico I se identifica com o sitio |uN| do
sistema microscopico Ay. De maneira similar, vamos identificar x € Ay com
x
N el
Agora, no sistema microscépico, as particulas sdo colocadas de acordo com
alguma medida de probabilidade, e estas se mexem de acordo com alguma taxa
de transicao probabilistica respeitando as restrigoes do sistema especifico. Ja
vimos isto acima na descricao do nosso modelo. Agora, estamos interessados
em estudar o comportamento temporal de um perfil de densidade. Para tal
temos que considerar diferentes escalas de tempos, um tempo macroscépico t
e um tempo microscopico t0(N). Para o processo estudado temos que tomar

O(N) = N2. Note que com a definicao do gerador temos que

St -
O(N) L =tim ()L =1

e se fizermos uma troca de variavel ¢t = 0(N)s temos que

O(N)Lyf = lim 220 = _ 7

N>
50 S

ou seja, Ly = O(N)Ly f é o gerador do semigrupo Signy. Entdo, de agora em
diante vamos denotar por 7; o processo de Markov em {0, 1}*¥ com gerador
N2Ly. Ou seja, o tempo microscépico no nosso modelo é tN2.

Agora que sabemos como lidar com os espacos macroscopico e microscdpico,

podemos generalizar a Defini¢ao 3.3.3.
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Defini¢ao 3.4.1. Dada uma funcdio py : [0,1] — [0,1], a medida produto
Bernoulli com parametro de variacdo lenta associada ao perfil py, denotada
por I/;\g(_), ¢ a medida no espaco de estados {0,1}*V que satisfaz as sequintes

propriedades:

— As wvaridveis aleatorias {n(z)}reny SGo independentes com respeito a
N
Yool) -

— Cada n(x) tem distribuicao Bernoulli de parametro pg (%)

Ou seja,

Vpo(y (1 € {0, M () = i1, m(2e) = da, -+ () = i) =
() (- ()

para todo x; € Ay, i; € {0,1} com j=1,--- k.

3.5
Deducoes das EDP’s discretas

Podemos agora introduzir alguns fatos importantes sobre as equagoes

diferenciais parciais discretas com que iremos lidar nesta dissertacgao.

Definigao 3.5.1. Dada v uma medida de probabilidade em {0, 1}~ vamos

definir para v € Ay a funcao

pr (2) = By [z ().

Estendemos a definicio as fronteiras tomando pl (0) = a, pN(N) = B.

Note que pelas equagoes de Chapman-Kolmogorov temos que
opY (2) = OB~ [nen2(2)] = Eyn [N2Lynene ().

Logo, pelo Exemplo 3.1.1, pela linearidade da esperanga e para z € Ay temos

que

Opy (1) = N*(Eyn[nenz(z — 1)] = 2B, v [v2 (2)] 4+ Eyn [mive (4 1)])
= N*(p(z = 1) = 2p) () + p' (x + 1))
= Anp(2).

Entao podemos resumir este resultado no seguinte lema.
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Lema 3.5.2. Se pN(x) = E n[nn2(z)], entdo pY(z) € solu¢io da equagdo

semi-discreta do calor, isto é

Osp (z) = (AnpYN)(x) para x € Ay,s>0
o (x) = B, [no(z)] para x € Ay , (3.9)
pY(0) = a, pY(N)=p para s>0

onde Ay € o laplaciano discreto em Ay definido na equagao (3.6).

Nota 3.5.3. Se considerarmos a medida inicial v,y da Defini¢ao 3.5.1, entao
definindo

pi\/@) = ]El/po(,) [ntNQ (.I')L
temos que pl (z) satisfaz a equagdo (3.9), com condigdo inicial
N A/E
o (@) = o, e ()] = po () -
Agora, seja C' = {0,--- , N}* e consideremos o subconjunto

V=A{(r,y) eC:0<x<y< N}

e a sua fronteira OV = {(z,y) € C: 2 =0ouy = N}.

| —t——
0 1 2 3 “ N-2 N-1 N

Figura 3.1: V.UV

Além disso, seja M o conjunto das fungoes f : V U IV — R tais que
f lav= 0.

Definigao 3.5.4. Dada v~ uma medida de probabilidade em {0, 1}~ vamos

definir para (x,y) € VU OV a funcio oY (x,y) por

or (z,y) =B [{nevz(2) — pp () Hmew2(y) — 07 (1) }]

em V e ol (z,y) =0 em V.
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Definigao 3.5.5. Denotemos por AY, o laplaciano discreto em V U 9V tal
que AY, : M — R € definido por

(AY ) (x,y) = N{f(z+1Ly)+f(x—1,9)+f(z,y—1)+f(z,y+1)—4f(z,y)}
se|lr—y|>1,

(A )@,z +1) = N{fle—Lz+1)+ flz,x+2) - 2f(z,z + 1)},

e (AN f)(z,y) =0 se (x,y) € V.

O laplaciano discreto introduzido acima é o gerador do passeio aleatério

simétrico em V UJV, absorbido na fronteira V. Assim temos o seguinte lema.

Lema 3.5.6. ¢ (x,y) definida em V U OV € solugdo da equagdo

Osps(x,y) = AV Gs(2,y) + g5(2,y) para (z,y) € V,Vs >0

bo(z,y) = ¢y (2, y) para (z,y) €V , (3.10)
Gs(z,y) =0 para (x,y) € OV,Vs >0

onde gi(2,y) = —(Vnpp (2))*0y=z41 €
vt (x) = N(p (x +1) = pp' (x))-

Demonstragao. Para simplificar a notagao, vamos considerar nesta prova 7, :=

NeN2-
Caso 1: [z —y| > 1
Note que

Oy (2, y) = OB~ [ne(x)me(y)] — 8; (pf (x)pf (y)
=E,~ [N*Ly (n(x)m(y))] = [0¢ (o () p (y) + 0; (o (1)) p ()]

Entao, primeiro temos que

OB~ [me(2)ne(y)] = Eun [N2n(D{m(y — 1) +m(y +1) — 2n:(y) }]

+Eyn [N (y){me(x — 1) + (2 + 1) — 2n(2) }]

= N°E,~ [ni(z)ni(y — 1)) + N°E,n [n:(2)me(y + 1)]
— 2N?E,w [m(2)ne(y)] + N?Eyn [z — 1)ne(y)]
+ N?Eyn [ne(x + 1)ne(y)] — 2N By ()70 (y))

= N?E,v [mi(@)ni(y — 1)) + N*Eyw [ () (y + 1)]
+ N?Eyw [1:(x — D)me(y)] + N*Eyw (2 + 1) (y)]
— ANZE,~ [n:(x)n(y)]

= Ag [Eun [1:(2)n: (y)]] -
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Segundo temos,

O (pi¥ () p¥ () + 0 (¥ () pr (2) = OB~ [m(2)] o1 (y) + OE,~ [m(y)] o7 ()
= N?0E,~ [ni(z — 1) + m(z + 1)

—2n4(y)] pf" ()
=AY [p (@)1 (v)] -

Agora, juntando estes dois resultados temos
Dt (,y) = AV r (a,) + g(z,y) -
=0
Caso 2: |z —y| =1
Note que
Oy (w,x +1) = OB~ () (2 + 1)] = 0, (o' ()" (z + 1))
=E,~ [N°Ly (n(x)m(x +1))] = [3; (o7 () pr’ (z +1)

+0; (p7 (x + 1)) p ()] -

Entao, temos que

OB~ [y (x)me(x +1)] = By [N* {me(z — D)ne(z + 1) 4 ne(z)m(z + 2)
=2n:(z)ne(z + 1) }]
=AY [Eyn[me(z)me(z + 1)]] .

Por outra parte,

O (o () pi' (z + 1) + 0 (0 (x + 1)) p¥ () = DR ()] pf (x + 1)
+ OBy~ [n(x + 1)] p} ()
= N?0,E,~ [n(z — 1) + ny(x + 1)
—2ny(z +1)] p; ()
= AV [p) (2)p (z + 1)]
+ (Vo (2)?.

Agora, juntado estes dois resultados temos
depr (x,y) = AV [@f (2, 9)] + g:(2,).

Resta analisar o que acontece na fronteira. Vamos considerar x = 0, sendo os
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restantes casos analogos. Ora,

der (0,y) = E,n[(m:(0) = o7 (0) (me(y) — o1 (0)))-
Como 1;(0) = a e p¥(0) = « para todo t > 0 resulta que ¢ (0,y) = 0. O

Nota 3.5.7. Consideremos a medida inicial v,,.y como na Nota 5.5.5. Entao,

definimos

e (@,y) = By, ) [{mve(2) = o' (@) Honewz () — 22 ()}

que também satisfaz (3.10), mas com condi¢do inicial dada por

v (x,y) = B, [{no(x) — o5 (@) Hno(w) = pg’ (v)}]

= E, , [m0(@) = pd @)]E,, ., [n0(y) — o) ()]

= 0.

Note que sempre que a medida inicial for uma medida produto esta condi¢cao
inicial vai ser zero pois as varidveis aleatorias vao ser independentes de média

ZETO0.
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