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A equacao do calor

O teorema do limite hidrodinamico 5.0.10 que é o nosso principal objetivo
no Capitulo 4, diz que se rescalamos o espago por N e o tempo por N? a
evolucao da densidade de particulas é dada pela solucao de uma equacao do
calor com certas condigoes de fronteira. Por este motivo, neste capitulo vamos

estudar a equacao do calor e o significado de uma solucao fraca desta equacao.

4.1
Equacao do calor

Vamos considerar agora as equagoes do tipo
Owu(t,x) — Au(t,z) = f(t,x) (4.1)

sujeita a condicoes iniciais e de contorno apropriadas, onde t > 0, u € U C R"
aberto. A fungdo desconhecida é u : [0,00) x U — R, com u = u(t,r), e o
laplaciano A é tomado com respeito a x = (1, -+ ,x,), isto é, Au = Au =
Yo Uga,- A funcdo f é dada. No caso em que f = 0 dizemos que a equagao
(4.1) é homogénea.

No caso em que tenhamos uma discretizacao de U (e uma definigao discreta
do laplaciano) vamos dizer que a equagao é semi-discreta.

Nesta dissertagao, vamos estudar o caso n = 1, e assim temos que A = 9.

4.1.1
Interpretacao fisica

A equacao do calor também é conhecida como a equacao de difusao que
descreve a evolucao no tempo de uma densidade u de alguma quantidade como
o calor, a concentracao quimica, etc. Note que se V' C U tal que 0V é suave,
entao a taxa de troca dessa quantidade dentro de V' é igual ao negativo do

fluxo através de JV, isto é,

i udx:—/ F - vdS,
dt oV

onde F é o fluxo de densidade e v é o vetor normal unidade exterior do campo.
Como V ¢ arbitrario entao temos que u; = —div F. Em muitas situagoes, F é
proporcional ao gradiente de u, mas na dire¢ao oposta (isso pois o fluxo vai de

regioes de maior a concentragao a regioes de concentragdo mais baixa), assim
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temos que F' = —aVu (a > 0). Logo, div F = div (—aVu) = —aAu. Quando

tomamos a = 1 temos a equagao do calor homogénea.

4.2
Motivacao e definicao da solucao fraca

Uma equagao diferencial parcial pode ter solugoes que nao sao difer-
enciaveis. Assim, para encontrar tais solucoes, temos que rescrever a equagao
diferencial parcial de forma que apareca na equacao as derivadas da solugao
(formulagao fraca).

Consideremos a equacao do calor com condicoes de Dirichlet dada por

Op(t,x) = Ap(t, x) para x € [0, 1]
p(0,z) = po(x) para z € [0,1] . (4.2)
p(t,0) = o, p(t,1) =B para t € [0,00)

Agora, fixemos um 7' > 0. Tomemos R = [0,7] x [0,1] e consideremos

o conjunto C&’Q(R) como o conjunto de funcoes f : R — R tais que f

é de classe C'0,7] no tempo, de classe C?[0,1] no espaco, satisfazendo
f(t,0) = f(t,1)=0.

Vejamos, informalmente, que se multiplicamos uma fungao teste Gy(x) tal que
G € Cy*(R) na equacio dyp(t,z) = Ap(t, z) de (4.2) temos que

Integrando a igualdade anterior sobre a regiao R obtemos

/0 1 /0 T&P(t,x)Gt(x)dtdx: /0 1 /0 ' Ap(t, z)Gy(x)dtdz . (4.3)

=1 =1

Fazendo uma integragao por partes na integral I; temos que

L - /0 (T, )G () — pl0, 2)Golx)dz — /0 /0 ot )9 G () dtd

Agora vamos calcular I5. Neste caso note que A = 9% entao pelo Teorema de

Fubini e fazendo outra integracao por partes, duas vezes, temos

L = / L 0,p(t 1)Go(1) — Buplt, 0)Ga(0)dE — / ' / 0, (1, )0, () dudl
_ / L 0up(t 1)CA(1) — Duplt, 0)CH(0)dE

- / p(t,1)0,G¢(1) — p(t,0)0,G(0)dt + /T /1 p(t, 2)02G, (z)dxdt.

0
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Assim I; = I, pode ser escrito como:

/0p(T,x)GT(x)—p(O,x)Go(x)dx = /o/o p(t, 2)0;Gy(x)dtdx
b [ 0t 060 006 0

- / Pt 1)0,G(1) — p(t,0)0,G(0)dt

0

N /0 ! /0 ot 2)AG (x)dudt,

Logo, como p(t,0) = «a, p(t,1) =L e G € 03’2(}%) temos que

/0 (T, )G () — pl(0, ) Golw)dz = /O /0 ot ) (D) + A) Gl () dbd

+ / a0, Gy (0) — BO,Gy(1)dt.

0

Defini¢ao 4.2.1. Fize uma fungdo continua po : [0,1] — [0,1]. Uma fun¢ao
mensuravel p : [0,T] x [0,1] — [0,1] € uma solucao fraca da equagao (4.2), se
para cada fungao G € C’S’Q(R), p satisfaz a equacao integral,

/0p(T,x)GT(x)—po(x)Go(x)dx = /O/Op(t,x)(8t+A)Gt(ac)dtdx

+ / ad,G,(0) — BO,G(1)dt.

0

Teorema 4.2.2. Se existe uma solugcao fraca da equacdo do calor com

condigoes de Dirichlet dada em (4.2), entdo essa solugdo é unica.

Este resultado é essencial para a demonstragao do limite hidrodinamico
que vamos apresentar. Este resultado serd utilizado, mas a demonstracao nao

serd feita nesta dissertacao, para mais detalhes veja [6] e [12]).

4.3
Equacao semi-discreta do calor

Nesta secao vamos fixar N > 2 e vamos considerar o laplaciano discreto

definido no Capitulo 2 na equagao (3.6).
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43.1
Aproximacao discreta-continua

Seja pY solucdo da equacao parabdlica homogénea semi-discreta dada

por
Oipl (z) = (AnpY)(x), parax € Ay, t >0
{ pr(0) =a, p'(N)=5,t>0
E seja p; solucao da equacgao parabdlica homogénea dada por
Opi(u) = (Apy)(u), parau € (0,1), ¢ >0
{ pe(0) =, p(1) =B, t >0
Agora, definimos para z em {0,--- , N}

(@) = o @) = o () (4.4)

e notamos que w¥ (0) =0, w¥(N) = 0 e para todo x € Ay temos

O (x) = 0 (Piv(x) — Pt (x/N))
= Oy (x) = upi (x/N)

= (Anpi)(x) = (Ape)(x/N)
= (Anp)(x) = (Anpo)(/N) + (Ayp) (x/N )v— (Apy)(x/N)
=Fn(t,x)
= (AywM)(z) + Fn(t, ).
Para w: {0,--- , N} = R introduzimos a norma supremo dada por
[l = _max fu(o)]

Lema 4.3.1. Seja w¥ como em (4.4), entdo

Ct

e llse < Nl lloo + 773

onde C' € uma constante.

Demonstracao. Como

0wy’ () = (Anwi')(z) + Fiv(t, )
w)h(0)=0, wN(N)=0,t>0

Y

pela férmula de Feynman-Kac (ver [8] e A.1.7 de [9]) temos que

t
wN(r) =E, [wéV(Xth) +/ Fn(t — s, Xyn2)ds |,
0
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onde [E, é a esperanca com respeito a medida de probabilidade P, tal que
o processo {X;},., é um passeio aleatério com gerador Ay absorbido na
fronteira, definido em (3.6) e com estado inicial .

Agora, notamos que

N

E, [W(JJV(XtN2)] = ZEx [W(]]V(XtN2)1{XtN2:y}<y)]

= ZE wWo (WLx, xo=0}]

= Z (.UO {XtNZ y}:|

= Zwo XtN2 = y]

Assim, obtemos que
}Er [W(])V(Xtm)” < Z W ()P [Xen2 = 9]

< HW(JJVHOO pr [Xinz = y].

J

-~

=1

Similarmente, temos que

E, MFN@—S Xox2)d }

Agora, como p,; é limitada e p, € C*°(0,1) temos por um desenvolvimento de

/Z|FNt—s W)\ Py [Xons = y] ds.

Taylor que

n(57) =0 ()~ 50 () + 2 () s ()

* 4!11V435ﬂ1 (3)+0 [(%ﬂ !

(57) =0 () 500 () + 3t () i (5)
x

* 4!11V435ﬂ1 (%) 0 [(Nﬂ |
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Assim, é facil notar que

1 zy 1 x 1 x (:v
AP (N) = el (N) oy dere (N) O { N
Logo,

1

Flt.0)] = (00l )~ @200/ < | iz ()] <

Isto implica que

t N
< [ Y IRt = s )P Yoy
0

y=0

t C N
/0\ EZPI [XtN2 :y] ds
y=0

-~

=1

t
Em |:/ FN(t — S,XtNQ)dS:|
0

IN

_
= W,
Logo,
Ct
o e < e + -

Agora, considere a equagao

opl (z) = (AnpN)(x) para x € An,t>0
o (x) = pN(z) para T € Ay
pi(0) =, p)'(N)=p para t>0

Lema 4.3.2. Se pY¥ ¢ solucio da equacio (4.5) entdo
o [V o < 9503

onde VpY € a derivada discreta definida por

Vo () = N{p (z + 1) = p;’ (2)}.

40

y| ds

(4.5)

(4.6)

Demonstracao. Daremos duas provas diferentes, uma baseada na féormula de

Feynman-Kac, e a outra baseada no principio do maximo.

Prova 1.

Defina w¥ (1) = =V ypY (z). Claramente d,w? = Aywl¥ (z) Vo € {1,--- N —

- N

2}. Pela féormula de Feynman-Kac, tomando o processo {X;y2},5, como o
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passeio aleatério com gerador Ay absorvido na fronteira, definido em (3.6),

temos que
wi(z) = E, [W(])V(XtNQ)}
N
= 3B, [wh (Xive)Lix, oy ()]
y=0
N
= ZET [wév(y)l{xtﬂ:y}]
y=0
N
— ZW[])V(y)Ex [1{XtN2:y}]
y=0
N
J— N -
= Zwo (Y)P: [Xinz =y .
y=0
Assim,
N
Wl @) < 3 lwt )Py [Xove = 4]
y=0

IN

N
g oo Y P [Xinz = 9]
y=0

J/

~~
=1

< lop'lle VE20.
Tomando supremos sob ¢ temos
sup [V lloo < Vg [loo-
>0

Prova 2.

Fixe T > 0 e defina v,(z) = pN(z + 1) — p"(z), para 0 < z < N — 1. E claro
que Oyyi(r) = Axvy para 1 < & < N — 2. Assim, pelo principio do maximo
temos que se

M= e 0zoeT ()l

entao

o N N N _
M= mae (%o 1) = @l sup (D) - al,

sup |8 — pN (N — 1>|} @)

0<t<T

Afirmamos que o maximo é atingido no ponto ¢t = 0. Vamos supor por
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reducao ao absurdo que nao. Vamos supor que existe um ¢y € (0,7 tal que
M = |p (1) —al.
Olhando para equacao (4.5) com x = 1 temos que para todo s € (0,7):

deps’ (1) = (Anpd)(1)
= pY(0)N? + N?pl'(2) — 2N?pl¥ (1)
a4 NP (2) — 2NN (1)
= YN+ N2+ N((2) - oY (1),

N2

Assim, multiplicando a igualdade anterior por e**" obtemos,

0 (e = —pY (NN 4 N2ae™ 4 N2 (2) — plY (1)
e isto significa que
O,(pY (e’ = N2ae™™ 1 N2(p (2) — p (1))e™”.

Integrando a igualdade anterior no intervalo (0,t) temos:

t t
AW = 1) = Na [ Vst N [N e) - oY1) ds
0 0

= e =)+ N [ () = e

Multiplicando por e N temos
t
_{N2 a2 N
W) AW = ot =) -8 [ ) e s,
0
e assim, temos que
t

) == (N () =) N [ @) =l ()

Isto implica que, para t =ty temos

to
P —a] < [0 = a)e e N [T (M) g () e
N——— 0

-~

=M <M

to
< |ph(1) — afe 0N 4 N2/ Me—0N?gg
0

J/

-~

M(1—e—N?t0)
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Assim, temos que

M < |py(1) - ale N 4 M — Me N0,
e isto implica que

Me Nt < 1p’ (1) — ale N,
Assim podemos concluir que M < |p)¥(1) — al, o que é absurdo, pela definigao
de M. ]

Lembremos o conjunto
V=A(r,y) eC:0<z<y<N}
com C' = {0,---,N}? e a sua fronteira
IV ={(z,y) €eC:z=00uy=N}

definido na Segao 3.5. Considere o laplaciano discreto A em V dado pela
Definicao 3.5.5. Agora, fixemos h : V — R e seja fs a solucao da equacao do

calor semi-discreta dada por

Osfs(x,y) = AV fo(z,y) para (z,y) €V, Vs e [0,T]

fo(z,y) = h(z,y) para (z,y) €V )
fs(x,y) =0 para s € [0,T], (x,y)€dV

Lema 4.3.3. Se fi(x,y) satisfaz a equacao do calor semi-discreta anterior,
entao, o mdazximo valor de f em [0, T]x (VUOV) € atingido no ponto (to, xq, Yo)
tal que to = 0 ou (xg,yo) € V.

Demonstra¢ao. Suponha que o méximo é atingido num ponto py = (g, Zo, Yo)
no interior de [0, 7] x (VUOV) isto é pg € (0,T) x V. Logo, claramente, temos
que O fi(x,y)|p, = 0, isto por ser maximo. Alids, pela definicao de laplaciano
discreto se tem que AY fi(z,y)],, < 0. Se f ndo fosse constante, terfamos
que AY fi(x,y)|p, < 0, mas, isto implica que 9;fi(z, )|y, > AY fil@,y)|p, ©
que é uma contradigdo, pois 9, fs(z,y) = AN fi(z,y) para todo (z,y) € V e
s €1[0,T]. O

Nota 4.3.4. Podemos fazer um argumento similar ao da prova do Lema

anterior para o caso do minimo.
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Lema 4.3.5. Se oV € solucdo da equacao

{ (AN (z,y) = C%6y—pir(z.y) para (z,y) €V

: 4.8
eN(z,y) =0 para (x,y) € OV )

onde C € R, entdo @~ ¢é inica e é dada por

c? x y
N f— — —_—
v (x’w_N—lN(l N)’W’yev‘

Demonstracao. Primeiro vejamos que gpN assim definida é solucao da equacao.
Se |z — y| > 1 entao temos
C?N?
_(AgSON)(fLUy) = —m(ﬁlx]\/ —4xy — 4xN + 4xy) = 0.

Agora, no caso que y = x + 1 temos

N C?N?
—(Aye)(z,y) = TINCDN? [(z =N —z—-1)+2(N—-z-2)
—2x(N —x —1)]
02

= ————(N-1

= C%
Além disso, é claro que ©V(0,5) = 0 e Y (x,N) = 0 assim temos que
©N(z,y) = 0, se (z,y) € V. Assim, fica provado que ¢ é solucao da equacao
(4.8).

Resta provar a unicidade. Sejam ¢ e g solucoes da equagao (4.8) consideremos

» = @1 — 2. Note que ¢ é solucao da equagao

(AYeM)(z,y) =0 para (z,y) €V
oN(z,y) =0 para (z,y) € OV

Pelo principio do mdximo (ver [5]) temos que ¢™(z,y) < 0 para
(z,y) € V. Agora se consideramos —?, que também é uma solugao da equacao
anterior, temos que —” (x,y) < 0 para (z,y) € V ,isto 6,0 < ¢™(x,y). Daqui
resulta que ™ (z,y) = 0 para todo (z,y) € V, ou seja, p1(z,y) = p2(z,y) para
todo (z,y) € V. O
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Fixamos agora as funcoes h: V — R e g : Rt x V — R. Consideremos a

equacao parabdlica nao homogénea

Osps(x,y) = AV ps(x,y) + gs(x,y) para (z,y) eV
wo(z,y) = h(z,y) para (z,y) €V
ws(r,y) =0 para (x,y) € OV

Denotemos por || a norma do supremo definida por:

: HOO(V>
h = m h :
|| HOO(‘Q (x,y)aé{V ’ (l‘, y)’

Lema 4.3.6. Para T fizo, suponha que a fungao gs tem suporte na diagonal
y=x+ 1. Entao,

1
su corn < NAllog s + — su max r,r+ 1)
ogth ||§0t|| vy — H || ) 4(N . 1) OStET 1<a<N—2 |gt( )l

Demonstracao. Pela féormula de Feynman-Kac temos que

t
th($,y) = Ew,y |:h(Xt;Y;€) +/ gts(X37Y:<;>d5:| 9
0

onde o processo {(X;, Y;)},5, é um passeio aleatério com gerador A}, absorvido
na fronteira 0V do triénglIlo V, introduzido na Defini¢ao 3.5.5, e onde E, , ¢
a esperanca com respeito a medida de probabilidade P, , tal que o processo
{(Xt,Y7)} 50 € um passeio com estado inicial (x,y).

Agora, notemos que

[Eay [M(Xe, YOI = Y. Wz w)Pey (X Y)) = (2,w))
(z,w)eVUOV
< Y h(Ew)| Py (X Y3) = (2,w))
(z,w)EVUIV
< [l

Analogamente, temos que

t
‘Ea:,y |:/ gts(X57Y;)dS:|
0

Pela desigualdade do mddulo, temos que a equacao anterior esta limitada por

t
/ Em,y [gtfs(Xsa Yjs)] dS .
0

/ Z 19— (2, w) [Py (X5, Y5) = (2,w)) ds.
O

z,w)EVUOV
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Como g5 tem suporte na diagonal, podemos limitar a expressao anterior por

cima pela expressao

t N—2

/ Z|gt S22+ D)|Pay (Xa, V) = (2,2 4+ 1)) ds

t N—2

< < sup max |gt(z,z+1)|) ZPx,y(stz,YS:z—{—l)ds

0<t<T 1<2<N-—

OONQ

< 1) P Y, = 1)ds.

A
=ox (2.9)

Afirmamos que vy(z,y) é solugao da equacio ANvy(z,y) = —0,=zt11. De

fato, ¢ facil ver pela deﬁnicéo de esperanca em um espago discreto que

E, y[0y=z+1(Xs, Ys)] ZIP’ - =2,Y; = z+1). Claramente no tempo
= 0 temos smlplesmente que E; y[0y=z+1(X0,Y0)] = 0y—si1(z,y) e pelas
propriedades dos semigrupos temos que E, ,[dy—.+1(Xs,Ys)] = 0 quando

tomamos s 1 co. Logo, pelas equagoes de Chapman-Kolgomorov, temos que

AgEz,y [5y=x+1 (Xsa YS)] = asE:v,y [5y=w+1 (Xsa Y;,)] :

Agora, temos que
Aoy (z,y) = / AYD Poy(Xo=2Y,=2+1)ds
0 z=1

t N—-2
= tlgélo/o 082Px7y(XS:z,Y;:z+1)ds

= lim (Eaﬁ,y[(sy:xﬂ (X4, V)] — Ex,y[(sy:xﬂ (Xo, Y0)])

t—o0
= - y=x+1<$ay)'

Assim, pelo Lema 4.3.5 temos

1 = Y
- - * 1__>
un (2, ) N—1N< N

<

A 1ltima desigualdade vale pois z < y. Daqui decorre o resultado. O
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Lembremos que na Definicao 3.5.1 consideramos uma medida de prob-
abilidade vV em {0,1}*~, e definimos pY(z) = E,~[nn2(7)] para z € Ay.
Agora, estendemos as fronteiras definindo p¥(0) = a e p¥(N) = 8 e sabemos
que p¥ () é solucio da equacio (4.5). Lembre também, a Definicio 3.5.4, onde
o (x,y) = By [(nenz(x) — o (2)) (mv2(y) — o1 ()] para (z,y) € V UIV.
Suponha agora, que existe uma constante Cy tal que

sup  Vip'(z) < Co, N max " (z,9)] < Co, (4.9)
T, N>

<z<N-1
0<z< "y

onde p™ = pi e " = .
Proposicao 4.3.7. Se existe uma constante Cy que satisfaz (4.9), entao
2Cy + C3

N
SUp [l ooy = =5

Demonstragdo. Pelo Lema 3.5.6 temos que ¢ (x,y) é solugdo da equacio
(3.10), tomando

Wz, y) = Box[(mne(z) — p (2)) (menz(y) — o1 ()]

g6, y) = —(Anpy ) (2)dy—a1-

Aliés, pela desigualdade

sup N{p"(z+1) - p"(2)} < Gy,
0<z<N-1

pelo Lema 4.3.2 e como g; tem suporte na diagonal, temos que g;(z,y) < CZ.

Além disso, pelo Lema 4.3.6 temos que

< ||k 1
OZ?STHSQHOOW) = H ||OO(V)+4(N_1) Oignggglga]\}fiJgt(xax_" )|

G, G G, G
= N "4N-1)" N 2N’
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