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Limite Hidrodinamico

Neste capitulo queremos provar o limite hidrodinamico do processo
{ni}s0 com espago de estados {0,1}*V e com gerador infinitesimal N%Ly
definido em (3.1).

Agora, definimos a medida empirica associada ao processo 7,. Esta medida esta
definida em {0, 1}*~, d4 peso v 2 cada sitio ocupado da configuracao 7;.
Definigao 5.0.8. Para cada configuracao n € {0,1}*~ definimos a medida

empirica 7 (n, du) em [0, 1] como

7, du) = = 3 ()i (du), (51)

TEAN
onde 9, € a medida Delta de Dirac em a.

Como queremos analisar a evolugao temporal da medida empirica asso-

ciada ao processo {7 }+>0, ¢ preciso definir
N (n, du) := 7 (n2, du).

Com esta notacao temos que se G : [0,1] — R é uma fungao teste, entao a
integral de G com respeito & medida empirica 7V é denotada por (7¥,G) e

definida por

w.6) = [ G =5 3 6 (5) mwelo)

TEAN

Seja M o conjunto das medidas finitas positivas em [0, 1] munido da topologia

fraca. Com esta topologia temos que se {7V} y>1 e 7 estdo em M entao

v s 7 se, e somente se, (N, G)y — (7, G),
Ntoo Ntoo

para toda G € C[0, 1], onde C[0, 1] é o espago de fungoes continuas no intervalo
[0, 1].

Agora, consideremos um processo de Markov {m}i>p mno espaco
D([0,T],{0,1}*) de fungoes cadlag tomando valores em {0, 1}~ que
ja foi definido no Capitulo 1, mas neste caso definido num intervalo de
tempo que é compacto. Assim obtemos o processo de medidas empiricas
{7N = 7N(n;, du) }o<i<r no espago D([0,T], M) de fungoes cadlag tomando
valores em M. Entao, notemos que existe uma aplicacao injetiva entre os

processos de Markov {n;};>0 em D([0,T7],{0,1}*¥) e as medidas empfiricas
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{7N = 7N (0, u) b0 em D([0,T], M). Assim o processo de medidas empiricas
também pode ser visto como um processo de Markov.

Seja {QV}y>1 uma sequéncia de medidas de probabilidade no espaco
D([0,T], M), correspondente ao processo de Markov {7¥};>¢ associado
ao processo de Markov n;, em D([0,77],{0,1}*¥). Se P v := IPLVN ¢ uma me-
dida de probabilidade no espaco D([0,T],{0,1}*¥) que faz o processo 1, um
processo de Markov com distribuicao inicial " e gerador N2 Ly, entao, QV ¢é

a medida imagem (push-forward) de P,~ induzida pela aplicacao
(D([0,7],{0,1}*),P,~) — ((D[0,T],M),QN)
{m}e=o0 — {7 }i0.
Para enunciar o primeiro resultado relacionado com a hidrodinamica

deste modelo, é preciso impor algumas condi¢oes sobre a distribuicao inicial

do processo.

Definigao 5.0.9. Uma sequéncia de medidas de probabilidades {u™N }n>1 em
{0, 1} diz-se associada ao perfil de densidade py : [0,1] — [0, 1] se, para todo

>(5> =0.

(5.2)

d >0 e para toda fungdo continua G : [0,1] = R se tem que

dim g™ (77 e {0, 1} ‘% pNE (%) n(z) — /[071] G(u)po(u)du

TEAN

O objetivo no limite hidrodinamico consiste em mostrar que para cada
tempo fixo ¢, a medida empirica 7" converge em probabilidade, quando
N — o0, para a medida deterministica m;, que é absolutamente continua com
respeito a medida de Lebesgue ou seja, m;(du) = p(t,u)du, onde, p(t,u) é a
solucao fraca de uma equagao do calor com certas condicoes de fronteira e com
condigao inicial py, nomeadamente, a equagao (4.2). Assim, o nosso teorema
principal é o seguinte.

Teorema 5.0.10. (Limite Hidrodindamico)

Considere o processo {n;}i>0 com espaco de estados {0, 1}*~ e gerador N*Ly
definido em (3.1). Seja po : [0,1] — [0,1] um perfil inicial e {u™}n>1 uma
sequéncia de medidas de probabilidade em {0,1}*~ associada ao perfil py.
Entdo, para cada 0 < t < T, para cada G € CZ[0,1] e para todo 6 > 0

>6> =0,

(5.3)

lim P, (n{V : ‘% Y a (%) mxe () — | G(u)p(t, u)du

N—oo
TEAN [071}

onde p(t,u) € a unica solugao fraca da equagao (4.2).

Nota 5.0.11. A equagdo (4.2) se diz a equagao hidrodinamica do processo
{m}ezo-
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Agora, podemos reformular o teorema anterior. Primeiro, note que no
espaco M (pois o espaco C0,1] é separavel) munido da topologia fraca

podemos definir uma métrica, isto é, se u, v € M entao

— 1 [ f) = (v fi)l
Z 281+ [, fu) — (v, fi) |

¢ uma métrica em M, onde { fx }r>0 ¢ uma familia enumeravel densa de fungoes
continuas de [0, 1] em R, ou seja, para todo k > 1 temos que f; € C|0,1].

Assim, temos que

lim P~ <77N € D([0,T],{0, 1} )
N—ro0 ’

LS 6(Z) et

$€AN

— G(u)p(t,u)du| > 5) =0
[0,1]

= lim P, (n™ € D([0,T],{0,1}*) : (7Y, G) — (p(t, u)du, G)| > §) =0

N—oo

= lim P, (n™ € D([0,T],{0,1}*) : 6(mY, p(t,u)du) > §) = 0.

N—o0

Esta tltima expressao pode ser interpretada como convergéncia em

probabilidade, isto é,

PN
i W p(t, u)du.

Logo o Teorema 5.0.10 tem a seguinte reformulagao:
Teorema 5.0.12. Considere o processo {n;}i>0, com gerador N?Ly. Seja
po : [0,1] — [0,1] um perfil inicial e {pu™N}n>1 uma sequéncia de medidas de

probabilidade em {0, 1}V associada ao perfil po. Entdo, para cada 0 <t < T,

PN
oy N—Toj p(t,u)du, (5.4)

onde p(t,u) € a unica solu¢ao fraca da equagao (4.2).

Para demonstrar este teorema, seguimos um método indireto padrao,
provando que a sequéncia {QV} y>; é relativamente compacta ou rigida. Isto
significa, que cada subsequéncia de {Q"}x>; tem um ponto limite. Depois
mostramos a unicidade do ponto limite. Estos dois resultados nos dao a
convergéncia de {Q"}y>; ao ponto limite. Para isso, vamos mostrar que
os pontos limite de {Q"}y>; estdo concentrados em trajetérias de medidas
absolutamente continuas com respeito a medida de Lebesgue, que sao iguais a
po(u)du no tempo inicial t = 0 e cuja densidade é uma solugao fraca da equagao
hidrodindmica. Pela unicidade destas solugoes, concluimos que {QV}y>; tem

um tunico ponto limite @, concentrado na trajetéria com densidade p(t,u)
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com respeito a medida de Lebesgue, onde p(t,u) é a tnica solucao fraca da
equacao hidrodinamica correspondente. Como o espaco das probabilidades é
metrizdvel, podemos concluir que toda a sequéncia {QV}y>; converge para

esse ponto limite Q.

5.1
Rigidez

Como ja referimos, o primeiro passo consiste em mostrar que {QV} x>,
¢ rigida.
Proposigao 5.1.1. A sequéncia de medidas {QN }n>1 € rigida na topologia de
Skorohod de D([0,T], M).

Demonstragdo. Denotemos por C?[0, 1] o espago de fungoes duas vezes con-
tinuamente diferencidveis G : [0,1] — R. Sabemos que CZ[0,1] é denso em
Co[0, 1] para a topologia forte. Pela Proposigao C.0.16, é suficiente mostrar
que a sequéncia de probabilidades {QY:¢}y>; é relativamente compacta em
D([0,T],R), onde para cada fungao G' € CZ2[0,1], Q"¢ ¢é a medida de proba-
bilidade induzida pela aplicacao

¥ (D([0,T|, M),QY) — (D([0,T],R), Q™)

m — (", G).

Assim, se A é mensurédvel no espago D([0, 7], R) entao

QVE(4) = QV(y~'(A))
= QV (7TN € D([0, 7], M) : y(7™) € A)
= QY (7Y e D([0, T, M) : (z",G) € A}.

Como as medidas de probabilidade {Q"}y>1 sdo induzidas pelas medidas

N

empiricas 7, entao, temos que

(D([0,7],{0,1}*),P,v)  — (D([0,7],R), Q")
1. = TV (0), G) hizo-

Note que o processo { (7 (n;), G) }+>0 toma valores em R. Portanto, aplicamos
o Teorema C.0.14 e a Proposi¢ao C.0.15 com & = R e d a distancia usual de
R.

Para provar a primeira condigdo do Teorema C.0.14, fixe G € C[0,1] e € > 0.

Assim

(Y, G)| = %ZG(%>771¢($)

< Gl
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onde |Gl|oc = sup |G(z)| < co. A ultima desigualdade vale porque no maximo
z€[0,1]
temos uma particula por sitio, isto é, Vo € Ay, |n:(x)| < 1, Vi.

Assim, basta tomar K (t,e¢) = B.(0) com r > ||G||«, onde resulta que
QM ((=N,G) € D([0,T],R) : (x]¥,G) ¢ K(t,e)) =0 <.

Para provar a segunda condigao do Teorema C.0.14, basta verificar a condicao

da Proposicao C.0.15, isto é, para cada € > 0 temos

lim limsup sup Q™Y ((xV,G) € Dx[0, 7] : (X, G) — (7Y, G)| > €) =0,

T
770 Nooo r€T7,0<v

onde, Tr é o conjunto de tempos de parada limitados por 7. Agora, notemos

que

QV4((x,G) € D(0,T],R) : [ (x5, G) — (=Y, G)| > )
= Q"(7¥ € D(0.T], M) : [(=Y5, G) = (=Y, G)| > €] )
= Py (n. € DO T) {0, 11 1 |7 (1r40). G) = (7 (1), G| > ).
Fixando G € C2[0,1], e tomando
F:R* x {01} — R
(t,1) — (m.G),

pela férmula de Dynkin (ver o Teorema A.0.6) sabemos que
MM = (7N, G) — (x), G /NZLN ARG

é um martingal, com respeito a filtracao natural F; = o(ns : s < t). Logo,
temos que

By (n. € D(0.T1, {0, 1)+ |2 (1), G) = (2™ (0r0). G| > )

T+6
< P (77. € D([0,T],{0,1}*~) : / N?Ly(x,G)ds| + ‘Mf.V’G —Mﬁg” > e)
< P~ (77 € D([0,T],{0,1}A~) / N2Ly(rY, G)ds| > 2)
+ P, (. € D(O, T), {0, 134%) : | M€ — MNG( >5)
© . y - b . T T+0 2
< EEHN (/T NQLN<7réV,G>ds> + ?EMN ((Mj_vG _MTJ;9> ) .

A dltima desigualdade é uma aplicagao das desigualdades de Markov e
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Chebychev. Entao, basta mostrar que

T+60
limlimsup sup E,~ {/ NQLN<7T£V,G>ds} =0 (5.5)
10 Nooo 7€T7,0<vy T
e 27
limlimsup sup E,~ {(MTNG—Mﬁj) =0. (5.6)
720 Nooo 7eTr,0<y ]

Para mostrar (5.5) notemos primeiro que

N2Ly(a¥,G) = NQLN% Y@ (%) ns()

TEAN
Lo (%) 0+ 5 36 (5)n)

+ %G <¥) ns(N — 1)}

= NZ?Ly

NG (T ) (N =2 = 2 = 1)+ )

N N:G (%) (.2 = 1) = 20.(a) + sl 4+ 1))
e (%) TS ]::ANG () m(x) + NG (%)
= ang (5 ) +ove () s @wave. 60

Acima, Ay representa o laplaciano discreto,

a2 r+1 r—1Y\ z,
AnG (z) = N {G( - )+G( ~ ) 2G<N>}, Yz € Ay.
Entao, se G(0) = G(1) = 0, temos pelo Teorema do valor médio os seguintes
1
()| -
N -1 N -1
I — _ R < /
e (55| e (oo (557) ) = 11
T _ 9 -1
avo ()| = (e (*F)

< 2)G" e

resultados:
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Pelas desigualdades anteriores podemos concluir (5.5), isto é,

limlimsup sup E,~ [
120 Nooo 7eTp,0<y

< lim limsup sup E“N|:
770 Nooo T€Tr,0<vy

740
/ N?Ly(xY

T74+0
/ 2 loe + 2 G s

G)ds

|

|

7460
= limlimsup sup (2||G']|s +2||G”Hoo)/ ds

=0 Nooo TETT,0<y

= limlimsup sup (2[|G'||o + 2[|G"||) 0

170 Nooo T€T7,0<vy

=0.

Para provar (5.6), definimos

Bé\]’G = N2 [LN<7TN(778>7G>2 - 2<7TN(778)7 G>LN<7-r

Sabemos pelo Teorema A.0.6 que

) t
(MtN’G) . / BNGds,
0

é um martingal com respeito a filtragao natural F, = o(n, : s < t).

N N N
Agora, se denotarmos B¢ = B, dG + BNC 4

N,G
BtJr )

Mns), G)] -

o4

(5.8)

correspondente a (5.8)

com Ly = Lno+ Ly_ + L4, e tomando G <N) = GV, temos que

BNC = N?[Lyo(m"(ns),G)? - 2(x™ (ns), G)Lo(r

N—-2
- [Z< V), G = (x (n,). G)?

= (Givns(x + 1) - Giv"?s(x) + GJ:EV+1778($) -

= (ns(@) [GY 1y — GY] = ns(a +1) [GNyy —

= (ns(2) = ms(z + 1)) (Gy —

(N =2)] (&) |l
N2 '

IA

aY)?

N(ns), G)]

A

2
Givﬂ%(l’ + 1))
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Agora, tomando I, = a(1 —ns(1)) + (1 — a)ns(1), temos que

pNG

S,—

N———
=1
1\2
- 6(y)
(Gl
f— N2 .
Analogamente, temos que N2
e [N

L+ = N2 ’

Logo como 7 é um tempo de parada, temos que

2
lim limsup sup [E,~ [(Mivg - MT]\;?) }
70 Nooo r€77,0<y

T+0
= limlimsup sup E,~ [/ B?’Gds]
70 Nooco r€77,0<vy T

N -2 (G 2 G2
< limlimsup sup ( )||g ) lleo 5 IC )2”00
70 Nooo TETT,0<y N N
G"?
< lim limsup sup M 0
70 Nooo r€T7,0<v N

= 0.

25

(5.10)

(5.11)

Daqui podemos concluir que {Q™%}y>1 é rigida para toda a fungao G € C2[0, 1].

Entdo, pela Proposicdao C.0.16 temos que {Q" } y>1 é rigida em D(]0, 7], M).

5.2
Medidas absolutamente continuas

O]

Nesta sec¢ao, vamos verificar que a medida de probabilidade Q (o ponto

limite de {Q™:%}y>1) estd concentrada em trajetérias w. € D([0,T], M) que

sao absolutamente continuas com respeito a medida de Lebesgue.

Para demonstrar esse resultado precisamos do seguinte lema.
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Lema 5.2.1. Se p é uma medida que satisfaz |{p, G)| < fol |G (u)| du para
toda G € C[0,1], entdo p € absolutamente continua com respeito a medida de

Lebesqgue.
Demonstra¢ao. Denotemos por A a medida de Lebesgue em [0, 1]. Seja F' C

1
[0,1] fechado, e seja, para n € N, F,, = {u € [0,1] : d(u, F) < —}, com d
n

métrica usual em R. Notemos que F), \, F', ou seja, ﬂ F,=F.

n=1
Tomemos agora fungoes continuas g, : [0,1] — R tais que 0 < g, < 1,

gn(u) =1 comu € F e g,(u) =0 com u € F°. Logo temos que

1 1
71F>::<M7gn>f§£/nfﬁxu)du < /r 1EJﬂOdU.
0 0
A gn) < A(F),Vn € N.

o~

Assim, se A € [0,1] é tal que \(A) = 0, entdo, para ¢ > 0 existem intervalos

I, I5, - - - fechados tais que A C U I, e Z A[I,) < e, assim,

n=1 n=1

p(d) < u(Uh) = Jggu<ufn>

n=1

Como ¢ ¢ arbitrario, resulta que p(A) = 0. O

5.3
Caracterizacao dos pontos limites

Nesta secao provamos que todo ponto limite QQ da sequéncia {QN } N1
estd concentrado em trajetoérias absolutamente continuas com respeito a me-
dida de Lebesgue, ou seja, m(du) = p(t,u)du, cuja densidade p(t,u) é uma
solucdo fraca da equagao hidrodinamica (4.2).

Proposicao 5.3.1. Seja Q um ponto limite da sequéncia {QN}N>1. Entao

Q estd concentrada em trajetorias de medidas absolutamente continuas com

repeito a medida de Lebesque.
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Demonstracao. Fixe G € C[0, 1]. Definimos

©:D(0,T,M) — R
™ — o) = SUPo<¢<T ’(nga G>| :

Logo, como temos no maximo uma particula por sitio, isso implica que
¢ > a(@)nwlsy Xle(R)l e
— — x — —). )
N 2 T\N) MY =N TN
x TCAN

EAN
Agora fixemos ¢ > 0. Como G ¢é continua, existe N := N(¢) € N tal que
Vn > N se tem

o) = sup
0<t<T

<e. (5.13)

Z‘G /|G ) du

IAN

Por outro lado, pela equagao (5.12) sabemos que

Logo por (5.13) e pela igualdade anterior, se tem que

N

QN<7T€D([0T]M <—/|G Hg)_

Para terminar, basta mostrar que F. é fechado com respeito a topologia de

Skorohod, pois, pelo Teorema de Portmanteau (ver [2], pdgina 11) resulta que

@(FE) > hmsuPQN(Fa> =1,

N—oo
o que implica que Q(F;) = 1.
De fato, F. é fechado na topologia de Skorohod. Para tal, tome {7T.N}N>1 e F,
com 7. € D([0,T], M) tal que ¥ W 7. na topologia de Skorohod e como

7. é continua a direita, entdao t — |(m;, G)| também é continua a direita.

Seja s < T, como ¥ —— 7. temos ¥

Ntoo

Lema C.0.17). Agora, temos que existe t | t tal que Wt]Z ;T—_) m,, Vk > 1, logo
[e.e]

— T para quase todo s (Veja ()
Ntoo

1
(. G) < & +/ G |du, W > 1,
0

assim,

1
rwanzgmmeGns8+/|wam
— 00 0
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Daqui resulta que F; é fechado. O

Para nao sobrecarregar notagao vamos tomar G(t,s) := Gy(u) e p(t, s) :=
p(w).
Teorema 5.3.2. Seja Q um ponto limite da sequéncia {QN}N>1 € assuma,

sem perda de generalidade, que QN W Q em. Entdo, VG € Cy” (R)

Q(m € D([0,T], M) : {pr, Gr) — {po, Go)

- /OT(ps, (05 + A)G,)ds
+/T B0,G(1) — aduGa(0)ds = 0) ~ 1 (5.14)

Demonstrag¢ao. Lembremos que m;(du) = p(t,u)du e py é um perfil inicial.

Agora, para mostrar a igualdade (5.14) é suficiente mostrar que, Vo > 0

Q (w. e D(0.T], M) = sup |{pes G) — (po. Gio)

0<t<T

_ /t<ps, (95 + A)G,)ds +/t B8,Gs(1) — adyGs(0)ds
0 0

>5)=O.

Agora, pelo Teorema de Portmanteau (ver [2],pdgina 11) e pela Proposigao
C.0.3 temos que a probabilidade da equagao anterior esta limitada por cima

por

lim inf QY (7; € D([0,T], M) : sup [{pt, Gt) — {po, Go)

N—o00 0<t<T

[t 8005 + [ 50,0, - 00,0105
0 0

~0).

Lembrando a definicao de QV, podemos reescrever a expressao acima como

N—o0 0<t<T

lim inf P, <n. € D([0,7],{0,1}*) : sup |(m¥,Gy) — (7}, Go)

[ o a@as + [ 0.6.0) - 00,600
0 0

>4).

O seguinte passo consiste em somar e subtrair N2Ly (7Y G(s,u)) & expressao
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anterior, para limitd-la por cima pela soma de

liminf P, v <7], € D([0,T7,{0, l}AN) : sup ‘<7TiN,Gt> — <7T[])V,G()>
N—o0 0<t<T

t t
—/ <7r£v,83G5>ds—/ N2LN<7T£V,G3>dS
0 0

> g) (5.15)

lim inf Py’ (77, € D([0,T], {0, 1}*¥) : sup

N—o00 0<t<T

t
/ N2Ly(7N Gy (u))ds
0

_/ <7T£V7AGS>d3+/ 6auG5<].) — a@uGs(O)ds
0

0

> g) . (5.16)

Para provar que (5.15) é igual a zero, usamos a férmula de Dynkin novamente,

e temos que

t
M = (5 G — (aGo) = [ (2 (A +0)Gu)ds,
0

¢ um martingal, com respeito a filtragdo natural F;, = o (ns: s < t). Agora,
note que

5 213
P~ ( sup ‘MtNG‘ > —) < <E.w~ UMJJYG‘ ]

0<t<T 2

4
)
4
)

T 3
—E,~ { / BéV’Gds}
0

AT)(G")?]|0) 2
VN

IN

A primeira desigualdade é dada pelo Teorema de Doob (veja o Teorema A.0.5),
a igualdade seguinte é uma propriedade dos martingais (veja a Nota A.0.4), e
a ultima desigualdade decorre de contas andlogas as contas de (5.9),(5.10) e
(5.11).

Daqui decorre que

lim P~ [sup ‘MtN’G‘ > —} =0.
N—o00 0<t<T
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Capitulo 5. Limite Hidrodinamico 60

Para mostrar (5.16), sabemos pela equagao (5.7) que

N?Ly(n,G) = aNG, (%) + BNG, <¥> + (m¥, ANG).

aV G, (0) — BV NG, (1) + (7Y, ANG).

Onde,

AnGy(u) = N?(Gy(u+N"H 4 Gy(u— N7 —2G,(u),

ViG.(0) = N (Gs (%) - Gs<0>> ,
VLG (1) = N(Gs(l)—Gs (%))

Assim, a probabilidade que aparece na expressao (5.16) estd limitada por cima

pela soma de

P~ (n. € D([0,T], {0, 1}*) : sup

0<t<T

t
/ (N, AnGL)
0

—(x), AG,)ds| > g) , (5.17)

/58@

—BVNGs(1)ds| > g) , (5.18)

P~ (77. € D([0,T], {0, 1}*) : sup

0<t<T

/ VL GL(0)
—00,G.(0)ds| > g)  (5.19)

P~ (77, € D([0,T], {0, 1}*¥) : sup

0<t<T

Logo, como assumimos que G € C;%[0,1] e tomando A = 9 temos que
ANG(s,u) NT—oo> AG(s,u) converge uniformemente em s. Analogamente,
temos que V3 G(s,0) m 0,G(5,0) e VyG(s,1) ———> 0,G(s,1) convergem
uniformemente em s e em u. Assim temos que as expressoes (5.17),(5.18) e

(5.19) se anulam, quando N — oc. O
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