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6

Flutuacoes

Lembremos que mno capitulo anterior demonstramos o limite
hidrodinAmico para o processo {n;};>o em {0,1}*¥ com gerador N2?Ly,
partindo de {u"} y>; uma sequéncia de medidas de probabilidade em {0, 1}4~
associada a um perfil inicial com pg : [0,1] — [0, 1]. Provamos que, para cada
0<t<T, -
Ny L p(t, u)du,

Ntoo
onde p(t,u) é a tnica solugao fraca da equagao (4.2).
Este resultado pode ser visto como uma Lei dos Grandes Numeros para a
medida empirica partindo de um conjunto geral de medidas iniciais associada
a um perfil. Agora, podemos perguntar sobre o Teorema do Limite Central

para a medida empirica. Este é o nosso objetivo neste capitulo.

6.1
Espaco
Consideremos em L%[0,1] o operador positivo essencialmente auto-
adjunto —A definido por, d
A== (6.1)
dz?
D(—A) = CE[o, 1] (62)

As auto-fungoes e auto-valores do operador A sao bem conhecidas, e é suficiente
resolver a equagao f”(x) = Af(x). Desta forma, é facil obter os auto-valores
A, = (nm)? e as auto-funcdes e,(u) = 2sin(nmu), com n € Z. Logo, pela
Teoria de Sturm-Liouville sabemos que {e,},>1 é uma base ortonormal de
L?[0,1]. Definamos o espago de Hilbert H; = D((—A)g), Vk € Z§, com o
produto interno

(f.9)r = ({=A}: £, {~A}2g),

onde (-,-) é o produto interno de L?[0,1]. Pelo Teorema espectral (ver [3])

temos que

+o0
M = {f€L0,1]: Y n’(f en)? < o0},
n=1

“+oo

(Foghe = 3 () flen)glen) -

n=1
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Além disso, se H_j denota o espago dual de Hy, entao

+oo
Ho = {feD0,1): > n*f(e,)’ < oo},
n=1

“+o00

(f,9)-x = Z(nﬂ)izkf(en)g(en)'

n=1

Fixe k > 5/2 e defina o campo de flutuagoes YV € H_;, isto é, YV é um
funcional linear continuo e para H € Hj, se tem que
1 T
YNH) = —= 3 H () (@) = 0V (@) 6.3
) = 75 2 () (o) = ) (6:3)
TEAN

e lembre que se ¥ é a distribuigao inicial, entao p" () =FE,~ [n(z)].
Seja p¥ (x) solugao da equagao semi-discreta do calor dada por

Dspl (z) = (AnpY)(z) para z€ Ayn,s>0

o (x) = Ev,. mo(x)]  para z € Ay

pY(0) = a, p¥(N) = § para 520

Seja YV o campo de flutuacoes em H_j definido em H € H;, por

V) = 2= 3 () (@) = (). (6.4)

TEAN

6.2
Rigidez

Seja QY a medida imagem (push-forward) de P~ induzida pela aplicacao
(D([0,77,{0,1}),P,x)  — (D([0,T], H-x),Q")
{m}e>0 — {Y }is0

Agora, enunciamos o Lema de substituicao que é um resultado que precisare-
mos mais a frente, onde vamos considerar, E,, a esperanga com respeito a

medida de probabilidade P, , e 7, ¢ a translagao por x na configuragao 7.

Lema 6.2.1. Seja U(n) wma funcio local, e W(p) = E,, [¥], onde v, ¢ a
medida Bernoulli produto (ver a Defini¢ao 3.4.1)de parametro p. Seja G(s,u)

]o.

A prova deste lema pode ser feita seguindo as técnicas de [9]. Na

uma fungao continua definida em [0,T] x [0,1]. Entdo

. T 1 x 1 -
hjrvn_fglopEyp {/0 ds |~ > G(&N)‘P(szvzs)—/o G(s,u)¥V(p(s,u)) du

TEAN

Proposigao 6.3.1 vamos demonstrar que a sequéncia {Q"} y>1 é relativamente
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compacta em D([0,T],H_x) com respeito a topologia uniforme, para isto,

precisamos dos seguintes resultados.

Lema 6.2.2. Fize uma sequéncia de medidas de probabilidade {u™ } y>1 de tal
forma que (4.9) valha. Entdo existe uma constante finita C, que depende de

Co, de tal forma que para cada n > 1,

limsupE,~ | sup Y(e,)?| < Cin*(1+7T)%,
N—oo 0<t<T

onde E,~ € a esperanca com respeito a P~
Demonstragao. Notemos que de maneira similar a (5.7), temos que

@+ NLYNG) = (- O) NG ()

(o= NG (N ) + ¥ (ax0)

= YN(ANG). (6.5)

Assim temos, pela formula de Dynkin, que

MEG) = @) - @) - [ N aaes 69
MGy = (M) - / IV (G)ds, (6.7)
o IY(G) = N (LaYX (G — 2V (G) LYY (G)) (63)

sao martingais com respeito a filtracao natural, isto é, com respeito a F; =
o (Y,(G):s<t)onde G e CZ0,1] .
Fazendo contas andlogas as de (5.9), (5.10), (5.11) se tem que

=

DG = NY e e 0 (6 (T5) 6 (%))
r=1
+ NG (%) 10— ) + (1~ @)ye(1)]
1 2
+ NG () a1 = nx (D) + (1= (1)
- (s (@) = mone (2 + 1) (VG ()
(VG (0) fryz(1) - o
2

oy (6 (B5)) v - 52, (6.9)
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onde VG (%) ¢é a derivada discreta:

swa3) - (65 < 3)

Fazendo expansao de Taylor em G temos que as duas ultimas expressoes em (6.9)

sdo da ordem de N1, isto é,

1 N—-2 z 9
= % 2 (awa(@) = mava(a+ 1)) (Va6 (7)) +ONTY. (6.10)
=1

2

Pela equacao (6.6) podemos escrever
1,N !
V¥ (en) = M en) Y (en) + [ VY (Ben)is,
0

e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, aplicada duas vezes, temos que
2 5 t 2
07 en)* < 4| (V) + 07 )+ ([ v @awen)as) |-
0

E facil ver, pela equagao (4.9), que E v [(%N(en))ﬂ < C; < oo, uniformemente em
neN.

Agora, sabemos que {M"" (e,)}1>0 é um martingal, logo pela desigualdade de Doob
(veja o Teorema (A.0.5)), temos

B[ s ()] < 4| (1))

- T
— 4EHN_M§:N(en) +/0 Fév(en)ds}

= 4B, :Mng(en)} + 4EMN[/OT Fév(en)ds]
(6.11)

Na segunda igualdade, usamos o fato de a média de martingais ser constante. Logo,
pela definicao de M (G) temos que Mg N (en) = 0. Pela equacao (6.10) concluimos,
que (6.11) é igual a

4 Td LS 1 2 N2 | +O(N!
MN[/O SN ;{ns(w+ ) = ns(2)]" (Vnen)(z/N)) ]+ (N7).

Pelo Lema 6.2.1, e tomando N — oo, a ultima esperanca converge a

/ / N(Ven(u))? dudt,
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onde x(p) = p(1 — p). Logo, como (Ve,(u))? < 27%n? temos que

/ / N(Ven(w))? dudt < C1Tn?.

Agora, vejamos que

o, (ff widenas)'] < st s ([ e
< Cpnt E,~ [/T Ya(e,)?ds /T 1ds]
0 0

A primeira desigualdade é dada aplicando A a e, depois, na segunda desigualdade
aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Assim, pela definicao de Yj, a equagao

anterior é igual a

T
401T/ i > enl@/N)Px(pd (x))ds

CCEAN

T 1 N N N d
+ /0 N Z €n(517/ )en(y/ )gps (‘T7y) S|

T,YEAN ,TFY

Gracas & Proposicao 4.3.7 a expressdo anterior é limitada por T?Cin*. Daf con-
cluimos que

limsupE, v [ sup Y}(en)Q] < Ot (14 17)2
N—oo 0<t<T

Corolario 6.2.3. Para k > 5/2, temos que

1. limsupEuN[ sup ||Y}||2_k} < o0.
N—o0 0<t<T

2. lim limsupE N|: sup ZY} en)? *2’“} = 0.

m—o0 N0 0<t<T -

Demonstragao. Para provar 1. notemos que k > 5/2 implica que 2k —4 > 1.

Logo, temos que

oo
limsup B, | sup [%]2] < 30 (nm)  limsup B, | sup vi(e)?]
N—o0 0<t<T ne1 N—o0 0<t<T
oo

< Cl ( )2 Z(nﬂ_>—2k 4

— 1+T Zn (2k—4)
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A segunda desigualdade é dada pelo Lema 6.2.2 e como 2k — 4 > 1, a série
converge.

Para provar 2. fazemos um argumento similar ao anterior, isto é,

lim limsupE N[ sup Yy (en)? ’Qk] <O (1+T)* lim nm) " 2Fnt
M=o N—o0 0<t<TnZ;n ' 1< m—m;
CLI+T) S~ k)
S m
=0.

A primeira desigualdade é dada pelo Lema 6.2.2 e como 2k —4 > 1, temos que

Z n~ "1 vai para 0 quando m — 0o, assim obtemos a tltima igualdade. [

n>m

Lema 6.2.4. Para cada fun¢io G em CZ([0,1]) e cada & > 0,

limlimsupP,~ | sup MG — MMV (@) >e | = 0.
=0 Nooo 0<s,t<T
[

Demonstragdo. Denotemos por wi(M5Y(G)) o modulo de continuidade mod-
ificado, definido por
Wy (MPN(@)) :=inf max  sup  |MN(G) — MMN(G)], (6.12)

{t }0<Z<’I’t <s<t<tiiy

onde o infimo é tomado sobre todas as partigoes {t; }o<i<, do intervalo [0, T
talque 0=ty <t; <---<t, =T comt;—t;_y >0 Vie{l,2, ---r}
Ora, sabemos que

sup [MPY(G) = MIN(G)] < 25(MMV(G)) + sup [MIV(G) = MEV(G)]

—
0<s,t<T t€[0,T
[t—s|<d

Assim, pela defini¢ao de Mtl’N temos que

sup [MM(G) = MPNG)| = sup YﬁN<G>—Y;’N<G)\
te[0,T] te[0,T]
= Su
sup | Z (5) {mla) - m()}‘
IVGlls
< —. 6.14
< B3 (6.14)

Para justificar a desigualdade anterior, supomos que o salto de uma particula

no tempo t ocorre no sitio y € Ay. Entao temos trés casos possiveis: a particula
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nao salta, ou salta para a direita ou salta para a esquerda. Claramente, se a
particula nao salta ent@o o resultado ¢ trivialmente 0, porque n:(x) = n_¢(x).
No caso que a particula salta para a direita (sem perda de generalidade), temos
que - (y) = 1 e n-(y +1) =0, logo, m(y) = 0 e m(y + 1) = 1. Note que a
cada tempo s6 ocorre um salto, logo em todos os outros sitios z € Ay se tem

que 1;(z) = n—¢(z). Logo,
%NZNG(%) () - 'f( (y“)_a(%))

e pelo Teorema do valor médio, resulta a desigualdade.

Para terminar, basta provar que

lim limsup sup P,~ <|MT1+]\£( ) — MEN(@) >5> = 0, (6.15)
N

onde 71 denota a familia de todos os tempos de parada, com respeito a filtracao

natural, limitados por T'. Pela desigualdade de Chebychev temos

B ([MASG) - M@ 5 €) < GEa] (M@ - MY @) ]

- L[ (u2©) - )],

esta ultima igualdade resulta do fato de Mtl’N ser um martingal e 7 ser um

tempo de parada limitado por T'. Assim,

. . ]. i 1,N 2 1:N 2
(lslg% hzrvnjolip 732171;5 €2EMN _(MTJFQ(G)) (MPN(G))
0<6<

1 r pr+0
= limlimsup sup —E,~ / FN(G)ds]

020 Nooo reTr g2 L ’
0<0<5
L [N =2 e (G2
< limli —E 2 0
< i ap S0 | (SO
0<6<4 L
< limlimsup sup — <||( ) ||OO>9
=20 Nooco reTr €

0<h<6
= 0.
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Lema 6.2.5. Para cada fun¢ao G em CZ(|0,1]) e cada ¢ > 0,

t
/YTN(ANG)dr >e| =0.

(lslir(l) limsup P~ sup
N—o0 0<s,t<T
[t—s|<é

Demonstracao. Pelas desigualdades de Chebychev e Cauchy-Schwarz, uti-

lizando a Proposicao 4.3.7 temos que

t
limlimsupP,~ | sup /Y;N(ANG)dr > e
=0 Nooo 0<s,t<T | J s

i—s] <5

< lim limsu EE ' (v (A G))zdr

= 550 N—>oop 52 ulN 0 r N
oo (N —-1)C(G)T

<

< e =

= 0.

]

Entao, como um resultado dos Lemas 6.2.4, 6.2.5 e¢ C.0.16, temos a

seguinte proposicao.

Lema 6.2.6. Fite T > 0 e¢ k > 5/2. Entio a sequéncia {QN}n>; €

relativamente compacta em D([0,T], H_x) com respeito a topologia uniforme.

6.3
Flutuacoes fora do equilibrio

Na seguinte proposicao vamos trabalhar com as medidas utilizadas no

Capitulo 3, onde assumimos que para

P (z) = By 12 ()]

com p'(0) = a, p'(N) = B, e para

wr (2,y) = Eux [{nevz(2) — o7 (@) Hnew2 (y) = 27 (9)}]
existe Cy tal que

sip N|pV(@+1) = p"(@)] < Co, N max [¢"(z,)| < Cp.
0<z<N-1 x,gil;N

Além disso, vamos considerar {7} >0 0 semigrupo associado ao operador —A.
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Proposigao 6.3.1. Fize T' > 0 e k > 5/2. Assuma que Y T Yy, em

distribuicao, tal que a co-variancia de Yy € dada por
Yo (H)Yo(G)] =< H,G >,

para H, G € C2[0,1]. Entao, a sequéncia {Q}y>1 € relativamente compacta
em D([0,T],H_x) com respeito a topologia uniforme. Além disso, todos os

pontos limite Q* estdo concentrados em trajetérias Yy, tal que para H € CZ[0,1]

Yi(H) = Yo(T,) + S(H) (6.16)
onde My(H) ¢é um martingal com respeito a filtracio Fy = o (Yo(H) : s < 1), e

com variacao quadrdtica dada por

/ / )(Th oV H)* (u)duds,

onde ps € solugao da equagao do calor definida em (4.2).

Demonstragio. {Q"}n>1 ¢ relativamente compacta em D([0,T],H_;) pelo
Lema (6.2.6) Agora, fixe um ponto limite Q* da sequéncia {Q"}n>1, e fixe
t > 0. Defina

VN (H) = fznr (5) (me@) = oY @), (617)

TEAN

onde pN(z) =E,~[nyn2(2)], e pV é a distribui¢ao inicial.
Pela férmula de Dynkin temos o martingal M (H) dado por

N ) = F ) - v - [ (0, 4+ N L)V (H)ds.

Afirmamos que Y,N(H) = MN(H) + YN(H). De fato, pela parte 2. do Lema
2.4.5, sabemos que 0,T,H = AT H, entao,

t t
[ @ NLTinds = [ aXNrH) + NPLyY N (ks
0 0
logo, pela definicao de SN/SN (H) temos que a ultima expressao ¢ igual a
[ = > OLieull () (o) = 2 (0) + 7 Al
_ / LS AT (%) (@) = o (@) + VY (AH) + O(1/N)ds
0 \/N TEAN N ) )

_ / | _PN(AH) + 7Y (AH) + O(1/N)ds
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esta tltima expressao vai para 0 quando N — oo.
Agora, note na Definicio 6.17 que YN(H) = YN(H) e Y = YN(T,H).

Tomando N — oo, temos que
YN(H) = Y (T,H) + MY (H).

Logo, novamente pela férmula de Dynkin temos que

M, (H))?* — /Ot 'Y (H)ds, (6.18)

com _ . B
OY(H) = N* (LYY ()2 = 2N (LYY (), (6.19)
¢ um martingal. Logo, pelo Lema 6.2.1, tomando N 1 oo em (6.9) temos que

a equagao (6.18) converge a

My(H) — (M(H)); (6.20)

e pode-se provar que é um martingal. Note que (M (H)), é a variacao quadrética

do martingal M,(H) e é definida por

(M // Y(VTi—sH)? duds.

Coroldrio 6.3.2. Fize T > 0 e¢ k > 5/2. Denotemos por QY a medida
de probabilidade no espaco D([0,T], H_x) induzida pelo campo de flutuagies

O

YN e V%) a medida Bernoulli produto associada ao perfil Lipschitz ~
[0,1] — [0,1] tal que v(0) = a, (1) = B (ver a Defini¢io 3.4.1). Entao, a
sequéncia {QN}n>1 € relativamente compacta em D([0,T],H_x) com respeito
a topologia uniforme. Além disso, todos os pontos limite Q* estdo concentrados

em trajetorias Y; tal que, para cada H € Hy temos que
Yi(H) = Yo(T,H) + M(H), (6.21)

onde M,(H) é um martingal com respeito d filtracio F, = o (Yo(H) : s < 1),

com variagcao quadrdtica dada por

/t/ DT,V HY2(u)duds,

onde ps € solugdo da equagdo do calor definida em (4.2) com condi¢ao inicial
.

Demonstracao. Pela proposicao anterior e como a medida Bernoulli produto

l/é\é.) e o perfil v satisfazem as condigoes ditas no inicio desta seccao, basta
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mostrar que Yy ;T——) Yy, em distribuicdo, onde Y{¥(H) é dada por
1 T T
V) = —= > () (@) =7 (5))-
\/N TEAN N N

Ora, calculamos a fungao caracterfstica de YV (H). Pela definicio de funcao

caracterfstica e pela defini¢ao de Y{¥(H), se tem que
log (E[exp (ZHYON(H))])

= log H E

TEAN

(G5 () 2 (5)]

TEAN

Fazendo um desenvolvimento de Taylor da exponencial temos que a expressao

acima ¢ igual a

og T & |14 e () (o)
mo()—7 () +0 (N3/2)] .
Agora, sabemos que B,y | (m(@) =7 (5) )] = 0 ¢ também que

T

By | (ml) = (7)) ] = Vartmta) =2(e/m)1 = 2o/,

Entao, aplicamos a linearidade da esperanca e a propriedade dos logaritmos

sobre a ultima expressao e obtemos
Z log (1— 9—2]-]2 <£> Var(n(z)) + O (N73/2)
N \N 0 ‘
Logo, usando que log(1+x) ~ x+ O(z?), a expressao acima se comporta como

~ —%276; H? <%) Var(no(z))

S / 2 () x(y ().

Daqui resulta que

E [exp (107" ()] —— exp (—92—2 {2 /0 1 H2(u)x(7(u))du]) |
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Assim, pelo Teorema de convergéncia de Levy (ver [7]), temos que

Y (H) — Yo(H)

em distribuicao. Note que

esxp (—% 2 1 HA (O )]

¢ a funcao caracteristica de uma v.a. com distribuicao gaussiana com média 0
e variancia 2 fol H?(u)x(v(u))du. O
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