
6

Flutuações

Lembremos que no caṕıtulo anterior demonstramos o limite

hidrodinâmico para o processo {ηt}t≥0 em {0, 1}ΛN , com gerador N2LN ,

partindo de {µN}N≥1 uma sequência de medidas de probabilidade em {0, 1}ΛN

associada a um perfil inicial com ρ0 : [0, 1] → [0, 1]. Provamos que, para cada

0 ≤ t ≤ T ,
πNt

P
µN−−−→

N↑∞
ρ(t, u)du,

onde ρ(t, u) é a única solução fraca da equação (4.2).

Este resultado pode ser visto como uma Lei dos Grandes Números para a

medida emṕırica partindo de um conjunto geral de medidas iniciais associada

a um perfil. Agora, podemos perguntar sobre o Teorema do Limite Central

para a medida emṕırica. Este é o nosso objetivo neste caṕıtulo.

6.1
Espaço

Consideremos em L2[0, 1] o operador positivo essencialmente auto-

adjunto −∆ definido por,
−∆ := − d2

dx2
. (6.1)

D(−∆) = C2
0 [0, 1] (6.2)

As auto-funções e auto-valores do operador ∆ são bem conhecidas, e é suficiente

resolver a equação f ′′(x) = λf(x). Desta forma, é fácil obter os auto-valores

λn = (nπ)2 e as auto-funções en(u) =
√

2 sin(nπu), com n ∈ Z. Logo, pela

Teoria de Sturm-Liouville sabemos que {en}n≥1 é uma base ortonormal de

L2[0, 1]. Definamos o espaço de Hilbert Hk = D((−∆)
k
2 ), ∀k ∈ Z+

0 , com o

produto interno

〈f, g〉k = ({−∆}
k
2 f, {−∆}

k
2 g),

onde (·, ·) é o produto interno de L2[0, 1]. Pelo Teorema espectral (ver [3])

temos que

Hk = {f ∈ L2[0, 1] :
+∞∑
n=1

n2k(f, en)2 <∞},

e

〈f, g〉k =
+∞∑
n=1

(nπ)2kf(en)g(en) .
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Além disso, se H−k denota o espaço dual de Hk, então

H−k = {f ∈ D′(0, 1) :
+∞∑
n=1

n−2kf(en)2 <∞},

(f, g)−k =
+∞∑
n=1

(nπ)−2kf(en)g(en).

Fixe k > 5/2 e defina o campo de flutuações Y N ∈ H−k, isto é, Y N é um

funcional linear cont́ınuo e para H ∈ Hk se tem que

Y N(H) =
1√
N

∑
x∈ΛN

H
( x
N

) (
η(x)− ρN(x)

)
, (6.3)

e lembre que se µN é a distribuição inicial, então ρN(x) =EµN [η(x)].

Seja ρNt (x) solução da equação semi-discreta do calor dada por
∂sρ

N
s (x) = (∆Nρ

N
s )(x) para x ∈ ΛN , s ≥ 0

ρN0 (x) = Eνρ0(·) [η0(x)] para x ∈ ΛN

ρNs (0) = α, ρNs (N) = β para s ≥ 0

.

Seja Y N
. o campo de flutuações em H−k definido em H ∈ Hk por

Y N
t (H) =

1√
N

∑
x∈ΛN

H
( x
N

) (
ηtN2(x)− ρNt (x)

)
. (6.4)

6.2
Rigidez

Seja QN a medida imagem (push-forward) de PµN induzida pela aplicação

(D([0, T ], {0, 1}ΛN ),PµN ) −→ (D([0, T ],H−k),QN)

{ηt}t≥0 7−→ {Y N
t }t≥0

Agora, enunciamos o Lema de substituição que é um resultado que precisare-

mos mais à frente, onde vamos considerar, Eνρ a esperança com respeito a

medida de probabilidade Pνρ , e τx é a translação por x na configuração η.

Lema 6.2.1. Seja Ψ(η) uma função local, e Ψ̃(ρ) = Eνρ [Ψ], onde νρ é a

medida Bernoulli produto (ver a Definição 3.4.1)de parâmetro ρ. Seja G(s, u)

uma função cont́ınua definida em [0, T ]× [0, 1]. Então

lim sup
N→∞

Eνρ

∫ T

0
ds

∣∣∣∣∣∣ 1

N

∑
x∈ΛN

G(s,
x

N
)Ψ(τxηN2s)−

∫ 1

0
G(s, u)Ψ̃(ρ(s, u)) du

∣∣∣∣∣∣
 = 0.

A prova deste lema pode ser feita seguindo as técnicas de [9]. Na

Proposição 6.3.1 vamos demonstrar que a sequência {QN}N≥1 é relativamente
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compacta em D([0, T ],H−k) com respeito à topologia uniforme, para isto,

precisamos dos seguintes resultados.

Lema 6.2.2. Fixe uma sequência de medidas de probabilidade {µN}N≥1 de tal

forma que (4.9) valha. Então existe uma constante finita C1, que depende de

C0, de tal forma que para cada n ≥ 1,

lim sup
N→∞

EµN
[

sup
0≤t≤T

Yt(en)2
]
≤ C1 n

4 (1 + T )2,

onde EµN é a esperança com respeito a PµN .

Demonstração. Notemos que de maneira similar a (5.7), temos que

(∂t +N2LN )Y N
t (G) =

(
α− ρNt (0)

)
NG

(
1

N

)
+
(
β − ρNt (N)

)
NG

(
N − 1

N

)
+ Y N

t (∆NG)

= Y N
t (∆NG). (6.5)

Assim temos, pela fórmula de Dynkin, que

M1,N
t (G) = Y N

t (G) − Y N
0 (G) −

∫ t

0

Y N
s (∆NG)ds, (6.6)

M2,N
t (G) =

(
M1,N

t (G)
)2

−
∫ t

0

ΓNs (G)ds, (6.7)

com
ΓNs (G) = N2

(
LNY

N
s (G)2 − 2Y N

s (G)LNY
N
s (G)

)
, (6.8)

são martingais com respeito à filtração natural, isto é, com respeito a Ft =

σ (Ys(G) : s ≤ t) onde G ∈ C2
0 [0, 1] .

Fazendo contas análogas às de (5.9), (5.10), (5.11) se tem que

ΓNs (G) = N

N−2∑
x=1

(ηsN2(x)− ηsN2(x+ 1))2

(
G

(
x+ 1

N

)
−G

( x
N

))2

+ NG

(
1

N

)2

[α(1− ηsN2(1)) + (1− α)ηsN2(1)]

+ NG

(
1

N

)2

[α(1− ηsN2(1)) + (1− α)ηsN2(1)]

=
1

N

N−2∑
x=1

(ηsN2(x)− ηsN2(x+ 1))2
(
∇NG

( x
N

))2

+
1

N
(∇NG (0))2 [ηsN2(1)− α]2

+
1

N

(
∇NG

(
N − 1

N

))2

[ηsN2(N − 1)− β]2 , (6.9)
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onde ∇NG
( x
N

)
é a derivada discreta:

∇NG
( x
N

)
= N

(
G

(
x+ 1

N

)
−G

( x
N

))
.

Fazendo expansão de Taylor em G temos que as duas últimas expressões em (6.9)

são da ordem de N−1, isto é,

ΓNs (G) =
1

N

N−2∑
x=1

(ηsN2(x)− ηsN2(x+ 1))2
(
∇NG

( x
N

))2
+O(N−1). (6.10)

Pela equação (6.6) podemos escrever

Y N
t (en) = M1,N

t (en) + Y N
0 (en) +

∫ t

0
Y N
s (∆Nen)ds,

e pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, aplicada duas vezes, temos que

(
Y N
t (en)

)2 ≤ 4

[(
M1,N
t (en)

)2
+
(
Y N

0 (en)
)2

+

(∫ t

0
Y N
s (∆Nen)ds

)2
]
.

É fácil ver, pela equação (4.9), que EµN
[(
Y N

0 (en)
)2] ≤ C1 <∞, uniformemente em

n e N .

Agora, sabemos que {M1,N
t (en)}t≥0 é um martingal, logo pela desigualdade de Doob

(veja o Teorema (A.0.5)), temos

EµN
[

sup
0≤t≤T

(
M1,N
t (en)

)2 ]
≤ 4EµN

[ (
M1,N
T (en)

)2 ]
= 4EµN

[
M2,N
T (en) +

∫ T

0
ΓNs (en)ds

]
= 4EµN

[
M2,N

0 (en)
]

+ 4EµN
[ ∫ T

0
ΓNs (en)ds

]
.

(6.11)

Na segunda igualdade, usamos o fato de a média de martingais ser constante. Logo,

pela definição de M2,N
t (G) temos que M2,N

0 (en) = 0. Pela equação (6.10) conclúımos,

que (6.11) é igual a

4EµN
[ ∫ T

0
ds

1

N

N−2∑
x=1

[ηs(x+ 1)− ηs(x)]2 ((∇Nen)(x/N))2
]

+O(N−1).

Pelo Lema 6.2.1, e tomando N →∞, a última esperança converge a

8

∫ T

0

∫ 1

0
χ(ρ(t, u))(∇en(u))2 dudt,
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onde χ(ρ) = ρ(1− ρ). Logo, como (∇en(u))2 ≤ 2π2n2 temos que

8

∫ T

0

∫ 1

0
χ(ρ(t, u))(∇en(u))2 dudt ≤ C1Tn

2.

Agora, vejamos que

EµN
[

sup
0≤t≤T

(∫ t

0
Ys(∆en)ds

)2]
≤ n4C1EµN

[
sup

0≤t≤T

(∫ t

0
Ys(en)ds

)2]
≤ C1 n

4 EµN
[ ∫ T

0
Ys(en)2ds

∫ T

0
1ds
]
.

A primeira desigualdade é dada aplicando ∆ a en, depois, na segunda desigualdade

aplicamos a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Assim, pela definição de Ys, a equação

anterior é igual a

n4C1T
[ ∫ T

0

1

N

∑
x∈ΛN

en(x/N)2χ(ρNs (x))ds

+

∫ T

0

1

N

∑
x,y∈ΛN ,x 6=y

en(x/N)en(y/N)ϕNs (x, y)ds
]
.

Graças à Proposição 4.3.7 a expressão anterior é limitada por T 2C1n
4. Dáı con-

clúımos que

lim sup
N→∞

EµN
[

sup
0≤t≤T

Yt(en)2
]
≤ C1 n

4 (1 + T )2.

Corolário 6.2.3. Para k > 5/2, temos que

1. lim sup
N→∞

EµN
[

sup
0≤t≤T

‖Yt‖2
−k

]
< ∞.

2. lim
m→∞

lim sup
N→∞

EµN
[

sup
0≤t≤T

∑
n≥m

Yt(en)2n−2k
]

= 0.

Demonstração. Para provar 1. notemos que k > 5/2 implica que 2k − 4 > 1.

Logo, temos que

lim sup
N→∞

EµN
[

sup
0≤t≤T

‖Yt‖2
−k

]
≤

∞∑
n=1

(nπ)−2k lim sup
N→∞

EµN
[

sup
0≤t≤T

Yt(en)2
]

≤ C1 (1 + T )2

∞∑
n=1

(nπ)−2kn4

=
C1 (1 + T )2

π2k

∞∑
n=1

n−(2k−4)

<∞.
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A segunda desigualdade é dada pelo Lema 6.2.2 e como 2k − 4 > 1, a série

converge.

Para provar 2. fazemos um argumento similar ao anterior, isto é,

lim
m→∞

lim sup
N→∞

EµN
[

sup
0≤t≤T

∑
n≥m

Yt(en)2n−2k
]
≤ C1 (1 + T )2 lim

m→∞

∞∑
n≥m

(nπ)−2kn4

=
C1 (1 + T )2

π2k
lim
m→∞

∞∑
n≥m

n−(2k−4)

= 0.

A primeira desigualdade é dada pelo Lema 6.2.2 e como 2k−4 > 1, temos que
∞∑
n≥m

n−(2k−4) vai para 0 quando m→∞, assim obtemos a última igualdade.

Lema 6.2.4. Para cada função G em C2
0([0, 1]) e cada ε > 0,

lim
δ→0

lim sup
N→∞

PµN

 sup
0≤s,t≤T
|t−s|≤δ

|M1,N
t (G)−M1,N

s (G)| > ε

 = 0.

Demonstração. Denotemos por ω′δ(M
1,N(G)) o modulo de continuidade mod-

ificado, definido por

ω′δ(M
1,N(G)) := inf

{ti}
max
0≤i<r

sup
ti≤s<t<ti+1

|M1,N
t (G)−M1,N

s (G)|, (6.12)

onde o ı́nfimo é tomado sobre todas as partições {ti}0≤i<r do intervalo [0, T ]

tal que 0 = t0 < t1 < · · · < tr = T com ti − ti−1 > δ, ∀i ∈ {1, 2, · · · r}.
Ora, sabemos que

sup
0≤s,t≤T
|t−s|≤δ

|M1,N
t (G)−M1,N

s (G)| ≤ 2ω′δ(M
1,N(G)) + sup

t∈[0,T ]

∣∣∣M1,N
t (G)−M1,N

t− (G)
∣∣∣ .

(6.13)
Assim, pela definição de M1,N

t temos que

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣M1,N
t (G)−M1,N

t− (G)
∣∣∣ = sup

t∈[0,T ]

∣∣∣Y 1,N
t (G)− Y 1,N

t− (G)
∣∣∣

= sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∣ 1√
N

∑
x∈ΛN

G
( x
N

)
{ηt(x)− ηt−(x)}

∣∣∣∣∣
≤ ‖∇G‖∞

N
3
2

. (6.14)

Para justificar a desigualdade anterior, supomos que o salto de uma part́ıcula

no tempo t ocorre no śıtio y ∈ ΛN . Então temos três casos posśıveis: a part́ıcula

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313524/CA
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não salta, ou salta para a direita ou salta para a esquerda. Claramente, se a

part́ıcula não salta então o resultado é trivialmente 0, porque ηt(x) = η−t(x).

No caso que a part́ıcula salta para a direita (sem perda de generalidade), temos

que ηt−(y) = 1 e ηt−(y + 1) = 0, logo, ηt(y) = 0 e ηt(y + 1) = 1. Note que a

cada tempo só ocorre um salto, logo em todos os outros śıtios x ∈ ΛN se tem

que ηt(x) = η−t(x). Logo,∣∣∣∣∣ 1√
N

∑
x∈ΛN

G
( x
N

)
(ηt(x)− ηt−(x))

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ 1√
N

(
G

(
y + 1

N

)
−G

( y
N

))∣∣∣∣ ,
e pelo Teorema do valor médio, resulta a desigualdade.

Para terminar, basta provar que

lim
δ→0

lim sup
N→∞

sup
τ∈TT

0≤θ≤δ

PµN
(
|M1,N

τ+θ(G)−M1,N
τ (G)| > ε

)
= 0, (6.15)

onde TT denota a famı́lia de todos os tempos de parada, com respeito à filtração

natural, limitados por T . Pela desigualdade de Chebychev temos

PµN
(∣∣∣M1,N

τ+θ(G)−M1,N
τ (G)

∣∣∣ > ε
)
≤ 1

ε2
EµN

[ (
M1,N

τ+θ(G)−M1,N
τ (G)

)2 ]
=

1

ε2
EµN

[ (
M1,N

τ+θ(G)
)2

−
(
M1,N

τ (G)
)2
]
,

esta última igualdade resulta do fato de M1,N
t ser um martingal e τ ser um

tempo de parada limitado por T . Assim,

lim
δ→0

lim sup
N→∞

sup
τ∈TT

0≤θ≤δ

1

ε2
EµN

[(
M1,N

τ+θ(G)
)2

−
(
M1,N

τ (G)
)2
]

= lim
δ→0

lim sup
N→∞

sup
τ∈TT

0≤θ≤δ

1

ε2
EµN

[∫ τ+θ

τ

ΓNs (G)ds

]

≤ lim
δ→0

lim sup
N→∞

sup
τ∈TT

0≤θ≤δ

1

ε2
EµN

[(
(N − 2)‖ (G′)2 ‖∞

N
+ 2
‖(G′)2‖∞

N

)
θ

]

≤ lim
δ→0

lim sup
N→∞

sup
τ∈TT

0≤θ≤δ

1

ε2

(
‖ (G′)

2 ‖∞
)
θ

= 0.
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Lema 6.2.5. Para cada função G em C2
0([0, 1]) e cada ε > 0,

lim
δ→0

lim sup
N→∞

PµN

 sup
0≤s,t≤T
|t−s|≤δ

∣∣∣∣∫ t

s

Y N
r (∆NG)dr

∣∣∣∣ > ε

 = 0 .

Demonstração. Pelas desigualdades de Chebychev e Cauchy-Schwarz, uti-

lizando a Proposição 4.3.7 temos que

lim
δ→0

lim sup
N→∞

PµN

 sup
0≤s,t≤T
|t−s|≤δ

∣∣∣∣∫ t

s

Y N
r (∆NG)dr

∣∣∣∣ > ε


≤ lim

δ→0
lim sup
N→∞

δ

ε2
EµN

[∫ T

0

(
Y N
r (∆NG)

)2
dr

]
≤ lim

δ→0
lim sup
N→∞

δ(N − 1)C(G)T

Nε2

= 0.

Então, como um resultado dos Lemas 6.2.4, 6.2.5 e C.0.16, temos a

seguinte proposição.

Lema 6.2.6. Fixe T > 0 e k > 5/2. Então a sequência {QN}N≥1 é

relativamente compacta em D([0, T ],H−k) com respeito à topologia uniforme.

6.3
Flutuações fora do equiĺıbrio

Na seguinte proposição vamos trabalhar com as medidas utilizadas no

Caṕıtulo 3, onde assumimos que para

ρNt (x) = EνN [ηtN2(x)]

com ρNt (0) = α, ρNt (N) = β, e para

ϕNt (x, y) = EνN
[
{ηtN2(x)− ρNt (x)}{ηtN2(y)− ρNt (y)}

]
,

existe C0 tal que

sup
0≤x≤N−1

N |ρN(x+ 1)− ρN(x)| ≤ C0, N max
x,y∈ΛN
x<y

|ϕN(x, y)| ≤ C0.

Além disso, vamos considerar {Ts}s≥0 o semigrupo associado ao operador −∆.
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Proposição 6.3.1. Fixe T > 0 e k > 5/2. Assuma que Y N
0 −−−→

N↑∞
Y0, em

distribuição, tal que a co-variância de Y0 é dada por

E[Y0(H)Y0(G)] =� H,G�,

para H, G ∈ C2
0 [0, 1]. Então, a sequência {QN}N≥1 é relativamente compacta

em D([0, T ],H−k) com respeito à topologia uniforme. Além disso, todos os

pontos limite Q∗ estão concentrados em trajetórias Yt, tal que para H ∈ C2
0 [0, 1]

Yt(H) = Y0(TtH) + M̃t(H) , (6.16)

onde M̃t(H) é um martingal com respeito a filtração Ft = σ (Ys(H) : s ≤ t), e

com variação quadrática dada por

2

∫ t

0

∫ 1

0

χ(ρ(s, u))(Tt−s∇H)2(u)duds,

onde ρs é solução da equação do calor definida em (4.2).

Demonstração. {QN}N≥1 é relativamente compacta em D([0, T ],H−k) pelo

Lema (6.2.6) Agora, fixe um ponto limite Q∗ da sequência {QN}N≥1, e fixe

t ≥ 0. Defina

Ỹ N
r (H) :=

1√
N

∑
x∈ΛN

Tt−rH
( x
N

) (
ηrN2(x)− ρNr (x)

)
, (6.17)

onde ρNr (x) =EµN [ηrN2(x)], e µN é a distribuição inicial.

Pela fórmula de Dynkin temos o martingal M̃N
t (H) dado por

M̃N
t (H) = Ỹ N

t (H) − Ỹ N
0 (H) −

∫ t

0

(∂s +N2LN)Ỹ N
s (H)ds.

Afirmamos que Ỹ N
t (H) = M̃N

t (H) + Ỹ N
0 (H). De fato, pela parte 2. do Lema

2.4.5, sabemos que ∂sTsH = ∆TsH, então,∫ t

0

(∂s +N2LN)Ỹ N
s (H)ds =

∫ t

0

∂sỸ
N
s (TH) +N2LN Ỹ

N
s (H)ds,

logo, pela definição de Ỹ N
s (H) temos que a última expressão é igual a∫ t

0

1√
N

∑
x∈ΛN

∂sTt−sH
( x
N

) (
ηs(x)− ρNs (x)

)
+ Ỹ N

s (∆NH)ds

=

∫ t

0

1√
N

∑
x∈ΛN

−∆Tt−sH
( x
N

) (
ηs(x)− ρNs (x)

)
+ Ỹ N

s (∆H) +O(1/N)ds

=

∫ t

0

−Ỹ N
s (∆H) + Ỹ N

s (∆H) +O(1/N)ds,
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esta última expressão vai para 0 quando N →∞.

Agora, note na Definição 6.17 que Ỹ N
t (H) = Y N

t (H) e Ỹ N
0 = Y N

0 (TtH).

Tomando N →∞, temos que

Y N
t (H) = Y N

0 (TtH) + M̃N
t (H).

Logo, novamente pela fórmula de Dynkin temos que

M̃t(H))2 −
∫ t

0

ΓNs (H)ds, (6.18)

com
ΓNs (H) = N2

(
LN Ỹ

N
s (H)2 − 2Ỹ N

s (H)LN Ỹ
N
s (H)

)
, (6.19)

é um martingal. Logo, pelo Lema 6.2.1, tomando N ↑ ∞ em (6.9) temos que

a equação (6.18) converge a

M̃t(H) − 〈M̃(H)〉t; (6.20)

e pode-se provar que é um martingal. Note que 〈M̃(H)〉t é a variação quadrática

do martingal M̃t(H) e é definida por

〈M̃(H)〉t = 2

∫ t

0

∫ 1

0

χ(ρ(s, u))(∇Tt−sH)2 duds.

Corolário 6.3.2. Fixe T > 0 e k > 5/2. Denotemos por QN a medida

de probabilidade no espaço D([0, T ],H−k) induzida pelo campo de flutuações

Y N e νNγ(·) a medida Bernoulli produto associada ao perfil Lipschitz γ :

[0, 1] → [0, 1] tal que γ(0) = α, γ(1) = β (ver a Definição 3.4.1). Então, a

sequência {QN}N≥1 é relativamente compacta em D([0, T ],H−k) com respeito

à topologia uniforme. Além disso, todos os pontos limite Q∗ estão concentrados

em trajetórias Yt tal que, para cada H ∈ Hk temos que

Yt(H) = Y0(TtH) + M̃t(H), (6.21)

onde M̃t(H) é um martingal com respeito à filtração Ft = σ (Ys(H) : s ≤ t),

com variação quadrática dada por

2

∫ t

0

∫ 1

0

χ(ρ(s, u))(Tt−s∇H)2(u)duds,

onde ρs é solução da equação do calor definida em (4.2) com condição inicial

γ.

Demonstração. Pela proposição anterior e como a medida Bernoulli produto

νNγ(·) e o perfil γ satisfazem as condições ditas no ińıcio desta secção, basta
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mostrar que Y N
0 −−−→

N↑∞
Y0, em distribuição, onde Y N

0 (H) é dada por

Y N
0 (H) =

1√
N

∑
x∈ΛN

H
( x
N

)(
η0(x)− γ

( x
N

))
.

Ora, calculamos a função caracteŕıstica de Y N
0 (H). Pela definição de função

caracteŕıstica e pela definição de Y N
0 (H), se tem que

log
(
E[exp

(
iθY N

0 (H)
)
]
)

= log
∏
x∈ΛN

E

[
exp

(
iθ√
N

∑
x∈ΛN

H
( x
N

)(
η0(x)− γ

( x
N

)))]
.

Fazendo um desenvolvimento de Taylor da exponencial temos que a expressão

acima é igual a

log
∏
x∈ΛN

E
[
1 +

iθ√
N
H
( x
N

)(
η0(x)− γ

( x
N

))
− θ2

N
H2
( x
N

)(
η0(x)− γ

( x
N

))2

+O
(
N−3/2

)]
.

Agora, sabemos que EνNγ (·)

[(
η0(x)− γ

( x
N

))]
= 0 e também que

EνNγ (·)

[(
η0(x)− γ

( x
N

))2
]

= V ar(η0(x)) = γ(x/N)(1− γ(x/N)).

Então, aplicamos a linearidade da esperança e a propriedade dos logaritmos

sobre a última expressão e obtemos

∑
x∈ΛN

log

(
1− θ2

N
H2
( x
N

)
V ar(η0(x)) +O

(
N−3/2

))
.

Logo, usando que log(1+x) ' x+O(x2), a expressão acima se comporta como

' −θ
2

N

∑
x∈ΛN

H2
( x
N

)
V ar(η0(x))

→ −θ2

∫ 1

0

H2(u)χ(γ(u))du.

Daqui resulta que

E
[
exp

(
iθY N

0 (H)
)]
−−−→
N↑∞

exp

(
−θ

2

2

[
2

∫ 1

0

H2(u)χ(γ(u))du

])
.
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Assim, pelo Teorema de convergência de Levy (ver [7]), temos que

Y N
0 (H) −−−→

N↑∞
Y0(H)

em distribuição. Note que

exp

(
−θ

2

2

[
2

∫ 1

0

H2(u)χ(γ(u))du

])
é a função caracteŕıstica de uma v.a. com distribuição gaussiana com média 0

e variância 2
∫ 1

0
H2(u)χ(γ(u))du.
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