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A

Martingais e processos de Markov

Definicao A.0.3. Seja {M,};>0 um processo estocdstico definido sobre o
espago de probabilidade (2, F,P) e seja {Fih>0 uma filtracao, isto €, uma
sequéncia crescente de o-dlgebras C F. Entao, {M;}i>0 € um martingal se, e

somente se,
1. E|M;| < 00, Vt > 0.
2. M, € F;-mensurdvel, YVt > 0.

3. E[M,|M,] = M,, Vs > t.

Nota A.0.4. E facil ver que um martingal tem esperanca constante, isto €,

E[M;] = E[M,] para todo t > 0.

Teorema A.0.5. (Desigualdade de Doob)
Seja {M;}o<t<r um martingal de trajetorias continuas a direita e fize 6 > 0.

Entao,

1
P ( sup | M| > 5) < ZE(MJ), V> 1

0<t<T

p
E { sup \Mﬂ < (%) E [|M,], ¥p > 1.

0<t<T

Teorema A.0.6. (Férmula de Dynkin)
Seja { X >0 um processo de Markov com gerador L e com espago de estados

E um conjunto enumerdvel. Consideremos F : Rt x E — R limitada, tal que:
1. Ve e B, F(-,z) € C*(RT),

2. 3C < oo, tal que sup |’ F(s,x)| < C, para j =1,2.

(s,2)

Sejam
t

MF = F(t,X,) — F(0, X) — / (0, + L)F(s, X,)ds

t
NEF = (M])? —/ LF(s,X,)* = 2F (s, X,)LF (s, X,)ds .
0 ~"

:=BF
Entao, {M}'} >0 e {N]"}i>0 sao martingais, com respeito a filtragio natural do
t

processo { X }i>o. O processo / BEds se chama variacio quadrdtica de M[ .
0
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B

O Teorema de Portmanteau

Dadas P,, P probabilidades sobre um espaco de probabilidade (S5,S),
definimos a convergeéncia fraca por P, mLoo> P para indicar que [ fdP, nT—oo>
[ fdP, para cada fungao f limitada, continua e real no espago S.

O Teorema de Portmanteau, fornece equivaléncias tuteis para convergéncia

fraca. Um conjunto A € S se diz P-continuo se a fronteira 0A satisfaz

P(0A)=0

Teorema B.0.7. (Portmanteau)

Seja P,, P probabilidade sobre um espago de probabilidade (S,S). Entdo, sdo
equivalentes:

1. P, =5 P

ntoo

2. limsup P, (F) < P(F),YF C M, F fechado.

ntoo

3. liminf P,(A) > P(A),YA C M, A aberto.

nToo

4. limsup P,(E) = P(FE), para todo conjunto E C S, P-continuo.

ntoo

Para a demonstragdo do Teorema de Portmanteau veja [2], pagina 12.
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C

Topologia e Compacidade

Cc.0.1
Teorema de Prohorov

Definicao C.0.8. Um conjunto de probabilidades 11 definidas em um espaco
métrico (S, F) € chamado rigido, se dado € > 0, existe um compacto K tal que
VP €1l se tem P(K)>1—e.

Teorema C.0.9. (Teorema de Prohorov)

Seja II um conjunto de probabilidades de (S,F). Se Il e rigido, entao toda
a sequéncia de probabilidades de 11 tem uma subsequéncia fracamente conver-
gente, ou seja, 11 relativamente compacta. Além disso, se S for completo e

separdvel, entao vale o reciproco.

Os seguintes resultados sobre o espago D([0,7],S) sado cldssicos na
literatura, onde S é um espago métrico completo e separavel (para um estudo

mais completo sobre o assunto, veja [9]).

C.0.2
Topologia e compacidade

Consideremos o espaco D([0,7],S8) de fungoes definidas em [0, 7]
continuas a direita e com limite a esquerda (cadlag) tomando valores em S,
onde § é um espago separavel com uma distancia . Pequenas mudangas no
instante em que ocorre um salto pode ser muito marcante para as trajetérias
tomando a distancia uniforme. Para evitar isto, a distancia que é utilizada em
D([0,7],S) ¢é a distancia de Skorohod.

Para definir esta distancia primeiro consideremos
A={X:[0,7] = [0,7] | X fungao continua estritamente crescente}.

Além disso, se A € A definimos

log (A(t) —A(S)>‘7

Al| = sup
I = s —

e se u,v € S, entao definimos a distancia de Skorohod por

d(p,v) = inf maX{HAH, sup 5(ut,yk(t))} :
AEA 0<t<T
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Apéndice C. Topologia e Compacidade 7

Proposigao C.0.10. O espago D([0,T],S) munido da métrica d, é um espago

métrico completo e separdvel.

Para a demonstragao da proposi¢ao acima veja [2], pagina 115.

Lema C.0.11. Sejam p™,u € D([0,T],S). Entio p" T—> i, na topologia

de Skorohod, se, e somente se, existem reparametrizacoes A, € A tais que

|IAn(t) — t| —— 0 uniformemente em t e By —— K uniformemente em
ntToo ntoo

D([0,T7],S8

Assim, podemos utilizar o Teorema de Prohorov C.0.1 para estender o
Teorema de Arzela-Ascoli ao conjunto D([0,7T],S) e obter uma caracterizagao
dos conjuntos relativamente compactos. Para isto lembremos o modulo de

continuidade uniforme de uma trajetéria p, definida por

w#(r)/): sup 5(”87”15)7

[s—t|<vy
o qual precisamos modificar por

w,(y) = inf max sup (i, u), (C.1)

{tiYo<icr 0SS ¢ <sctct, g

onde o primeiro infimo é tomado sobre todas as partigoes {t; }o<i<, do intervalo
[0, 7] tal que

O=to<ti < ---<t, =T

ti —ti_1 > ’}/,\V/Z € {1,2,"'7‘}.

Lema C.0.12. 1 : [0,T] — S pertence ao conjunto D([0,T],S) se, e somente

/
se, w,,(7) W 0.

Entao, podemos caracterizar os conjuntos compactos em D([0,7],S) em

termos do mddulo de continuidade modificado definido em (C.1).
Proposicao C.0.13. Um conjunto A de D([0,T],S) € relativamente compacto
se, e somente se,

1. {ueS:peAtel0,T]} € relativamente compacto em S.

2. limsupw,, (y) = 0.
¥—0 pEA

Com este resultado temos a seguinte conclusao a partir do Teorema de
Prohorov dado no Teorema C.0.1.

Teorema C.0.14. Seja {PN}n>1 uma sequéncia de medidas de probabilidade

em D([0,T],S). A sequéncia € relativamente compacta se, e somente se,
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1. Para cadat € [0,T) e € > 0, existe um compacto K(t,e) C S tal que

Jsvuﬁ PN (ue D([0,T),8) : pe & K(t,¢)) < e.

2. Para cada € > 0 temos

lim limsup PY (u € D([0,77,8) : w,(7) > €) = 0.

70 Nooo

A condicao 2. do teorema anterior fica muito dificil de verificar na pratica

por outro lado, nao é dificil verificar que

w;; (7) < Wu(2’7) :

Logo, a condicao 2. pode ser substituida por

2'. Para cada € > 0 temos

lim limsup PV (€ D([0,T],S) : w,(7y) > €) = 0.

70 Nooso
E fécil ver que todos os pontos limites de {PN}ys; em D([0,T],S) que
satisfazem a condicao 2'., estdo concentrados em uma trajetoria continua. O
seguinte resultado obtido por Aldous, nos dd uma condicao suficiente para

garantir a segunda condi¢ao do Teorema C.0.14.

Proposigao C.0.15. Uma sequéncia de medidas de probabilidade { PN} x>
em D([0,T),S) satisfaz a condi¢ao 2. do Teorema C.0.14 se

limlimsup sup PV (u € D([0,1],8) : (ptrig, ptr) > €) = 0, Ye > 0,

70 Nooo 7€77,0<v
onde Tr € o conjunto de todos os tempos de parada limitados por T.

No nosso contexto, temos que & = M, onde M ¢é o espaco de todas
as medidas positivas em [0, 1] com a topologia fraca. Para provar que uma
sequéncia {QV}y>; de medidas de probabilidade sobre D([0,T], M) é relati-
vamente compacta, o seguinte resultado diz que é suficiente provar as condigoes
do Teorema C.0.14 para cada processo (7', g,) onde g pertence a um sub-

conjunto denso {gx}x>1 denso de C0, 1]. Mas precisamente:

Proposigao C.0.16. Seja {gr}ti>1 uma familia densa em CZ[0,1]. Uma
sequéncia {QN}n>1 de medidas de probabilidade em D([0,T], M) ¢é relativa-

mente compacta se Vk > 0 a familia {QN9} 1 de medidas de probabilidade
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em D([0,T],R) tem esta propriedade, onde a medida de probabilidade QN-9% ¢

a medida de probabilidade induzida pela aplicacao
H : (D((0,T], M),Q%) — (D([0, T}, R), Q™)

{WtN}tzo — {<7TtNagk>}tzo-

C.0.3
Continuidade e convergéncia em D([0, 7], M).

Lema C.0.17. Sejam 7™, 7 € D([0,T], M) tais que m~ W 7, na topologia
de Skorohod. Entdo m # m fracamente Yt € [0,T7.

Demonstracao. Pelo Lema C.0.11 existe uma sequéncia de parametrizagoes

{An}n>1 € [0,7] tal que An(%) W t uniformemente em ¢, e tal que

N w : z —
Ty () N—Toj 7; uniformemente para todo t. Também note que Ay(x) = z

para © € {0,7}, isto pois, Ay é uma fungado crescente e bijectiva. Assim,
imediatamente temos 7Y —— 7.

NToo
Agora, seja A = {t € [0,7] : = ¢é continua em t}. Note que a medida de
Lebesgue em [0, T] de A é 1, pois, 7, é cadlag (tem no méximo uma quantidade
enumeravel de descontinuidades). Entao, fixando uma ¢ € A e tomando d
a métrica que induz a convergéncia fraca em M, para 7,7 € M e pela

desigualdade triangular temos que
d(m,, 7l¥) < d(m,, Tastw) + ATy, ™),

logo

it — AN ()] < sup [t — A ()| = sup [t — An(t)] — 0.
0<t<T 0<t<T Ntoo

Como 7 é continua em t obtemos, lim d(m, w1 (t)) = 0 e analogamente
N—00 N

. Ny < N :
d(”ANl(t)aWt ) < OiltlgTd(Wtﬂ,\N(t)) W 0

]

Proposicao C.0.18. Para toda fungio G € C ([0,T] x [0,1]) a fun¢io P :
D([0,T], M) = R definida por
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é continua.

Demonstragdo. Tomemos ¥, w € D([0,T], M) tais que

na topologia de Skorohod.
Pelo Lema C.0.17 temos que

7TiN —;;—) TI‘t,Vt S [O,T]

= <7T£N7G> N ? <7Tt7G>)

Too

e pelo Teorema da convergéncia dominada (Ver [1],pdgina 44) temos

T T
/ 7N Gyt —s [ (m, Gt
0

N1oo 0

Lema C.0.19. Se G1,G2,G5 € C[0,1], a fungio ®¢ : D([0,T|, M) — R
definida por

Y

Oq(m) = sup |(m, G1) — (mo, G2) —l—/o (ms, G3)ds

0<t<T

é continua.

Para a demonstragao veja [6], pagina 9.
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