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A

Martingais e processos de Markov

Definição A.0.3. Seja {Mt}t≥0 um processo estocástico definido sobre o

espaço de probabilidade (Ω,F ,P) e seja {Ft}t≥0 uma filtração, isto é, uma

sequência crescente de σ-álgebras ⊂ F . Então, {Mt}t≥0 é um martingal se, e

somente se,

1. E|Mt| <∞,∀t ≥ 0.

2. Mt é Ft-mensurável, ∀t ≥ 0.

3. E[Mt|Ms] = Ms, ∀s ≥ t.

Nota A.0.4. É fácil ver que um martingal tem esperança constante, isto é,

E[Mt] = E[M0] para todo t ≥ 0.

Teorema A.0.5. (Desigualdade de Doob)

Seja {Mt}0≤t≤T um martingal de trajetórias cont́ınuas à direita e fixe δ > 0.

Então,

P
(

sup
0≤t≤T

|Mt| > δ

)
≤ 1

δp
E [|Mt|p] , ∀p ≥ 1,

e

E
[

sup
0≤t≤T

|Mt|p
]
≤
(

p

p− 1

)p
E [|Mt|p] , ∀p ≥ 1.

Teorema A.0.6. (Fórmula de Dynkin)

Seja {Xt}t≥0 um processo de Markov com gerador L e com espaço de estados

E um conjunto enumerável. Consideremos F : R+×E → R limitada, tal que:

1. ∀x ∈ E, F (·, x) ∈ C2(R+),

2. ∃C <∞, tal que sup
(s,x)

|∂jsF (s, x)| ≤ C, para j = 1, 2.

Sejam

MF
t := F (t,Xt)− F (0, X0)−

∫ t

0

(∂s + L)F (s,Xs)ds

NF
t := (MF

t )2 −
∫ t

0

LF (s,Xs)
2 − 2F (s,Xs)LF (s,Xs)ds︸ ︷︷ ︸

:=BFs

.

Então, {MF
t }t≥0 e {NF

t }t≥0 são martingais, com respeito à filtração natural do

processo {Xt}t≥0. O processo

∫ t

0

BF
s ds se chama variação quadrática de MF

t .
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B

O Teorema de Portmanteau

Dadas Pn, P probabilidades sobre um espaço de probabilidade (S,S),

definimos a convergência fraca por Pn
w−−→

n↑∞
P para indicar que

∫
fdPn −−→

n↑∞∫
fdP , para cada função f limitada, cont́ınua e real no espaço S.

O Teorema de Portmanteau, fornece equivalências úteis para convergência

fraca. Um conjunto A ∈ S se diz P -cont́ınuo se a fronteira ∂A satisfaz

P (∂A) = 0

Teorema B.0.7. (Portmanteau)

Seja Pn, P probabilidade sobre um espaço de probabilidade (S,S). Então, são

equivalentes:

1. Pn
w−−→

n↑∞
P.

2. lim sup
n↑∞

Pn(F ) ≤ P (F ),∀F ⊂M,F fechado.

3. lim inf
n↑∞

Pn(A) ≥ P (A),∀A ⊂M,A aberto.

4. lim sup
n↑∞

Pn(E) = P (E), para todo conjunto E ⊂ S, P -cont́ınuo.

Para a demonstração do Teorema de Portmanteau veja [2], página 12.
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C

Topologia e Compacidade

C.0.1
Teorema de Prohorov

Definição C.0.8. Um conjunto de probabilidades Π definidas em um espaço

métrico (S,F) é chamado ŕıgido, se dado ε > 0, existe um compacto K tal que

∀P ∈ Π se tem P (K) > 1− ε.

Teorema C.0.9. (Teorema de Prohorov)

Seja Π um conjunto de probabilidades de (S,F). Se Π e ŕıgido, então toda

a sequência de probabilidades de Π tem uma subsequência fracamente conver-

gente, ou seja, Π relativamente compacta. Além disso, se S for completo e

separável, então vale o rećıproco.

Os seguintes resultados sobre o espaço D([0, T ],S) são clássicos na

literatura, onde S é um espaço métrico completo e separável (para um estudo

mais completo sobre o assunto, veja [9]).

C.0.2
Topologia e compacidade

Consideremos o espaço D([0, T ],S) de funções definidas em [0, T ]

cont́ınuas à direita e com limite à esquerda (càdlàg) tomando valores em S,

onde S é um espaço separável com uma distância δ. Pequenas mudanças no

instante em que ocorre um salto pode ser muito marcante para as trajetórias

tomando a distância uniforme. Para evitar isto, a distância que é utilizada em

D([0, T ],S) é a distância de Skorohod.

Para definir esta distância primeiro consideremos

Λ = {λ : [0, T ]→ [0, T ] | λ função cont́ınua estritamente crescente}.

Além disso, se λ ∈ Λ definimos

‖λ‖ = sup
t6=s

∣∣∣∣log

(
λ(t)− λ(s)

t− s

)∣∣∣∣ ,
e se µ, ν ∈ S, então definimos a distância de Skorohod por

d(µ, ν) = inf
λ∈Λ

max

{
‖λ‖, sup

0≤t≤T
δ(µt, νλ(t))

}
.
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Proposição C.0.10. O espaço D([0, T ],S) munido da métrica d, é um espaço

métrico completo e separável.

Para a demonstração da proposição acima veja [2], página 115.

Lema C.0.11. Sejam µn, µ ∈ D([0, T ],S). Então µn −−→
n↑∞

µ, na topologia

de Skorohod, se, e somente se, existem reparametrizações λn ∈ Λ tais que

|λn(t) − t| −−→
n↑∞

0 uniformemente em t e µnλ(·) −−→n↑∞ µ uniformemente em

D([0, T ],S

Assim, podemos utilizar o Teorema de Prohorov C.0.1 para estender o

Teorema de Arzelà-Ascoli ao conjunto D([0, T ],S) e obter uma caracterização

dos conjuntos relativamente compactos. Para isto lembremos o módulo de

continuidade uniforme de uma trajetória µ, definida por

ωµ(γ) = sup
|s−t|≤γ

δ(µs, µt),

o qual precisamos modificar por

ω′µ(γ) := inf
{ti}0≤i<r

max
0≤i<r

sup
ti≤s<t<ti+1

δ(µs, µt), (C.1)

onde o primeiro ı́nfimo é tomado sobre todas as partições {ti}0≤i<r do intervalo

[0, T ] tal que

0 = t0 < t1 < · · · < tr = T

e

ti − ti−1 > γ, ∀i ∈ {1, 2, · · · r}.

Lema C.0.12. µ : [0, T ]→ S pertence ao conjunto D([0, T ],S) se, e somente

se, ω′µ(γ) −−→
γ↓0

0.

Então, podemos caracterizar os conjuntos compactos em D([0, T ],S) em

termos do módulo de continuidade modificado definido em (C.1).

Proposição C.0.13. Um conjunto A de D([0, T ],S) é relativamente compacto

se, e somente se,

1. {µt ∈ S : µ ∈ A, t ∈ [0, T ]} é relativamente compacto em S.

2. lim
γ→0

sup
µ∈A

ω′µ(γ) = 0.

Com este resultado temos a seguinte conclusão a partir do Teorema de

Prohorov dado no Teorema C.0.1.

Teorema C.0.14. Seja {PN}N≥1 uma sequência de medidas de probabilidade

em D([0, T ],S). A sequência é relativamente compacta se, e somente se,
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1. Para cada t ∈ [0, T ] e ε > 0, existe um compacto K(t, ε) ⊂ S tal que

sup
N≥1

PN (µ ∈ D([0, T ],S) : µt /∈ K(t, ε)) < ε.

2. Para cada ε > 0 temos

lim
γ→0

lim sup
N→∞

PN
(
µ ∈ D([0, T ],S) : ω′µ(γ) > ε

)
= 0.

A condição 2. do teorema anterior fica muito dif́ıcil de verificar na prática

por outro lado, não é dif́ıcil verificar que

ω′µ(γ) ≤ ωµ(2γ).

Logo, a condição 2. pode ser substitúıda por

2′. Para cada ε > 0 temos

lim
γ→0

lim sup
N→∞

PN (µ ∈ D([0, T ],S) : ωµ(γ) > ε) = 0.

É fácil ver que todos os pontos limites de {PN}N≥1 em D([0, T ],S) que

satisfazem a condição 2′., estão concentrados em uma trajetória cont́ınua. O

seguinte resultado obtido por Aldous, nos dá uma condição suficiente para

garantir a segunda condição do Teorema C.0.14.

Proposição C.0.15. Uma sequência de medidas de probabilidade {PN}N≥1

em D([0, T ],S) satisfaz a condição 2. do Teorema C.0.14 se

lim
γ→0

lim sup
N→∞

sup
τ∈TT ,θ≤γ

PN (µ ∈ D([0, 1],S) : δ(µτ+θ, µτ ) > ε) = 0,∀ε > 0,

onde TT é o conjunto de todos os tempos de parada limitados por T .

No nosso contexto, temos que S = M, onde M é o espaço de todas

as medidas positivas em [0, 1] com a topologia fraca. Para provar que uma

sequência {QN}N≥1 de medidas de probabilidade sobre D([0, T ],M) é relati-

vamente compacta, o seguinte resultado diz que é suficiente provar as condições

do Teorema C.0.14 para cada processo 〈πNt , gk〉 onde gk pertence a um sub-

conjunto denso {gk}k≥1 denso de C[0, 1]. Mas precisamente:

Proposição C.0.16. Seja {gk}k≥1 uma famı́lia densa em C2
0 [0, 1]. Uma

sequência {QN}N≥1 de medidas de probabilidade em D([0, T ],M) é relativa-

mente compacta se ∀k ≥ 0 a famı́lia {QN,gk}N≥1 de medidas de probabilidade
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em D([0, T ],R) tem esta propriedade, onde a medida de probabilidade QN,gk é

a medida de probabilidade induzida pela aplicação

H : (D([0, T ],M),QN)→ (D([0, T ],R),QN,gk)

{πNt }t≥0 → {〈πNt , gk〉}t≥0.

C.0.3
Continuidade e convergência em D([0, T ],M).

Lema C.0.17. Sejam πN. , π. ∈ D([0, T ],M) tais que πN. −−−→
N↑∞

π., na topologia

de Skorohod. Então πNt
w−−−→

N↑∞
πt fracamente ∀t ∈ [0, T ].

Demonstração. Pelo Lema C.0.11 existe uma sequência de parametrizações

{λN}N≥1 ∈ [0, T ] tal que λN(t) −−−→
N↑∞

t uniformemente em t, e tal que

πNλN (t)

w−−−→
N↑∞

πt uniformemente para todo t. Também note que λN(x) = x

para x ∈ {0, T}, isto pois, λN é uma função crescente e bijectiva. Assim,

imediatamente temos πNx
w−−−→

N↑∞
πx.

Agora, seja A = {t ∈ [0, T ] : π. é cont́ınua em t}. Note que a medida de

Lebesgue em [0, T ] de A é 1, pois, π. é càdlàg (tem no máximo uma quantidade

enumerável de descontinuidades). Então, fixando uma t ∈ A e tomando d̃

a métrica que induz a convergência fraca em M, para π, πN ∈ M e pela

desigualdade triangular temos que

d(πt, π
N
t ) ≤ d(πt, πλ−1

N (t)) + d(πλ−1
N (t), π

N
t ),

logo

|t− λ−1
N (t)| ≤ sup

0≤t≤T
|t− λ−1

N (t)| = sup
0≤t≤T

|t− λN(t)| −−−→
N↑∞

0.

Como π. é cont́ınua em t obtemos, lim
N→∞

d(πt, πλ−1
N (t)) = 0 e analogamente

d(πλ−1
N (t), π

N
t ) ≤ sup

0≤t≤T
d(πt, π

N
λN (t)) −−−→

N↑∞
0.

Proposição C.0.18. Para toda função G ∈ C ([0, T ]× [0, 1]) a função ΦG :

D([0, T ],M)→ R definida por

ΦG(π.) =

∫ T

0

〈πs(u), G(s, u)〉ds,

DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313524/CA
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é cont́ınua.

Demonstração. Tomemos πN. , π. ∈ D([0, T ],M) tais que

πN. −−−→
N↑∞

π.,

na topologia de Skorohod.

Pelo Lema C.0.17 temos que

πNt −−−→
N↑∞

πt,∀t ∈ [0, T ]

⇒ 〈πNt , G〉 −−−→
N↑∞

〈πt, G〉,

e pelo Teorema da convergência dominada (Ver [1],página 44) temos∫ T

0

〈πNt , G〉dt −−−→
N↑∞

∫ T

0

〈πt, G〉dt.

Lema C.0.19. Se G1, G2, G3 ∈ C[0, 1], a função ΦG : D([0, T ],M) → R
definida por

ΦG(π.) = sup
0≤t≤T

∣∣∣∣〈πt, G1〉 − 〈π0, G2〉+

∫ t

0

〈πs, G3〉ds
∣∣∣∣ ,

é cont́ınua.

Para a demonstração veja [6], página 9.
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