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Resumo

Alvarez, Yunelsy Nédpoles; Sa Earp, Ricardo. Critérios de solubilidade
de tipo Serrin para problemas de Dirichlet para equacoes
de curvatura meédia pré-determinada em variedades. Rio de
Janeiro, 2018. 72p. Tese de Doutorado — Departamento de Matematica,
Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

Nesta tese estabelecemos novos resultados de nao existéncia e de exis-
téncia de solugdes para o problema de Dirichlet para a equacao vertical da
curvatura média pré-determinada em M x R, onde M é uma variedade Rie-
manniana completa de dimensdo n. E bem conhecido que uma condi¢do ne-
cessaria para a solubilidade deste problema em dominios limitados de R" com
certa regularidade é a condicao de Serrin. Investigamos esse fato no contexto
M x R considerando uma ampla classe de variedades dentro da qual estao
as variedades de Hadamard e as variedades cujas curvaturas seccionais estao
limitadas superiormente por uma constante positiva. Precisamente, dados um
dominio limitado ©Q em M e uma funcio H = H(z,z) continua em Q x R e
nao decrescente na variavel z, mostramos que se a condicdo de Serrin forte,
(n—1)Hoa(y) = nsup |H(y, z)| Yy € 02, nao é satisfeita, entao existem dados
no bordo para os qffis o referido problema nao tem solugao. Ressaltamos que
Hoq 6 a curvatura média de 9 em M. Considerando que H € €%(Q2 x R),
estabelecemos um resultado de existéncia se H e VH satisfazem uma relagao
envolvendo a curvatura de Ricci de M, onde V é o gradiente Riemanniano.
Estabelecemos também um resultado de existéncia no caso em que M = H"

e sup |H(z, z)| < ™=1. Nossos resultados generalizam resultados cldssicos de
QxR

Jenkins-Serrin e Serrin para o espago Euclidiano, bem como resultados de
Spruck no contexto M x R. Por exemplo, concluimos que se 2 C H" é um
dominio limitado cuja fronteira é de classe €**, entio o problema de Dirichlet
para a equacdo vertical da curvatura média em H" x R tem solugdo tunica para

qualquer constante He quaisquer dados no bordo continuos se, e somente se,
(n—1)Hoq = n|H| em OS2

Palavras—chave

Equagao da curvatura média; problemas de Dirichlet; EDP’s quasilinea-
res elipticas de segunda ordem; condi¢ao de Serrin; curvatura seccional; cur-
vatura de Ricci; curvatura radial; teorema de comparagao do hessiano e do

laplaciano; variedades de Hadamard; espaco hiperbdlico.
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Abstract

Alvarez, Yunelsy Népoles; S& Earp, Ricardo (Advisor). Serrin type
solvability criteria for Dirichlet problems for prescribed mean
curvature equations in manifolds. Rio de Janeiro, 2018. 72p. Tese
de Doutorado — Departamento de Matematica, Pontificia Universidade
Catolica do Rio de Janeiro.

In this thesis we establish new non-existence and existence results of
solutions for the Dirichlet problem for the prescribed mean curvature vertical
equation in M x R, where M is a complete Riemannian manifold of dimension
n. It is well known that a necessary condition for the solvability of this
problem in bounded domains of R"™ with certain regularity is the Serrin
condition. We investigated this fact in the product M x R considering a large
class of Riemannian manifolds within which are the Hadamard manifolds and
manifolds whose sectional curvature is bounded above by a positive constant.
Precisely, given a bounded domain € in M and a function H = H(x,z)
continuous in © x R and non-decreasing in the variable z, we show that if
the strong Serrin condition (n — 1)Haa(y) = nsup |H(y,2)| ¥y € 00 fails,
then there exists boundary data for which the aforementloned problem has
no possible solution. We highlight that Hgq is the mean curvature of 0f2
in M. Considering that H € €1*(Q2 x R), we establish an existence result
if H and VH satisfy a relation involving the Ricci curvature of M, where
V is the Riemannian gradient. We also establish an existence result in the

case where M = H" and sup |H(z,z)] < ™. Our results generalize classical
Qx

results of Jenkins-Serrin and of Serrin for the Euclidean ambient space, as
well as Spruck’s results in the M x R context. For instance, we conclude that
if Q € H" is a bounded domain whose boundary is of class €*“, then the
Dirichlet problem for the wvertical mean curvature equation in H" xR has a
unique solution for every constant H and for arbitrary continuous boundary
data if, and only if, (n — 1)Haq = n |H| in 0.

Keywords

Mean curvature equation; Dirichlet problems; second order quasilinear
elliptic PDE’s; Serrin condition; sectional curvature; Ricci curvature; radial
curvature; Hessian and Laplacian comparison theorems; Hadamard manifolds;

hyperbolic space.
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1
Introducao

Nos estudamos um problema classico em Geometria Diferencial e Equa-
¢oes Diferenciais Parciais. Para melhor explicar nossos objetivos, daremos neste
primeiro momento um breve resumo do contexto histérico do problema.

Em 1910, Bernstein [1] mostrou que o problema de Dirichlet para a

equacdo minima em R?,
(1 + ui) Uy — 2UgUyUgy (1 + ui) Uyy = 0, (1.1)

tem solugao em discos para quaisquer dados no bordo continuos. Ele também
percebeu a possibilidade de substituir o disco por qualquer dominio analitico e
convexo (veja [1, p. 236]). Provas deste fato foram dadas de forma independente
em 1930 por Douglas [2] e Rad6 [3, p. 795], este tltimo garantiu a unicidade da
solugdo. Uma contribui¢do importante foi dada em 1965 por Finn [4] quando
mostrou que para cada dominio nio convexo 2 C R? podemos encontrar dados
no bordo para os quais o problema de Dirichlet para a equagao (1.1) ndo tem
solugao. Como consequéncia do seu trabalho e dos trabalhos desenvolvidos por
Douglas e Radé, Finn, seguindo uma sugestao de Osserman, estabeleceu o

seguinte teorema sharp:

Teorema de Douglas-Radé-Finn ([4, T. 4a p. 146]). A equagao (1.1)
admite solugcdo em  para quaisquer dados no bordo continuo se, e somente

se, §) € convezo.

Em 1966, Jenkins e Serrin [5] estudaram o problema de Dirichlet em um

dominio limitado €2 C R" para a equacao das hipersuperficies minimas

Eles provaram que quando n > 2 a condicao que generaliza o caso n = 2 ¢
que Hyo = 0, onde Hyo denota a curvatura média de 0€). Neste caso dizemos
que 2 é um dominio mean convex. Mais especificamente, eles estabeleceram o

seguinte resultado:
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Capitulo 1. Introdugao 12

Teorema sharp de Jenkins-Serrin ([5, T. 1 p. 171]). Seja Q um dominio
limitado em R"™ cuja fronteira é de classe €2. Entdo o problema de Dirichlet
para a equacdao das hipersuperficies minimas em ) tem solugdo para quaisquer
dados no bordo de classe €* se, e somente se, a curvatura média de OS) é nao

negativa.

Isto significa que mean converity é uma condi¢do necessaria e suficiente para
a existéncia de uma solu¢ao de (1.2) em €2, continua até o bordo, tomando
valores no bordo de classe 6 arbitrarios. A estimativa interior do gradiente
para a equagao da curvatura média obtida por Bombieri-De Giorgi-Miranda

[6] permite que as solugoes de (1.2) existam para valores no bordo continuos.

Mais tarde, Serrin [7] centrou a sua atengao no estudo de problemas de
Dirichlet para uma classe de equacoes elipticas mais gerais dentro da qual se

encontra a equacgao da curvatura média:
Mu = nH (x). (1.3)

Para sermos mais claros, ele obteve o seguinte teorema:

Teorema de Serrin ([7, T. p. 484]). Seja Q um dominio limitado do espago
Euclidiano n-dimensional, cuja fronteira é de classe €*. Seja H(zx) de classe
€1 na clausura de Q, e suponha que

n

— 1(H(:c))2 Ve (1.4)

<
IVH(@)] <

Entdo o problema de Dirichlet em 2 para a equagiao (1.3) tem solugdo para

quaisquer dados no bordo de classe €* se, e somente se,
(n —DHoa(y) = n|H(y)| ¥y € 0. (1.5)

A solugao € unica se existe.

Como mencionado, isto significa que para qualquer ¢ € €2(0) existe
uma tnica solugao u € €%(Q) N €°(Q) de (1.3) tomando os valores ¢ em 9.
A condigao (1.5) é conhecida como condi¢ao de Serrin. Como consequéncia,

segue o seguinte resultado sharp:

Teorema sharp de Serrin ([7, p. 416]). Seja Q um dominio limitado
no espaco Euclidiano n-dimensional, cuja fronteira é de classe €*. Entdo o
problema de Dirichlet para a equacao da curvatura média tem solugdo unica
para qualquer constante H e quaisquer dados no bordo de classe 67 se, e
somente se, (n — 1)Haq = n|H| em 0.

Fora do contexto Euclidiano também tem sido estudados problemas de
Dirichlet para equacoes cujas solugoes descrevem hipersuperficies de curvatura

média pré-determinada.
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Nesta tese estudamos o problema de Dirichlet em dominios limitados de

uma variedade Riemanniana completa M de dimensao n > 2 para a equacao

Vu

Mu = div (2
14+ ||Vull

) =nH(x,u), (1.6)
onde H é uma func¢ao nao decrescente na variavel z e as quantidades envolvidas
estao calculadas com respeito a métrica de M. A equacao (1.6) é a equagao da

curvatura média pré-determinada H (z,z) para graficos verticais no produto

M x R. Denotando por W = \/1 + ||Vu(al:)|]2 segue que, num sistema de

coordenadas (z1,...,x,) em M,
1 & N TRV
Muy = — (cr” - ) VZu, (1.7)
Wi we) o

onde (07) ¢ a inversa da métrica (oy;) de M, u’ = 0 d;u sdo as coordenadas
j=1
o 0
de Vu e Viu(z) = V> u(x) (87,1_, %j).
Neste contexto existem apenas dois resultados de ezisténcia de tipo
Serrin. Num trabalho pioneiro Joel Spruck [8] estabeleceu vérios resultados

de existéncia para o problema de Dirichlet

Mu =nH em €,
{ 18

u = @ em Of).

Destacamos aqui o seguinte resultado:

Teorema de Spruck ([8, T 1.4 p. 787]). Seja Q2 C M um dominio limitado
cuja fronteira é de classe €*%. Seja H € R, satisfazendo

2

n—1

Ricey > — H? em €, (1.9)
(TL — 1)Hag(y) >nH,V y € 0f. (1.10)
Entao o problema de Dirichlet (1.8) tem solugdo unica para quaisquer dados

no bordo ¢ continuos.

Ressaltamos que Hgo denota a curvatura média de 02 em M.
O outro resultado de existéncia de tipo Serrin que encontramos se deve
a Aiolfi-Ripoll-Soret [9] considerando o problema de Dirichlet para a equagao

vertical das hipersuperficies minimas em M x R, ou seja,

Mu =0 em €,
{ (1.11)

u = @ em Of).

Como consequéncia dos seus resultados segue:
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Teorema de Aiolfi-Ripoll-Soret ([9, T. 1 p. 72]). Seja Q C M um
dominio limitado cuja fronteira é de classe €**. Se Q0 é mean convex entdo o

problema de Dirichlet tem solucao para quaisquer dados no bordo ¢ continuos.

Queremos apontar primeiramente que nesses trabalhos nao se investiga
se a condicao de Serrin é sharp. Segundo a nossa pesquisa bibliogréafica, existe
somente um resultado de nao existéncia no contexto M x R obtido por Miriam
Telichevesky [10], mesmo para dominios nao limitados de M. No caso de

dominios limitados o resultado é o seguinte:

Teorema de nao existéncia de M. Telichevesky ([10, T. 6 p. 246]).
Sejam M é uma variedade de Hadamard cuja curvatura seccional estd limitada
superiormente por —1 e 0 C M um dominio limitado de classe €. Se existe
Yo € 00 tal que Hoa(yo) < 0, entdo existe p € €°(00N) tal que o problema

(1.11) ndo tem solugdo.

Nesta tese nos generalizamos o teorema de nao existéncia de M. Teliche-
vesky. Especificamente, mostramos que, dada uma fun¢ao H(z, z) continua em
Q x R, nao decrescente na variavel z e que ndo muda de sinal, se a condicdo
de Serrin forte

(n —1)Haaly) = nsup [H(y,z)| ¥y € 09 (1.12)

z€R

nao ¢é satisfeita, entdo existem dados sobre o bordo para os quais o problema
de Dirichlet para a equagdo (1.6) ndo tem solugdo em uma ampla classe
de variedades Riemannianas. Como exemplos ressaltamos o teorema 2.5 que
se refere as variedades de Cartan-Hadamard, e o teorema 2.6 relativo as
variedades cujas curvaturas seccionais estao limitadas superiormente por uma
constante positiva.

Como consequéncia imediatas desses resultados ressaltamos os seguintes.

Combinando o teorema 2.6 com o teorema de Spruck deduz-se:

Teorema sharp de tipo Serrin. Seja M uma variedade compacta, simples-
mente conexa e cuja curvatura seccional K satisfaz iKo < K < Ky onde

Ko > 0. Seja @ C M um dominio com diam(§2) < ;7= e 0% de classe €

para algum o € (0,1). Entdo o problema de Dirichlet para a equagdo vertical

da curvatura média tem solucao para qualquer constante H e quaisquer dados

no bordo continuos se, e somente se, (n — 1)Haq > n |H|.

Se combinamos o nosso teorema de nao existéncia 2.5 com o teorema de
existéncia de Aiolfi-Ripoll-Soret, segue que o teorema sharp de Jenkins-Serrin

se estende a cada variedade de Cartan-Hadamard na classe €>:
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Teorema sharp de tipo Jenkins-Serrin. Seja M uma variedade de Cartan-
Hadamard e Q@ C M um dominio limitado com 0 de classe €*“ para
algum o € (0,1). Entdo o problema de Dirichlet para a equagdo vertical das
hipersuperficies minimas em € tem solugdo unica para quaisquer dados no

bordo continuos se, e somente se, {2 € mean convex.

Observamos que o teorema anterior ja valia em variedades de Hadamard
com curvatura seccional limitada superiormente por —1 como consequéncia
direta da combinagao do teorema de Aiolfi-Ripoll-Soret com o teorema de nao
existéncia de M. Telichevesky.

Notamos também que nao foi estabelecido um teorema analogo ao teo-
rema sharp de Serrin nas variedades de Hadamard. Lembramos que a condi¢ao
de Serrin é suficiente para a solubilidade do problema nestas variedades quando
H satisfaz a condigao (1.9) no teorema de Spruck. Por exemplo, no caso em
que M = H", (1.9) é satisfeita quando H > ”T’l No caso oposto 0 < H < ”771,
Spruck percebeu a possibilidade de estabelecer um teorema de existéncia se

(n — 1)Hgq > nH. Precisamente Spruck obteve o seguinte resultado:

Teorema de Spruck em H" X R ([8, T 5.4 p. 797]). Seja Q@ C H" um
dominio limitado cuja fronteira é de classe €*°. Seja H uma constante ndo
negativa e assuma que (n — 1)Haa(y) = nH (com desigualdade estrita se
0< H< "T_l) Entao o problema de Dirichlet (1.8) tem solugao para quaisquer

dados mo bordo ¢ continuos.

Porém, essa restricao sobre a condicao de Serrin nao permite estabelecer
um critério de solubilidade de tipo Serrin para qualquer constante H direta-
mente.

Na tese estabelecemos também o teorema de existéncia 4.4 considerando
fungoes H € €1*(2 x R) que estende o teorema de Spruck em H" x R no
caso em que 0 < H < ”T_l Da combinagao desse resultado de existéncia com o
nosso teorema de nao existéncia 2.5 obtemos o primeiro critério de solubilidade

de tipo Serrin neste contexto para H nao necessariamente constante:

Teorema 1.1. Seja Q C H" um dominio limitado com 0N de classe €*“ para
algum o € (0,1). Seja H € €4*(Q x R) satisfazendo ,H >0 e 0 < H < ™1
em Q x R. Entdo o problema de Dirichlet para a equagio (1.6) tem solugao
inica u € €**(Q) para cada ¢ € €**(Q) se, e somente se, vale a condigdo de
Serrin forte (1.12).

Como consequéncia segue entdao o seguinte resultado:

Teorema sharp de tipo Serrin em H" X R. Seja Q C H" um dominio

limitado com 0N de classe €*“. Entdo o problema de Dirichlet para a equacdio
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vertical da curvatura média tem solucao unica para qualquer constante H e

quaisquer dados no bordo continuos se, e somente se, (n — 1)Haq = n |H|.

Queremos destacar também que até a presente tese, nao encontramos na
literatura nenhum resultado generalizando a parte de existéncia no teorema
de Serrin para H nao necessariamente constante. Observamos que a condi¢ao
(1.9) no teorema de Spruck, tem uma fungao andloga neste contexto a condicao
(1.4) no teorema de Serrin para H constante.

Noés estendemos na tese o teorema de Spruck assumindo que H € €1
satisfaz a condigao

2

Rice, = nsup ||V, H(z, 2)| — T inf (H(z,2))*, Yz eQ, (1.13)
z€R n

— 1 zeRr

onde V é o gradiente Riemanniano. A condi¢ao (1.13) significa que, em cada

x de €1, a curvatura de Ricci esta limitada inferiormente por

2

inf (H(z,z))*.

n — 1 zeR

f(@) = nsup||VoH(z, 2)[| -

A ideia da condigao (1.13) decorre do lema 3.1 puramente geométrico.
Mais precisamente, estabelecemos o teorema de existéncia 4.1. Combinando
esse resultado de existéncia com o nosso teorema de nao existéncia 2.5 obtemos

o seguinte critério de solubilidade de tipo Serrin:

Teorema 1.2. Seja M wuma variedade de Cartan-Hadamard e Q0 C M
um dominio limitado com 9Q de classe €** para algum o € (0,1). Seja
H € €Y(Q x R) uma fun¢do que nio muda de sinal em Q satisfazendo
0,H>0ce

2

inf (H(x,2))*, ¥V x e Q.

n — 1 z€R

Rice, = nsup ||V.H(z,2)| —
z2€R

Entdo o problema de Dirichlet para a equagio (1.6) tem uma unica solug¢do
u € €*(Q) para cada ¢ € €*%(Q) se, e somente se, vale a condi¢io de
Serrin forte (1.12).

Observamos também que este resultado generaliza na classe €%® o
teorema de Serrin antes mencionado.
Também temos um critério de solubilidade em algumas variedades de

curvatura seccional positiva usando o teorema 2.6 ao invés do teorema 2.5:

Teorema 1.3. Seja M uma variedade compacta, simplesmente conexa e cuja
curvatura seccional K satisfaz iKg < K < Ky com Ky > 0. Seja Q C M

um dominio com diam(Q) < ;7= e 0 de classe € para algum o € (0,1).
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Seja H € €1*(2 x R) uma funcdo que nio muda de sinal em ) satisfazendo
0,H>0ce

2

inf (H(x,2))*, ¥V x e Q.

n — 1 zeR

Rice, = nsup ||V.H (z, 2)|| —
zeR

Entao o problema de Dirichlet para a equagio (1.6) tem solugdo tinica u €
€**(Q) para cada € €**(Q) se, e somente se, vale a condicio de Serrin
forte (1.12).

Ressaltamos que, segundo a nossa pesquisa bibliografica, existe na lite-
ratura somente um trabalho anterior ao nosso no qual se estabelecem critérios
de solubilidade de tipo Serrin fora do contexto FEuclidiano para H nao neces-
sariamente zero. Especificamente, Elias M. Guio [11] na sua tese de doutorado
defendida na PUC-Rio, considerou um dominio limitado {2 de um hiperplano
totalmente geodésico P de H"™' (modelo do semiespaco superior) e estudou
o problema de Dirichlet para a equagao da curvatura média pré-determinada
H = H(z) para graficos horizontais sobre €2, isto é, hipersuperficies que inter-
sectam no maximo uma vez os horociclos horizontais ortogonais a 2. Especi-
ficamente, denotando por C o cilindro hiperbélico gerado por esses horociclos
ao longo de 0€) e por H¢e a curvatura média hiperbodlica de C, Elias M. Guio
mostrou que se H € €*(Q) satisfaz 0 < H < 1 em e a condicdo de tipo

Serrin

He(y) = [H(y)| Vy €09, (1.14)
entao o referido problema de Dirichlet tem solugao para quaisquer dados no
bordo suficientemente suaves, e se (1.14) nao é satisfeita, entao existem dados
suaves sobre 0f) para os quais este problema nao tem solucao.

Elias M. Guio obteve também um resultado sharp de tipo Serrin mos-
trando que (1.14) é uma condigao necessaria e suficiente para que o problema
considerado tenha solugao para qualquer constante H e quaisquer valores no
bordo suficientemente suave. Ressaltamos que este trabalho foi muito til para
o desenvolvimento dos resultados apresentados.

A tese estd organizada da seguinte forma. No capitulo 2 apresentamos
os resultados de nao existéncia. No capitulo 3 estabelecemos as estimativas
a priori que permitem demonstrar os resultados de existéncia expostos no
capitulo 4. Para facilitar a leitura encontram-se nos apéndices A e B resultados
classicos de EDP e Geometria Diferencial. No apéndice C obtém-se a expressao

em coordenadas (1.7) e algumas férmulas que usamos ao longo do texto.
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Resultados de nao existéncia

Lembramos que M indicarda uma variedade Riemanniana completa de
dimensao n. Seja 2 C M dominio limitado e H uma fun¢do continua em
Q x R. O objetivo deste capitulo é mostrar que se a condicio de Serrin forte

(n—1)Hoa(y) > nsup [H(y, z)| Vy € 00 (2.1)
zE

nao é satisfeita, entao existem dados no bordo para os quais nao existe nenhuma
fungao u € €*(2) N €°(Q) satisfazendo

{ Mu=nH(z,u) em (2, (2.2)

U= em 0f).

Dada uma fungao H(z, z) denotaremos por £ o operador definido por

Qu = Mu —nH (z,u).

A seguinte proposicao fundamental para os nossos propoésitos tem suas
raizes no trabalho de Finn [4, L p. 139] quando estabeleceu o seu resultado
de nao existéncia de solugoes da equagao minima em dominios nao convexos
em R?. Devido a que o ponto crucial é o principio do méximo este resultado
foi estendido por Jenkins-Serrin [5, P. III p. 182] para o caso da equagao
minima em R" e posteriormente por Serrin [7, T. 1 p. 459] para operadores
quasilineares elipticos mais gerais (veja também [12, T 14.10 p 347]). Fora do
contexto Euclidiano temos também o trabalho de Miriam Telichevesky [10, L.
11 p. 250] para o caso minimo em variedades Riemanniana. Para formalizar o

resultado seguiremos as ideias dos trabalhos precedentes.

Proposicao 2.1. Seja 2 € M um dominio limitado. Seja T uma por¢ao
relativamente aberta de OQ de classe €. Seja H(x,z) € €°(Q x R) uma
fungdo ndo decrescente na varidvel z. Sejam u € €*(Q) NEH(QUT) NEO(Q)


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1513094/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1513094/CA

Capitulo 2. Resultados de nao existéncia 19

ev € %) NE Q) satisfazendo

Qu > Qv em Q,
u<v em OQ\ T7,
v __ /

W__OO €mF,

onde N € o campo normal unitdrio a I'" interior a Q0. Sob estas condicoes u < v

em I'. Consequentemente u < v em 2.

Demonstrag¢do. Vamos supor, por contradigdo, que m = HlFE/LX(U—U) > 0. Dessa
forma, u < v+ m em I". Por conseguinte u < v+ m em 0f) ja que u < v em
0\ I por hipétese. Além disso, como a fun¢do H é ndo decrescente em z e

m > 0, resulta
Q+m)=M(v+m)—nH(z,v+m) < Mv—nH(z,v) = Qu < Qu.

Como consequéncia do principio do maximo (teorema A.2) u < v+ m em ).
Seja yo € I tal que m = u(yo) — v(yo). Seja vy, = exp,, (tNy,), onde t > 0 ¢

suficientemente perto de 0. Entao

u(Yyo (1) = u(yo) < (v (4 (1)) +m) = (v(y0) +m) = (7 (£)) = v(w0)-

Dividindo por t e passando ao limite quando ¢ — 0 segue que g—;\‘, < —00, 0
que é uma contradi¢io pois u € €*(I"”). Logo, u < v em I'. Em decorréncia

do principio do maximo u < v em €. [ |

O seguinte lema é a peca fundamental do capitulo. Nesse lema estabe-
lecemos uma estimativa a priori da altura para qualquer solucdo da equacgao
Mu = nH(z,u) em  nos pontos de d) nos quais a condigao de Serrin forte

(2.1) nao for satisfeita. Precisamos da seguinte definicao.

Defini¢ao 2.1. Dada uma geodésica radial (t) parametrizada pelo compri-
mento de arco, dizemos que as curvaturas radiais ao longo de 3 estao limitadas
superiormente por Ky se Kguy(B'(t), X) < Ko, para cada X € Ty M satisfa-
zendo (X, '(t)) =0e || X]| =1, onde K é a curvatura seccional em M. v

Lema 2.2. Sejam Q C M um dominio limitado com O de classe €>.
Sejam H € €°(Q x R) uma funcdo ndo negativa e ndo decrescente em z, e
u € €*(Q)NE°Q) satisfazendo Mu = nH (x,u). Suponha que eziste yo € O

tal que
(n — DHoal(yo) < nH(yo, k) (2.3)
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para algum k € R. Assuma que cut(yo) NQ =0 e que as curvaturas radiais ao
longo das geodésicas radiais que partem de yo e interceptam € estdo limitadas

superiormente por Ky sendo que:
((l) KU < O; ou

(b) Ko >0 edist(yo,z) < para todo x € .

T
2v Ky
Entdo para cada € > 0 existe a > 0 dependendo apenas de €, de Hoa(yo), da

geometria de ) e do médulo de continuidade de H(x, k) em yo, tal que

u(yop) < max {k, sup u} +e. (2.4)
N\ Ba(yo)

Demonstracao. Para achar a estimativa a prova sera dividida em duas etapas.
Na primeira etapa acharemos uma estimativa para u(yy) dependendo de k e

de sup wu para certo a nao dependendo de u. Posteriormente, na segunda
8Ba(y0)nQ

etapa, estimaremos  sup  u em fungdo dos valores de u em 99\ B,(yo). Para
8Ba(y0)mQ
finalizar diminuimos a em funcao de € para obter a estimativa desejada.

Etapa 1.
Observemos primeiramente que da hipétese (2.3) decorre que existe v > 0

tal que
(n — D)Hoa(yo) < nH(yo, k) — 4v. (2.5)

Seja Ry tal que 0Bg, (yo) N §2 seja conexo e
v
|H(x, k) — H(yo, k)| < - YV z € Bg,(yo) NS (2.6)

Isso segue do fato de H(z, k) ser continua em €.

Note também que podemos construir uma hipersuperficie mergulhada
e orientada S, tangente a 02 em gy, e cuja curvatura média calculada com
respeito ao vetor normal que aponta para o interior de €2 em vy satisfaz

14

Hoa(yo) < Hs(yo) < Hoa(yo) + =1y (2.7)

Note que estamos orientando S de forma tal que o seu campo normal N
coincida com o campo normal a 02 interior a ) em yy. Sabemos que para

algum 7 > 0 a aplicacao

@t: S — Q
y — eXpL(y,tNy)

¢ um difeomorfismo para cada 0 < t < 7 (veja proposicao B.7). Ou seja,
Sy = ®,(S) é paralela a S para cada 0 <t < 7.
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Consideremos a funcao distancia d(x) = dist(z,S). Seja 0 < Ry <
min{7, Ry} tal que

|Ad(z) — Ad(yo)| < v, ¥ & € Bg,(yo) NS (2.8)

Escolhemos a < R,. Note que a, assim definido, depende apenas do mdédulo
de continuidade de H(z, k), de Haa(yo) e da geometria de 2.
Dado 0 < € < a, definimos

Q. ={z € Bu(yo) N d(z) > €}.

Seja ¢ € € (¢, a) satisfazendo

P1. ¢(a) =0, P2. ¢ <0, P3. ¢" >0, P4. ¢/(e) = —oo.

Seja v = max {k‘, sup u} + ¢ o d. Dessa forma, v > u em 0f), \ S..
8Ba(y0)ﬂQ
Além disso, se N é o campo normal a S, interior a . e x € S.N B, (yo), entao

ov

oy (@) = (Vo(@), N) = (¢'(d(2))Vd(z), Vd(z)) = ¢'(€) = —oo.

Seja agora x € (). Para a func¢do v, assim definida, vale (veja a férmula
de transformagao (C.13))

¢ Ad + ¢

Qv = 1+ ¢7)i2 (1 + ¢2)32

—nH(x,v).

Desde que v > k e H é nao-decrescente na coordenada z segue que H (z,v) >
H(z, k). Logo,

¢/ qb//
Qu < 1+ ¢/2)1/2Ad+ (1 + ¢2)32 —nH(z, k).

Como

(14022 > (¢?)2 = |¢/| = ¢,
temos o

(1+ ¢2)1/2 > -1
Como estamos supondo que H > 0, resulta
qb/
—nH H —_
nH(xz, k) <n (:c,k)(l T

Logo, & "
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Além disso,

Ad(x) +nH(z, k) =Ad(z) — Ad(yo) + Ad(yo) + nH(z, k)

>—v—(n—1)Hs(yo) + nH(z, k) (a)
> —2v — (n—1)Haoa(yo) + nH(x, k) (b)
>2v —nH(yo, k) +nH(z, k) (c)
>, (d)

onde (a) é consequéncia de (2.8), (b) de (2.7), (c¢) de (2.5) e (d) de (2.6).

Substituindo esta estimativa em (2.9) tem-se

¢/ ¢//
Qu <<1 + ¢/2)1/2V + (1 + ¢/2)3/2
1 / / /!
T (14922 (¢ +¢Dw+¢')
13 /1
Definimos* 5
o(t) = ﬁ ((a=e* = (t—e)'?). (2.10)
Observamos que ¢ satisfaz P1-P4 e ¢3v + ¢” = 0 para todo € < t < a. De
fato,
/2
=P L2 )
ol = 2 I/(t 2 B 2(1/(75—6))
e

5 3/2
o' (1) = if (t— =% (,,@2_ 6)) = v/ (t)"

Dessa forma, Quv < 0 em €).. Decorre, entao, da proposicao 2.1 a estimativa

u < v = max {k, sup u} + ¢(e) em ScN By(yo).
dBa(yo)NQ

Em particular,

u( Yy, (€)) < max {k, Supmu} + [ ((a - 6)1/2) .

8Ba, (yU)

AN

Como esta estimativa vale para todo € < a, fazendo € tender a 0 obtemos

2
u(yo) < max {k, sup u} +14/ “ (2.11)
aBa(yo)ﬂQ v

Weja também [12, §14.4] e [11, T. 4.1 p. 40].
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Etapa 2.
Seja p(z) = dist(z, yo). Vamos restringir p a Q' = Q\ B,(yo). Usaremos
as notagoes da segao B.1. Sejam § = diam(2) e 1 € €*(a,d) satisfazendo

P5. 4(8) = 0, P6. ' <0, P7. " >0, P8. ¢/(a) = —oo.
Seja w = sup u + ¢ o p. Observamos que w € €*(Q \ B.(yo))
O\ Ba(yo)

(veja proposi¢do B.1). A ideia novamente é usar a proposigdo 2.1. Note
primeiramente que w > u em 92\ B,(yo). Além disso, se N é o campo normal
a 0B,(yo) N interior a ', resulta, para cada x € 9B, (yo) N €2,

ow

o (@) = (Vw(@), N) = (¢'(p(2))Vp(), Vp(z)) = ¥/(a) = —co.

Anélogamente para w verifica-se (férmula de transformagao (C.13))

1// ¢I/
Qu = it 1/}/2)1/2Ap+ (Ear nH(z,w).
Desde que H > 0, segue
¢I /lpl/
<—— A —_—
Qu (1 +1/)/2)1/2 P+ (1 +1/J/2)3/2

Em qualquer uma das hipéteses (a) ou (b) as geodésicas radiais que partem de
Yo € interceptam €2 ndo possuem pontos conjugados (veja teorema B.6). Dessa
forma podemos estimar Ap usando o teorema de comparagao do Laplaciano
(teorema B.3).

No caso (a) comparamos M com R" e obtemos

n—1
p(x)

Ap(z) >

ja que conhecemos a expressao do Laplaciano em R" (veja proposicao B.4).
Como também conhecemos a expressao do Laplaciano de uma esfera Sg,
(veja novamente proposicao B.4), sob a hipétese (b) comparamos M com S,

e obtemos
Ap(z) = (n — 1)\/?Ocot ( Ky p(x)) :

™

Também da hipdtese (b) segue que existe 0 < k < iy tal que dist(z,yo) <

—2\/%) — K, para cada x € Q. Assim, para cada z € ) \ B, (vo), existe uma tnica

geodésica radial minimizante S parametrizada pelo comprimento de arco tal
T
5(0) = yO (S ﬁ(t()) - fE, Onde to < _— — K.

2V Ko
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Definamos a funcao &(t) = v/ Kytcot (\/KD t), t > 0. Note que £ é

— s
decrescente e se anula em t = 5 T Logo,

g@x(w%_ﬁ) 0, Vi e (OM__]

Consequentemente,
px)Ap(z) = (n

onde

1),

czm(w%_ﬁ)m m(w%_m))w.

Por conseguinte, temos Ap(z) = ¢, onde ¢ =n — 1 sob a hipétese (a) e
¢ = (n—1)C sob a hipdtese (b).
Desta forma,
,lp/ c ,l/}//
Qu <(1 T )i "D + (1 + ¢2)32
1 c ,
— ~ 1 2 "

1 c 13 "
<t ()
Vamos definir? 1/2 6 ~1/2
2
W(t) = <C) /t <log2) dr. (2.12)

Tal funcao satisfaz as hipdteses P5-PS8, e
a <t < 9. De fato,

Assim sendo, Quw < 0 em €.

2Veja também [12, §14.4]

§¢’(t)3 + ¢(t)” < 0 para todo
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Da proposigao 2.1 podemos concluir que u < w em 9B, (yo) N 2, donde

sup u<  sup  u+Y(a). (2.13)
0Ba(y0)N2 9O\ Ba(yo)

Note que, na verdade, esta estimativa é valida para qualquer a tal que
0B, (y0) N Q seja conexo.

Substituindo a estimativa (2.13) na estimativa (2.11) obtida na etapa 1

2
u(yo) < max {k:, sup u} +¢(a) + \/—a :
aQ\Ba(yO) v

Observemos agora que liIr(lJ ¥ (a) = 0. Com efeito, da expressao (2.12) vé-se que
a—r

= ()" [ o)

s 2
e da mudanca de variavel r = ae® decorre

9\ 1/2 log(2)
Y(a) = 2a <> / ¢ e ds.
0

C

obtemos

Por conseguinte, para cada € > 0, existe Ry tal que se a < R4, entao

2a
Y(a) +4/ — <e.
v
Finalmente, escolhendo também a < Ry temos (2.4). |

Observagao 2.3. Quando H = H(x), segue que para cada € > 0, existe a > 0
tal que

u(yo) < sup u-+e,
O\ Ba(yo)

onde a depende apenas do médulo de continuidade de H(x), de Hoqa(yo) e da

geometria de 2.

Teorema 2.4. Sejam 2 C M um dominio limitado com 0N de classe €*. Seja
H € €°(Q x R) uma fungio ndio decrescente em z e que ndo muda de sinal

em §2. Suponha que existe yo € 0N tal que
(n— DHoal(yo) < nsug |H (yo, 2)] -
FAS]

Assuma também que cut(yo) N Q = 0 e que as curvaturas radiais ao longo
das geodésicas radiais que interceptam € estao limitadas superiormente por

Ky sendo que:
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(a) Ko <0, ou

(b) Ko >0 e dist(yo, ) < para todo x € €.

™
2V Ky
Entao existe p € €>(Q) tal que o problema de Dirichlet (2.2) nédo tem solugdo.
Demonstrag¢io. Vamos supor primeiramente que H > 0. Assim, existe £ € R
tal que

(n - 1)Hag<y0) < nH(yo, k})

Sejam € > 0 e p € €>°(0Q) tal que ¢ = k em IO\ Bu(yo) e ©(yo) = k + €.
Assim sendo, nenhuma solugdo de Mu = nH(z,u) em 2 pode ter como seus
valores no bordo a fungdo ¢ ja que a mesma nao iria satisfazer a estimativa
(2.4).

Observamos que é suficiente provar o caso em que H > 0. Mesmo assim

completaremos a prova. Assuma que H < 0. Temos

M(—u) = —nH(z,u) = —nH(x, —(—u))

(n — DHoa(yo) < —nH(yo, k) = —nH (z, —(—k))

para k € R ja que H < 0 e 0,H > 0. Note também que a fungdo —H (z, —2)
é nao decrescente na variavel z, logo, satisfaz as hipéteses do lema 2.2. Dessa

forma a fungdo —u satisfaz a estimativa (2.4), donde

—u(yp) < max {—kz, sup —u} +e€
99\ Ba(y0)

:max{—k‘,— inf u}+5
9\ Ba(yo)

= — min {k, inf u} +e€.
9\ Ba(yo)

Aplicamos o raciocinio anterior usando a estimativa

U >min<k, inf wup—e. [
(40) { 02\ Ba(30) }

Destacamos agora algumas consequéncias diretas do teorema 2.4.

Teorema 2.5. Sejam M uma variedade de Cartan-Hadamard e 2 C M um
dominio limitado com 9 de classe €. Seja H € €°(Q x R) uma fungdo ndo
decrescente em z e que nao muda de sinal em €). Suponha que existe yo € OS2

tal que
(n— DHaalyo) < nsu}g |H (v0, 2)] -
zE
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Entdo existe ¢ € €°(Q) tal que o problema (P) ndo tem solugdo.
Demonstragio. Segue diretamente do caso (a) do teorema anterior. |

O teorema 2.5 inclui o resultado de nao existéncia de Miriam Telichevesky
[10, T. 6 p. 246] quando 2 é limitado.

Uma outra consequéncia importante é seguinte resultado:

Teorema 2.6. Sejam M uma variedade compacta, simplesmente conexa e cuja
curvatura seccional K satisfaz iK() < K < Ky onde Ky > 0. Seja QQ C M um
dominio limitado e 9S) de classe €*. Seja H € €°(Q x R) uma fungio que ndo
muda de sinal em ) e nao decrescente em z. Suponha que existe yy € 0N tal
que

(n = 1)Hon(u) < nsup|H (. =)
zZE

e que dist(yo, x) para todo x € Q. Entdo existe p € €°°(Q) tal que o

s
< -
2v Ky

problema de Dirichlet (2.2) ndo tem solugdo.

Demonstracdo. As hipoteses sobre M implicam que o raio de injectividade de

™

M ¢é maior o igual a TR pelo teorema de Klingenberg B.5. |
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Estimativas a priori

Neste capitulo estabelecemos as estimativas a priori que usaremos no

capitulo 4 para provar os resultados de existéncia referentes ao problema de
Dirichlet
) ( Vu
div

2) =nH(z,u) em ,
1+ ||Vul

(3.1)
u = @ em Of).

Nos auxiliaremos do seguinte lema de natureza geométrica.

Lema 3.1. Sejam M uma variedade Riemanniana completa e I' uma hipersu-
perficie merqulhada e orientada de M de classe €*. Suponha que Hr = 0 com
respeito a uma orientagio normal N. Sejam y € T fizado e ,(t) = exp, (tN,).
Assuma que T'y € paralela a T' para todo t € [0,7) e denotemos por H; a curva-
tura média de 'y calculada em relacao a orientacdo normal que coincide com

7, (t) em v, (t). Se que existe uma fungio h € €*(0,7) satisfazendo

[h(0)] < Hr(y) (3.2)
(n = 1) (I (8)] = (h(1))?) < Ricey, (v (8), (1)) ¥ t€[0,7),  (3.3)
e h(0)] < Hl (D) VO <t < (34)

Além disso, Hy cresce ao longo de v,.
Demonstragio. Seja H(t) := H(y,(t)). Temos (veja corolario B.14)

n—1

H(t) > + (1))

De (3.3) segue
(3:9) s H(t) = W (1) — (h(1)* + (H(1). (3.5)

Dali,
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(H(t) = h(2))" = (H(t) + h(t)) (H(t) — h(t)) (3.6)

(H(t) + (1)) = (H(t) — h(2)) (H(t) + h(t)) (3.7)
Sejam v(t) = H(t) — h(t) e g(t) = H(t) + h(t). De (3.6) tem-se

t
Multiplicando a desigualdade por eJo ()ds pesulta

/
€f0 g(s)ds

v(t)

efot g(s)ds -

e, portanto,

v(0).

Como consequéncia de (3.2) segue que v(t) > 0 para todo t € [0, 7), isto é
H(t) = h(t), Vt € ]0,7). (3.8)

Usando (3.7) ao invés de (3.6) vé-se que

g'(t) = v(t)g(t).
De forma analoga obtemos que ¢(t) > 0 para todo ¢ € [0,7), ou seja
H(t) = —h(t), Vt € [0,7). (3.9)
Das expressoes (3.8) e (3.9) obtemos
H(t) = [h(t)] (3.10)

de onde segue (3.4). Substituindo (3.10) em (3.5) resulta que H'(¢) > 0. N

3.1
Estimativa a priori da altura

Teorema 3.2. Sejam Q € M um dominio limitado com O de classe €2 e
0 € €°(09). Seja H € €1(Q x R) satisfazendo 0,H > 0,

2

Rice, = nsup ||V H(z, 2)| — inf (H(z,2))*, VzeQ, (3.11)
2€R n — 1 z€R
e
(n = DHoaly) = n[H(y,¢())], ¥y € I (3.12)

Se u € €%(Q)NE°(N) satisfaz (3.1), entdo

et — 1
sup [u| < sup || + ,
Q o0 7
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onde p > nsup {|H(a:, 2|, (z,2) € Q x [— sup |¢| , sup |<p|]} e 6 = diam(€2).
o) o0

Demonstragio. A prova do teorema segue as ideias de Serrin 7, T. p. 481] no
caso Euclidiano mas usando o lema 3.1. Seja {2y o conjunto dos pontos x € (2
que possuem um tnico ponto em OS2 realizando a distancia d(z) = d(z, 02).

Seja w = ¢ o d + sup ||, onde
09

ehd

o(t) = " (1—e).

Vamos mostrar primeiro que v < w. Suponha, por absurdo, que v = u — w
atinge um maximo m > 0. Como u < w em 0f2, entdo este maximo ¢é atingido
em o € ). Dessa forma u(z) — w(x) < u(xg) — w(xg) = m para cada = € .
Seja yo € 02 um ponto que realiza a distdncia d(zg) = to e 7, a geodésica
normal a d€2 que liga zo a yo. Restringindo u e w a v,, vemos que %(to) =0
pois zo ¢ um maximo de v. Dessa forma, 2%(tg) = %%(ty) = ¢/(to) > 0, donde
Vu(zy) # 0. Consequentemente existe uma vizinhanca V' de z tal que Vu # 0
em V. Logo, I'y = {z € Q;u(z) = u(xg)} NV é uma hipersuperficie de classe
¢*. Portanto, existe uma bola B(zp) tangente a I'g em z, tal que

u > u(xg) em Be(zp) \ {zo}- (3.13)

Note agora que
d(z0,y0) < d(z0,20) + d(xo,y0) = € + d(0).

Sejam [ a geodésica minimizante ligando zy a yg e Z = 0B(29) Ntr(S). Entao

d(2) < d(z,90) = d(z0,y0) — € < d(xg) + € — € = d(xp).
Assim, w(Z) < w(zg) pois ¢ é crescente. Logo,

u(2) —w(zg) < u(z) —w(2) < ulry) — w(xy),
donde u(2) < u(xg). Logo, Z = xy devido a (3.13) e, portanto, 2o = 7, (to +€).
Isto implica que g € g ja que se existir y; # yo satisfazendo d(zg) = d(xg, y1),
entao zp nao estaria sobre a geodésica 7,, () de onde segue-se que
d(z0,y1) < d(20, o) + d(wo, y1) = € + d(x0) = d(20)

o que é um absurdo.
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No entanto, vamos mostrar que isso também é impossivel. Sabemos que

d € €*() (veja lema B.13). Em Qq temos (ver féormula de transformagao
(C.l3)) ¢/ ¢//

——Ad+ ——.
(1 + ¢/2)1/2 + (1 + ¢,2>3/2
Para cada x € (), sejam y € 02 o ponto mais perto de z e 7,(t) a geodésica

Mw = (3.14)

ortogonal a J2 em y interior a (2. Defina h(t) = -5 H (v,(t), ¢(y)). Note que
y estd fixado. De (3.12) decorre

n

[PO)] = —— [H (y,0(y))] < Hoaly) = H(0).

Além disso,
n

W () = ——(VaH(y,(t). o), 7(0).

n—1

Tomando em conta (3.11) tem-se também

(n— 1) (I (8)] = (h(1))*) < Rice,, ) (7(t), 7,(1)):

Podemos aplicar entao o lema 3.1 a fungao h(t) para obter

n[H (1), ()] < (n = DH(7,(1)).

Logo,
Ad(z) < —n|H (z, ¢(y(z)))| V © € Qo

onde y(z) ¢ o ponto em 02 mais perto de z. Substituindo esta dltima estimativa
em (3.14) obtemos

¢I + ¢//
(1_|_¢/2)1/2 (1_|_¢,2)3/2'

Muw < —n |H (z, 0(y(x)))]

Note que

¢"(t) = —peC™ = —p¢!(t) < —n |H(z, p(y(x))) ¢'(¢).

Logo,
Muw < —n|H (@ o(y@)| — | (o, oly(@))] —
’ (1+¢/2)1/2 ’ (1+¢,2)3/2
92+ )

=—nl|H (z,0(y(x)))| (142

Do fato de termos a(2 + a?) > (1 + a?)*/? sempre que a >

(V5 -1).

1
2
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resulta

Muw < —n |H (z,¢(y(z)))] (3.15)
pois ¢ > 1. Desde que 0,H > 0 tem-se

(o, 0) = H (0(0(0) £sup ol ) < £ (£l ).
a0 G
Usando este fato e (3.15) concluimos entao,

+0(+w) =Mw F nH (z, tw)

<=l (o p(u(e)] F it (2 sup
S+ nH (2,0(y(x)) F nH (rr & sup |90|)
<+nH <x, + sup |g0|> FnH (x, + sup |g0|>
00 29
Logo, £9Q(+w) < 0, dai
Q(w +m) = M(w+m) —nH(z,w+m) < Mw—nH(z,w) = Quw < Qu,

u<w+me u(xg) = w(zg) + m. Isso implicaria que u = w + m em €y pelo
principio do maximo, mas u < w + m em 0f). Consequentemente, u < w em

Q.

Usando o raciocinio anterior mostramos que v > —w em ). |

Observagao 3.3. Seja x € )y e denotemos por y(x) o ponto em 02 mais
perto de x, ou seja, x estd sobre a geodésica minimizante 7, (t) = exp, (tN,).

Entao a condigao (3.11) pode ser substituida pela condigao

n?

Rice, = n ||V H (z,(y(2))) — (H(x,0(y()))*, ¥ z € Q.

n—1

Note também que basta que seja o tensor de Ricci na direcao de v, (t).

3.2
Estimativa a priori do gradiente no bordo

Teorema 3.4. Sejam Q € M um dominio limitado com 9 de classe €* e
0 € €%Q). Seja u € €*(N) NEHQ) uma solugio do problema de Dirichlet

(3.1), onde H € €* <Q X [— sup |ul , sup |u]D satisfaz 0,H > 0,
Q Q
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2

inf (H(x,2))*, ¥V x e, (3.16)

Rice, > V.H(z, —
icc nsztel]gﬂ (x, 2)]] —— inf

(n —DHoa(y) = n|H(y, p(y))|, Vy € Q. (3.17)

Entao
(1+||H||1+H<P||2)(1+||<P||1)3(||U||0+H<P||o)7

sup || Vul| < [, +€©
)
onde C' = C(n, Q).

Demonstracao. Usaremos a ideia classica de estabelecer uma barreira superior
e uma inferior em 0. Seja d(z) = dist(x,0f2). Sabemos que existe 7 > 0 tal
que d ¢ de classe € sobre o conjunto de pontos satisfazendo d(z) < 7 (veja

coroldrio B.8). Seja ¢ € €?([0,7]) uma funcio nao negativa satisfazendo

PL. ¢/(t) > 1, P2. ¢"(t) <0, P3. /() < 1.
Seja a < T a ser fixado posteriormente e consideremos o conjunto
Q, ={x e M;d(x) <a}.

Definamos w* = %1y od + ¢. Denotando também por M o operador dado pela

expressao em coordenadas (C.5), temos
+Quw* = + Mw* F nH(z, wH)W?

onde usamos a notacao

W =1+ |[Vwt|? =1+ |£/Vd + Vol

Vamos mostrar primeiramente que £Quw* < 0 em €,. Desde que
0,H > 0 tem-se

FH(w,w*(2)) = FH(z, £9(d(2)) + ¢(x)) < FH(z,9(2)),

logo
£ < EMuwt F nH (e, (@)W < £Mw +n|Hz,p(2) W (3.18)

Vamos estimar agora +Mw*. Primeiramente temos (ver férmula de

transformagao (C.11))

+MwF = Y'W2EAd + "W2 — " (Vd, £¢/'Vd 4 V)*

3.19
' V2d(Ve, V) F V2 o(£¢'Vd + Vi, 20/'Vd + V). (3.19)
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Como " < 0 e (Vd, 2¢'Vd + V)? < ||[#4'Vd + V%, entdo
W'W2 —"(Vd, £'Vd + V) <. (3.20)
Além disso, uma vez que V2 d(z) é uma forma bilinear continua temos

V2d(Ve, V)| < lldll, llell:

Ja que ¢ > 1 segue

d(Vep, Vo) | < 47 |1l I3 - (3.21)
Da mesma forma,
V2 p(+4/Vd + Vi, +0/Vd + Vo) | < [loll, [+ VA + Ve|*. (3.22)

Notando que

I/ Vd + V| = (2 + 20 (£Vd, Vo) + [V l*) < (v +2¢/ [lelly + [lell})
e lembrando que ¢’ > 1, temos

|£¢'Vd + V| < (1+|l¢l,)* ¢ (3.23)

e também -
W2 <141+ [loll)* e <2(1+ [lell)* ¢ (3.24)

Das expressoes (3.22) e (3.23) obtemos
V2 p(+¢/'Vd + Vo, £9/Vd + V)| < loll, (1 + [lel) 92 (3.25)
Substituindo (3.20), (3.21), (3.25) em (3.19) tem-se
+ Muwt < YWEAd + " + e, (3.26)

onde ) )
c = [ld|ly [lelly + llelly (1 + [lelly)” (3.27)

Usando (3.26) em (3.18) temos

+Quw* <YWEAd + " + cp? +n |H(x, o(z))| W3. (3.28)
Para cada y € 92 denotemos novamente 7, (t) = exp, (tNV,), 0 < a.
Aplicando novamente o lema 3.1 a funcdo h(t) = 5 ( (1), ¢(y)), obtem—

se H'(t) > 0, para cada 0 < t < 7. Logo, Hi(v,(t)) = Hoa(y) para cada
0 <t < a. Dai,

Ad(z) < Ad(y) < —n|H(y,o(y))| ¥V = € Q,, (3.29)

onde y = y(x) é o tnico ponto em I mais préximo de x. Substituindo (3.29)
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m (3.28) obtemos

FQuw* <YWE(—n|H(y,oW))]) +¢" + c” + n|H(z,o(z))| W3
=ny'WE(|H (z, o(x))| — [H(y, ()| — |H(z, o(x))])
+ 0" + e +n|H(z, p(x))| W2

donde
+Qu < WE([H (2, ¢(x))] — [H(y, ¢ (y))])

3.30
+n|H(w, o(x))| Wi (We —¢) + 9" + . 330

Definamos agora

Dai,

g'(t) = (Vo H (3, (1), (3, (1)), (1)) + 0-H (3, (1), 0 (3, (1)) Vep (3, (1)), 7, (1) )

e, portanto,

19" O] SNV H (3 (8), ey (DD + 0= H (3 (1), (1 () Ve (7 (D))
<+ lelly) b

onde
hy = sup IVuseH| -

Qx| — 5up\u| 5upu|:|

logo, |g(d(x))| = |g(0)| < lg(d(x)) — g(0)| < (L + [|ll,) ~ad(x). Conclui-se que
|H(, ()| = [H(y, o(y)] < ha(1+ [lo]l)d(x).
Logo,
n'WE(H (z,0(2))| = [H(y, o(y))]) < nha (1+|lolly) d(@)y (d(z)) WE.

Usando a propriedade P3 e (3.24) resulta

n'WE(|H (z, o(x))| = [H(y, (y)]) < 20k (1+ [loll,)" 9. (3.31)

Por outro lado,

Wi <14 || +£¢'Vd+ V| <14+9"+ [V
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e, portanto
Wi —¢/ <1+l (3.32)
De (3.24) e (3.32) tem-se
n|H(z, o(x))| (We = ¢") WE < 20ho (1+ [|o],)" 7, (3.33)
onde
ho = sup |H(x,z)|.

QX | — sup|u|,sup|ul
Q Q

Substituindo (3.31) e (3.33) em (3.30) obtemos
+Quw* < (c+2nl[H|, (1+ [lell,)*) ¢ + ¢,

onde
||H||1 = ho + hy.

Lembrando da expressao de ¢ dada em (3.27) tem-se

c+2n|Hl, (1 + llell)* = lldlly lellT + lelly (1 + llell)* + 20 2] (L + [lell,)’

<2n (|ldll + llelly + 1) (1 + llell)?
<2n (L +[ldlly + llolly + 1H 1) (1 + llell,)’
<2n (1+ |ldlly) (1 + llelly + 1H 1) (1 + [lell,)*

Definimos ;
v=C1+[[H|, + llelly) T+ ell,)”, (3.34)

onde
C=2n(1+|d|,+1/71). (3.35)

Note que C' depende apenas de n e Q, e que C' > 1/7.

Dessa maneira,
+Quw* < vy + 4.

Se escolhermos .
P(t) = » log(1 + kt),

tem-se +Quw* < 0 em ,. De fato,

vt =oq i k) (3:36)
e L2
vile) = _y(l + kt)? (3:37)
Note também que
Wi =1 <l
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logo 1 satisfaz a propriedade P3. Por outro lado, de (3.37) vemos que ¥” < 0
que é a propriedade P2. Isso implica que ¢'(t) > 1'(a), para cada t € [0, a].

Assim sendo, P1 é satisfeita se ¢/(a) = 1, isto é

k

v(1+ ka) =1 (3.38)

Além disso, para termos £w® > du em 09, \ 99 basta que

Y(a) = ||U||o + HSOH()- (3.39)

Com efeito, se (3.39) vale, entao para cada x € 92, \ OS2 temos
Fw*(z) = ¥(a) £ (@) = [lully + lelly = @(z) > [lully > Fu(@).

Note que (3.39) é equivalente a
1+ ka — erUulotiely). (3.40)
Substituindo (3.40) em (3.38) obtemos
k= perllulotlels) (3.41)
Usando (3.40) novamente tem-se

er(ullotllelle) — 1 erlllullo+lello) — 1

k e TulloHlelly)

a =

Note que a < L e que das expressoes (3.34) e (3.35) segue que v > =.
Consequentemente, a < 7 como foi suposto.

Finalmente, se z € 9Q, wt(x) = +1(0) + ¢(z) = u(x). Dessa forma,
+

w” <u < w' em (Q, pelo principio do maximo. Logo,
—pod<u—p<LYodem (),

sendo que em 0f) as trés expressoes sao nulas. Consequentemente, dado y € OS2
e <t<a,

—(t) +1(0) < (u—9)(1(t)) = (u—©)(7%(0)) < ¥(t) —¥(0).
Dividindo por ¢t > 0 e passando ao limite quando ¢ — 0%, temos
—'(0) < (Vu(y) — Ve(y), N) < ¢'(0),

donde,
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Por conseguinte,

[(Vu(y), N)| < (Ve(y), N)| +¢'(0). (3.42)

Como u = ¢ em 0f) segue

Vu(y) = (Vo))" + (Vu(y), N)N,

onde N é o campo normal a d2. Uma vez que vale (3.42) conclui-se

IVu@)|® = |[(Vely H + (Vau(y), N)?
<o) || + (Vo). M) +(0))?
= [(Fe@) [ + (Vo). M) + 2(Teply), M)/ (0) + &/(0)?

<IVe)I” +2 Ve ()l v'(0) +4'(0)*
=(IVe(y)ll +'(0)".

Tomando em conta a expressao ¢' dada em (3.36), a de k em (3.41) e a de v

dada em (3.34) obtemos a estimativa desejada. |

Ressaltamos que a hipdtese (3.16) foi usada para garantirmos que
Ad(z) < Ad(y) para cada = € €,. Por conseguinte, a nossa estimativa tam-
bém é valida em dominios nos quais a curvatura média das hipersuperficies
paralelas ao bordo aumente no sentido de €2 sem a necessidade de (3.16). Uma

condicao suficiente sobre um dominio mean convex para que isso ocorra é

Ricey, ) (7, (1), (1) = —(n = 1) (Hoa(y))*, ¥ y € 9. (3.43)

Para ver isso podemos aplicar o lema 3.1 & fungao constante h(t) = Haqa(y).
Em particular, o teorema 3.4 também ¢é valido se M tem curvatura de Ricci
nao negativa sem a necessidade da hipétese (3.16), e também no caso em que
for negativa e substituirmos a hipétese (3.16) por (3.43).

Por outro lado, considere um dominio mean convex 2 de H". Se \;(t)
representa a i-ésima curvatura principal das paralelas ao bordo de €2 ao longo

da geodésica 7, (t), entdo (veja a expressao (B.11))

Nit) sech’(t) ((Ai(0)) —21)'
(1 — X;(0) tanh t)

(3.44)

Logo, a curvatura média aumenta ao longo de 7, (t) se A;(0) > 1. Tal é o caso
de qualquer bola geodésica By ja que as curvaturas principais sao todas iguais

a coth(R) > 1. Mas se \; < 1, entdo a curvatura média decresce no sentido de
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Q). Para exemplificar vamos considerar a geodésica vertical
L={z€H*Re(z) =0}

Entao o conjunto de pontos que estao a uma distancia p de L sao duas
semirretas L™ e L™ com o mesmo ponto assintético z = 0, e formando um
dngulo nao orientado o € (0,7/2) com L. A curvatura geométrica de LT e
L~ é tanh(p) = sin(a). Tais curvas sao chamadas de curvas equidistantes.

Considere agora o dominio

D = {z € H*arg(z) > 7/2 — a}.
Seja 8 < . Entao o conjunto

{z e H*arg(z) =n/2 -0} C D

¢ equidistante a Lt e sua curvatura é sen(f) < sen(a). Para mais detalhes veja
[13, Prop. 2.5.16 p. 98, Def. 2.5.18 p. 100, Prop. 2.6.20 p. 121]

No entanto, nos dominios limitados de H" nos quais nao podamos
garantir que a curvatura das paralelas aumente no sentido de €2, sempre
podemos escolher 7 suficientemente pequeno de forma tal que para alguma

constante k > 0,
Hon(y) — i) (1) < wd(z).

Isso também segue da expressao (3.44). Assim sendo, obtivemos o seguinte

resultado que nos permite estender o teorema de Spruck em H" x R.

Teorema 3.5. Sejam Q € H" um dominio limitado com O de classe €2 e
0 € €%Q). Seja u € €*(Q) NEHQ) uma solugio do problema de Dirichlet

(3.1), onde H € €¢* (Q X [— sup |u| , sup |u]D satisfaz O, H > 0, e
Q Q

(n—DHoa(y) = n|H(y,¢(y))], Vy € .

Entao

3
Sg}? IVl < o, + CO+IHI+el,) (14l ) (”U“o*HSﬁ”o)’

onde C' = C(n, Q).

Demonstragio. A estimativa segue os passos da prova do teorema 3.4 com a

diferenca de que precisamos substituir (3.29) por

Ad(z) < Ad(y) + (n — Drd(x) < —n [H(y, ¢(y))| + nrd(z).
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Neste caso se escolhe C' = 2n (1 + k + ||d||, + 1/7) em lugar da que foi dada
na expressao (3.35). |

3.3
Estimativa a priori global do gradiente

Teorema 3.6. Scja Q € M um dominio limitado com O de classe €>.
Seja u € €3(Q) N EHQ) uma solucio da equacio Mu = nH(x,u)W?3, onde

He<! <Q X [— sup |u| , sup |u|]) satisfaz 0,H > 0. Entdo
Q Q

sup [Vu(a)]| < (ﬁ+ sup ||Vu||) exp (2 sup Jul (1 + 8n (1], + R>>) |
Q oN Q

onde R > 0 ¢€ tal que Ricc > —R em ).

A técnica que iremos usar para demonstrar o teorema tem sua origem no
trabalho de Caffarelli-Nirenberg-Spruck [14, p. 51] no contexto Euclidiano.
Outros trabalhos fora do ambiente Euclidiano também tem utilizado essa
técnica (veja [15, Lema 5.2 p. 62] e [16, Lema 3.1 p. 4]).

Au(z

Demonstracio. Defina w(z) = ||[Vu(z)| e**®, A > 1. Suponha que w atinge

um méximo em o € €. Se xy € 02, entdo

w(x) < w(zo) = [[Vulzo)|| e,
Assim 2A supl|u|
sup [|[Vu(z)|| < sup ||[Vulle < . (3.45)
Q o9
Suponhamos agora que zp € €). Suponhamos que Vu(zy) # 0 e definamos
coordenadas normais em z, de modo que ;2-| = Vulzo) . Tegsa forma,
Oz1 ]y, V(o)
(o) = <88 xO,Vu(x0)> — [V u(0)|| 601, (3.46)

Denotemos por ¢ a métrica nestas coordenadas. Sabemos que

O'ij(.’lfo) = O'ij = 5@']' (347)
8kUij (xo) == 8,47”' (xo) =0 (348)
Il (o) = 0. (3.49)

io

5. » onde
K3

Lembremos também que Vu(z) = > u

7

u' =Y o"9;u. (3.50)
j=1
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Dai

IVu(z)||* = > 0 0;udju. (3.51)
ij=1
Notemos agora que a fungao w(z) = lnw(z) = Au(z) + In||Vu(z)||

também atinge um maximo em xy. Desta forma, para cada 0 < k < n, valem

as relagoes Oxw(xo) = 0 e Jgp () < 0. Temos

O (IVul®) ()
2||Vu(x)||”

O (z) = Adgu(z) +

Ok (||VU||2> (x)

Ot (x) = Adu(z) + 505 (170 ) ()25 (IVul) () +

2| V()|
Como
O (IVl ™) = o (IVall?) " = = (I9ul®) 8, (IVu?).
entao
) (@ (IVull) @) 0w (IVul?) (2)
8kkwx —Aakk X)) — 1 2 -
®) Y e T T ]
Logo, 9
O [ |Vu T
gy 27V o
) (0 (IVul?) (20))" B (I1V2lf?) ()
A@kku To) — 1 3 NS .
o) Nl 2V S B
Lembrando de (3.51) temos
o (IVull?) = fj ((0x0™) Brudsu + 20" 9udu) (3.54)
De (3.46), (3.47) e (3.48) decorre
01 (V) (30) =2 3 b0l [Fu(ao)| ),
donde
O (I1Vll?) (20) = 2| Vu(zo) | duwulo). (3.55)

Substituindo (3.46) e (3.55) em (3.52) verifica-se

2|[Vu(zo)|| Oreulzo)

A||Vu(zo)l 0x1 + =0,
PR 2| Vu(zo)|?
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logo, )
Opu(zo) = —A||Vu(zo)||” dk1- (3.56)

Substituindo também (3.56) em (3.55) obtemos
Ok (|]Vu\|2) (z0) = —2A || Vu(zo)||® o1 (3.57)

Por outro lado, partindo da expressao (3.54) segue

O (IVu]]?) (z) = i_ ((Ok0™) Oudju + (9x0™ ) O (Brud;u)
;( (0k0™7) Osudju + 0V Opriudyu + 07 Oiudiju) ) .
De (3.46), (3.47) e (3.48) segue
i (IVul?) (x0) = [V ulao)||* (Bse™ ) + 2| V(o) | Fprr

+2 zn:(akiu(xo))Q.

=1

(3.58)

Derivando duas vezes com respeito a zj a equacdo o o 0~ ! = Id e avaliando

em zy vemos que O0 (o) = —Owo(z0). Além disso,

-0 0 /0 9 \N_9 9 0 0
k011 Oz, 8xk~<6w1’ 8a:1> - 28@ <va Oz1? 8Jf1>

Lembrando de (3.49) temos entao

8kk0'11(l’0) = —8kk011(x0) = —2<V8 VL Bixl’ 88901> (359)
oxy,

oxy,

Substituindo (3.59) em (3.58) conclui-se
. (IVul”) (@) = 2( = |Vu(zo) <V£ - >
Tl T

+ IVl (o) + 3 (Gussao))?

i=1

(3.60)

Usando as expressoes (3.57) e (3.60) em (3.53) verifica-se

Opriu(x
Ada(an) — 24° [Fulao) [y + 250 - <Vaa s £>
Tl T

n

> (Oriu(o))”

+= <.
V(o)
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Decorre de (3.56) que, para k =1,

— A2 ||Vu(x0)||2 — 2A? ||Vu(xo)||2 + Do) <Va Vi £;£>
[Vu(zo)]l Bo1  Ba b o7
n 2
S (A IVat)l?)’ o
=1

+= <0,
V(o))

logo,

8111U(l'0) 2A2 HVU($0>H + ”VU(.CE())H <V v o 81;1’ 8?0 > (361)

811 811

Se k > 1, entao

Z akz
i=1

ak:klu(xo) <
Ad(ag) 1 20@) 7 g o o <——<o,
ko) g T\ Y i Y i e o V(e

a$k 8zk
logo
8kk1u(x0) Aakku(x()) ||VU(CIIO)H + ||VU 1:0 H <V V o 8961’ D1 > (362)

8xk oz,

Na sequéncia vamos a avaliar em xy a equacao em coordenadas (C.5),

e zn: (WQUij - uiuj) Viu=nH(x,u)W>. (3.63)
ij=1
Lembramos que
V?ju(x) = V2u(z) (aii, TJ) = Z Fk Ok, (3.64)
Au(z) = tr (X — Vx Vu) = ZJ”V2 (3.65)

De (3.50), (3.64) e (3.65) temos

0) = iaﬁu(l‘o)- (3.68)
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Substituindo estas expressoes em (3.63) e usando (3.56), vemos que a equagao
da curvatura média em xy toma a forma
n

nHoWg =W§Au(xo) — Z ([IVu(zo)|l 0i1) (IVulzo)l 651) Oiju

2,J=1

=WgAu(zo) — [[Vulzo)|* drru(o)

=W5 > du(wo) + Oriu(zo)

1>1

=3 >~ (o) — Al|Vu(o)|?,

i>1

onde Hy = H(xq,u(xg)) e Wy = \/1 + ||Vu(x0)||2‘. Logo,

AV

Z @,u(xo) = ’I’LH()W() + 2
Wi

i>1

(3.69)

Finalmente vamos derivar (3.63) com respeito a ;. Tem-se

O (W2) Au+W?(01Au) —2 Y o’ (aluj> Viu— > w0, (Viu)
ij=1 ij=1 (3.70)
= n(0yH + 0. HOyu)W* + nHO, (W?) .

Vamos calcular as derivadas envolvidas nesta equacgao e avaliar em zy. Desde

que vale (3.57) deduz-se

Or (W?) (w0) = 1 (V) (20) = 24 | Vu(wo) ", (3.71)

81 (Ws) (.7}0) = 2W081 <W2) (xo) = —3AWO ||VUJ($0)H3 . (372)

Além disso, usando (3.50), temos
(91ui =0 ZUijajU = Z ((810”) aju + O'ijalj'lt) .

Jj=1 j=1
Usando (3.56) resulta

Por outro lado, de (3.64) deduz-se

O (Viu)(z) =05u(r) — <Va Vu,V o 86> - <Vu(x), VoV 38>

o1 ox; o1 ox;
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Logo,

81(iju)(a:0) = (91iju(aco) — <v v 0 (99: ( )> (374)

8:51 ox;

Finalmente, decorre de (3.65),

Au(z) => ((810ij) V?ju(m) + 00, (iju(x))) .

ij

De (3.74) segue

On( i(amu o) <V Y )>> (3.75)

i=1 8:}01 Oz,

Substituindo (3.66), (3.67), (3.71), (3.72), (3.73), (3.74) e (3.75) em (3.70)

se obtém

ndy H (x0)WE + nd. H (zo) || Vulzo) | WE — 3nAH W, || V(o))

= — 24 || Vu(xo)||* Au(zo) +W§i <amu<xo) — <Vd V o 2. Vu(z )>>

i=1 1 Ox;

+ 24| V(o) || Drau(o)
—||Vu<xo>||2(amu<xo>—<v Vo2 <xo>>)

611 Ozr1

= — 2A || Vau(zo)||* (Au(zo) — dnyulx))
+ WGy (amu(%) - <va 2 8:1: Vu(z )>>

+ W i<><;111U($0) — [IVu(zg xl<va;l Va?cl dz1’ dry >>

~ || Vu(xo) (amu<xo> - <Vam Voo g Vule >>>
— — 24| Vu(zo)|? ; iiu(zo)

+W02; <8mu(a:0) - <V8ml Vv o o Vu(z >>>

+du(eo) — | Vu(ao)| <V8 V. L)

1 ox1
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Usando (3.61), (3.62), (3.69) e que

. 9 9\ _ o 90\ o 0
Ricc, (83:1’ Ml) =) <R (3%7 Bxl) 21 am,->,

i>1

obtemos

ndyH (x0)WE 4 nd, H(xo) || Vu(zo)|| We — 3nAH W, || Vu(zo) ||

< — 24| Vu(zo)|? > diiu(xo)

i>1
+WEY (—A@iiu(aro) V(o) || + | Vu(zo)]| <Vaa Vai =, f>
i>1 L Ti
IVl (V0 Vo )
Oz ox;

247 [Vulao)|* + [Vulao) | <Va Vo 2.2

Ox1 Ox1 >

[ Vu(eo)] <Va Vo 22

ox o1

= _ 924 ||Vu(x0)H3 > (o)

i>1
— A Vul(@o)[| W5 Y disulo) + 24 [[Vu(zo)|*
i>1
+ | Vuwo) | W5 Y- (<Va Vo o a> - <Va Vo . a>)
i>1 ox; ox1 ox1 ox;
= (24| Vu(ao)|* = A Vu(zo) | W) D diiu(o)
i>1
+ 2A% || V(o) |* + || Vulzo) || WS (R (2, 52-) 2, 52
0 0 0 Ox;’ Ox1 ) Ox;’ Ox1
i>1
A || Vulzo)|]?
<= AITu(an)] (1-+3 [9utan) ) (i + 2 5l
0
+ 247 | Vu(wo)||* = [ Vulwo) | W5 Rices, (52, 52)
A2 | Vu(z)|?
= — A|[Vu(wo) | nHoWo (143 || Vu(wo)|*) — w (143 Vu(zo) )
0

+24% | Vu(wo)||* = [ Vu(wo) | WE Rices, (52, 52 ) -
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Desde que 0,H > 0 obtemos
<AnHyWo [|Vu(zo)|| (3 [|Vu(zo)||* — 1 = 3| Vu(zo)||*)

A2 ||V i
+ AV op2 1 3 9u0)|2) — [9tw0) | W2 Rices, (2, 22)

e Ber? Bor
A2 [|[Vu(zo)|?
= — AnHoW, ||Vu(zo)| + ”W§°>” (1= V(o) |?)
0
— || V(o) | W Ricea, (52, 22 ) -
Sejam
ho = sup |H|

Qx [— sup|ul|,sup|u|
Q Q
hi = sup (|IV.H| + 0,H).

QX | — sup|ul,sup|u]
Q Q

e R > 0 tal que — Ricc < R em ). Entao

A || V(o)

wr (IVul@o)|* = 1) < AnhgWo [ Vo) + [ Vulzo)| W§ R + nha W,
0

Dividindo por W§ segue

A2 (| V(o) | 2 1V u(zo) | IVu(zo))|
s (IVu@o)l = 1) < Anho™=027 + s + =R,
< Anhg +nhy + R, (*)
< An (ho +hi + R) (*%)

onde em (x) usamos o fato de W& > Wy > [|[Vu(zo)||, e em (xx) que A,n > 1.
Denotando por H; = hg + h; e dividindo por A? obtemos

V(o)

s (IVu@)l* 1) < (4 R).

Podemos supor que ||Vu(zg)|| > 1. Como

3/2 3/2
We = (14 Vulzo)|*)" < (211Vu(zo)I*)™" < 2v2 | Vu(mo)|* < 4| Vulzo)|®,
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resulta 5
Ivul® _ 1
W 4

Logo,

L[ Vu(zo)|? =1 [|[Vu(zo)|® |[Vulzo)|?—1 _n
: "o
PR T ST we <z (Hi+ R,

isto é,
[Vu(zo)|? =1 4n
< —(H1+ R),
VP +1 -~ 4 A

Escolhendo A > 8n (H; + R) temos

[Vu(zo)|* —1 1

<5
V()" +1 2

donde
| Vu(zo)|| < V3.
Consequentemente,
w(l’) < w(l‘O) = ||VU(ZEO)|| eAu(xo) < ﬁeAu(xO)
e, portanto,

2A sup|u|
Q .

sup || Vu(z)| < V3e
Q
Juntando (3.45) e (3.76) obtemos

2A sup|u| 2A sup|u|
sup ||[Vu(zx)|| <V3e = +sup ||[Vulle < |
Q a0

Escolhendo
A=1+4+8n(|H||,+R).

obtemos a estimativa desejada.

48

(3.76)
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4
Resultados de Existéncia

Usando a teoria do grau de Leray-Schauder a solubilidade de um certo

problema de Dirichlet

(P)

Mu=nH(z,u) em €,
u=p em Of).

depende fortemente de estimativas a priori na classe €1 para a familia de

problemas relacionados

(Fr)

Mu=7mnH(z,u) em €,
u=rT1p em Of).

independente de 7. As estimativas que foram estabelecidas no capitulo 3 sao

essenciais para os resultados de existéncia apresentados neste capitulo.

Teorema 4.1. Sejam Q C M um dominio limitado de classe €** e ¢ €
¢**(Q) para algum o € (0,1). Seja H € €2 (2 x R) satisfazendo 0. H > 0 e
2
Rice, = nsup ||V, H(z, 2)| — inf (H(z,2))*, ¥V x e Q. (4.1)
z€R n — 1 2cR
Se
(n —DHoaly) = n|H(y, 7e(y))|, VT €[0,1], VyedQ,  (42)

entdo o problema (P) possui uma tinica solu¢do u € €>*(Q).

Demonstra¢io. Vamos mostrar primeiramente que para cada 7 € [0, 1] e cada
solugao u do problema (P;), temos uma estimativa a priori na classe €*(Q)
para u independente de u e de 7. O teorema 3.2 nos da uma estimativa a
priori da altura. Com efeito, notemos primeiramente que se v é uma solugao

do problema (P;), entdo em 0f) tem-se

u < sup |To| < sup|p| = w.
) o9
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Além disso, uma vez que (3.15) vale segue
Mu < = n (e po)) < ~nr e ol)| < 07 o 5uplel )
)

Lembramos que y(z) € 0f) é o ponto mais perto de z. Assim sendo,

+9, (fw) =Muw F nTH(z, £w)

<xtntH (x,isupko\) FnrH (m,isupgp) )
09 89

Logo, £9,(+w) < 0. Procedendo-se de maneira analoga & prova do teorema
3.2 deduz-se que w e —w sdo uma barreira superior e inferior respectivamente
para o problema (P;).

Por outro lado, do teorema 3.4 segue que Vu é uniformemente limitado
em 9. Além disso, como qualquer solugao u deste problema pertence a ¢3(<2)
(ver secao C.2), entdo Vu é uniformemente limitado em € pelo teorema 3.6 por
uma constante que nao depende de u nem de 7. Pela regularidade da equacao
da curvatura média, o teorema de Ladyzhenskaya e Ural'tseva (teorema A.3)

garante a existéncia de g € (0,1) tal que
||U||<glﬂ(§) <G, (4.3)

onde C é independente de u e de 7. O resto da prova segue a ideia da prova
do teorema A.4. Assim, obtivemos uma solugao do problema (P). A unicidade

segue do principio do méximo (teorema A.2). |

Observagao 4.2. Fixando 7 € (0, 1) e aplicando o mesmo raciocinio as fungoes

TH e T, obtemos solugdo do problema (P;) para cada T € [0, 1].

Observagao 4.3. Se H = H(x), a estimativa interior devido a Spruck [§]

permite que as solugoes existam para cada ¢ € €°(99).

Na literatura temos o seguinte resultado de existéncia devido a Dajczer-
Hinojosa-Lira [17] para graficos de Killing, e que nds adaptamos ao nosso

contexto:

Teorema de Djaczer-Hinojosa-Lira ([17, T. 1 p. 232]). Seja Q € M um

dominio com 0N de classe €% para algum o € (0,1). Suponha que
Riccy > —(n — 1) inf Hie- (4.4)

Seja H € €°(Q2) e p € €**(09). Se
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nsup |H| < (n — 1) inf Haq, (4.5)
Q o0

entdo existe uma unica fungio u € €>*(Q) tomando os valores ¢ em 0N e

cujo grafico vertical em M x R tem curvatura média H.

Neste caso a hipétese (4.1) sobre a fungao H foi substituida pela condi¢ao
geométrica (4.4). Essa condigdo garante a estimativa do gradiente no bordo
como explicamos na segdo 3.2. Entretanto note que a condi¢ao (1.10) foi
substituida pela condigdo (4.5), muito mais forte. Portanto, o teorema 4.1 nao
estd incluido no teorema de Djaczer-Hinojosa-Lira quando H depende apenas
de x.

Por outro lado, Bérard-Sa Earp [18] demonstraram que para cada H €
(O, ”T_l} existe uma hipersuperficie simplesmente conexa e completa Sy em
H" x R que sao graficos verticais inteiros sobre H" de curvatura média cons-

tante H. Tais hipersuperficie sdo dadas por féormulas explicitas. O resultado

especifico que usaremos é uma parte do teorema 2.1 deste trabalho.

Teorema de Bérard-Sa Earp ([18, T. 2.1 p. 22]). Eziste um grdfico
vertical inteiro e simplesmente conexo Sn—1 acima do slice t = 0, tangente

ao mesmo em O e com curvatura média constante H = ”T’l A funcao altura

cresce exponencialmente.

Com ajuda do teorema de Bérard-Sa Earp podemos estabelecer o seguinte

resultado de existéncia.

Teorema 4.4. Seja Q C H" um dominio limitado com 092 de classe €*
e o € €>%Q) para algum o € (0,1). Seja H € €4*(Q x R) satisfazendo
0.H >0 esup|H| < ”T_l Se

QxR

(n—DHoaly) = n|H (y,7e(y))|, ¥V 7 €[0,1], Vy €,

entdo o problema de Dirichlet (P) possui uma tinica solu¢do u € €**(Q).

Demonstracio. Chamaremos também de S»-1 uma traslacao vertical no sen-
tido z < 0 do paraboloide dado no teorer;a de Bérard-Sa Earp contendo
Gr(¢lon) na sua componente mean convezr. Suponha por contradigdo que o
grafico S, de uma solugdo do problema (P;) ultrapassa Sa-1. Trasladamos
Sn-1 verticalmente ainda no sentido de z < 0 até que néon exista nenhum
po;llto de contato entre eles. Trasladando de volta teremos um primeiro ponto
de contato interior aos dois graficos. Isto é uma contradicao pelo principio do
maximo ja que

n—1

sup |[TH| < sup |H| <
QxR QxR
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Portanto qualquer traslacao vertical no sentido z < 0 de Sx-1 que contenha
Gr(p|an) constitui uma barreira inferior para as solugoes de (nPT).
Analogamente, fazendo uma reflexdo do paraboloide dado pelo teorema,
temos uma barreira superior para u. Isso fornece estimativa a priori de altura
para a familia de solugoes dos problemas (P;) independente de 7.
Além disso, do teorema 3.5 segue uma estimativa a priori do gradiente

em 0f). O resto da prova segue como no teorema 4.1. [ |

Observamos que o teorema 4.4 estende o teorema de Spruck em H" x R
devido a que nosso teorema permite considerar a igualdade na condi¢ao de

Serrin (veja também observacao 4.3). Isso decorre do teorema 3.5.
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A
Resultados classicos sobre equacoes diferenciais parciais elip-
ticas de segunda ordem

Teorema A.1 (Regularidade interior de Schauder — [12, T. 6.17 p.
109]). Seja  C R™ um dominio e suponha que u € €*() satisfaz Lu = f,
onde £ é um operador linear estritamente eliptico. Assuma que os coeficientes
de £ e [ estio em €%(Q). Entdo u € €*2%(Q). Se f e os coeficientes de £
estio em €>°(2), entdo u € €>(1).

Teorema A.2 (Principio da comparagiao — [12, T. 10.1 p. 263, T.
10.2 p. 264]). Seja Q € R™ um dominio limitado e u, v € €*(Q) N €°(Q)

satisfazendo

Qu > Qv em Q,

u<v em OS2,
onde Q € um operador quasilinear eliptico de sequnda ordem definido por
Qu(z) == a;(z,u, Vu)Diju(x) + b(z, u, Vu).
]
Suponha que as sequintes propriedades sao satisfeitas:
(1) Q € localmente estritamente eliptico com respeito a u ou v.

(71) a;; ndo dependem de z.
(7ii) b é nao crescente em z.

() a;; € localmente limitado em Q x R", e a;; e b sdo continuamente

diferencidveis com respeito a p em 2 x R x R"™.

Entao u < v em . Se Qu > Qu em Q entao u < v em 2. Se

{Qu:ﬂv em €,

uU=uv em OS2,

entdo u=1v em §).
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Teorema A.3 (Ladyzhenskaya-Ural’tseva — [12, T. 13.7 p. 331]). Seja
Q C R™ um dominio com 0N de classe € e Q um operador eliptico em Q tal
que a;j € CHQAXRXR") eb € QxR xR"). Sejau € Q) satisfazendo

{ Qu=0 em 9,
u=@ em 0.
onde p € €*(Q). Entdo
[Uilao < C Vi=1,...,n,
onde C = C(n,||ull, o, |¢llog, - Q) ea=an,lul,g,.... Q) >0.

Teorema A.4 ([12, T. 11.4 p. 281]). Seja Q@ C R"™ um dominio com 02 de
classe €%, a € (0,1). Sejam ¢ € €*>%(Q) e Q um operador eliptico em ) tal

que a;j,b € €*(Q xR x R"). Assuma que para qualquer solugio u do problema

Qu = Z @ij(x: u, vu)aiju + 70(z,u, Vu) =0 em €,
ij
u =T1p em 0,
temos

[ullgre < M

para algum [ € (0,1) e M > 0 independente de u e 7. Seque que o problema

de Dirichlet
{ Qu =0em Q,

u =@ em 0f,

possui solugio em €>*(Q).
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B
Resultados classicos de Geometria Diferencial

B.1
Funcao distancia a um ponto

Defini¢ao B.1 (Fungao distdncia a um ponto). Seja M"™ uma variedade
Riemanniana. Definimos a fung¢do distancia a um ponto fixado yo € M como
sendo a funcao
p: M — R
x > dist(z,yo).

v

Proposicao B.1. Seja M uma variedade Riemanniana completa de curvatura

seccional constante ¢, yo € M e p(x) = dist(z, yo). Entdo

peCHM\ (cut(yo) \ {vo}) -

Proposicao B.2. Seja M uma variedade Riemanniana completa, yo € M e
p(x) = dist(z,yo). Seja v :[0,b] = M \ cut(yo) uma geodésica parametrizada
pelo comprimento de arco saindo de yo. Entao Vp(y(t)) = +/'(t) para todo
t € [0,b]. Como consequéncia Vp(x) é normal ds esferas geodésicas. Além
disso, se B é uma bola geodésica e eq,...,e,_1 sao as diregoes principais de

OB em x € OB e \; as respectivas direcoes principais, entdo
Xi(x) = V2 p(x) (e, ;)

para cada x € B.

Teorema de comparacao para o Hessiano e o Laplaciano

Teorema B.3 (Teorema de comparacdo do Hessiano e Laplaciano —
[30, T. A p. 19]). Sejam M, e My variedades Riemannianas completas tal
que dim(M;) < dim(Msy). Para i = 1,2, seja v; : [0,b] — M; uma geodésica
parametrizada pelo comprimento de arco tal que p; = 7;(0) e v([0,b]) nao
possui pontos conjugados a p;. Seja p; a fungdo distancia a p; em M;. Suponha
que a curvatura radial Ky ao longo de v5(t) é maior o igual que a curvatura

radial K1 ao longo de v1(t). Entdo, para cada t € [0,b], temos

V2 pa(72(8)) (X2, X2) < VZ pr(n () (X1, X1)
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para todo X; € T, M, satisfazendo || X:1| = || Xaf e (X1,7)) = (X2,7).
Consequentemente,

Apa(12(t)) < Api(i(t)).

Demonstracao. Notemos primeiramente que basta mostrar para vetores uni-
tarios ortogonais a «'. Fixemos ¢y € [0, b]. Para cada i = 1,2, seja z; = v;(to)
e X; € T,,M; tal que (X;,7i(ty)) = 0 e ||X;]| = 1. Como nao existem pontos
conjugados a p; em 7;([0,0]), existe um campo de Jacobi J; ao longo de ~; tal
que J;(0) = 0 e J;(to) = X;. Note que (J;,7;) = 0 ao longo de ; e [J;,7]] =0

ao longo de ;. Assim,

= [ S, o)
= [ (@), ) + 1)) de
= [ (IO = (R, )0, J(0)) de.
Logo,
° V2 i) (Xe, X) = Iy (i, ). (B.1)
Seja {Ej{,..., E._;, } uma base ortonormal de T,-7;(to) tal que E} = X;,

e seja E; (t) o transporte paralelo de E; ao longo de 7;. Definamos funcgoes
h;(t), t € [0,b] por

j=1
Note que h (O) 0 para cada 1 < j < n—1 e h;j(tp) = 61;. Definamos
n—1
Z hij( - Entdo J;(0) = Y h;j(0)EZ(0) = 0 = J5(0) e também
=1
J5(to) = Z h;(to)E = E?(ty) = Xy = Jo(t). Pelo lema do indice temos

(s J2) < T3 95) = [ (101 = (RO, 250050, 5 (0)) de.
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Agora, por hipéteses Ko(J5,74) = Ki(J1,71). Além disso, como

n—1
1511% = > y(8)° = | 1lI”
7=1

entao
* 2 * 12 2 *
15 Avll™ = 15117 1all™ = (J5, ) = [IJ1 Al

Consequentemente,

(R(J5 (), 75(6))75(8), 3 (8)) = 1I5 A Il Ka(J5,75) = (R(JL(0), 7 ()1 (1), L (2)).

Também

17511* = Z W) = |l 51°

Logo,
]t0<<];, ‘];) < Ito(Jh Jl)

e, portanto,

Iy (Ja, Jo) < 1y (J1, Jh).

De (B.1) temos

V2 pa(@2)(Xo, Xa) < V2 pu(21)(X1, X1). (B.2)
Consequentemente, se {X{,..., X! | ~/} é uma base ortonormal de T, M;,
entao

Ap;(x;) Z V2 pi(z) (X;, X;) + V2 pi(x:) (Vpi(ws), Vpily)) .
j=1
Como o segundo termo ¢é nulo e vale (B.2), temos Aps(x2) < Apy(z1). |

Proposicao B.4 (Hessiano da fungao distancia a um ponto em formas
espaciais). Seja M uma variedade Riemanniana completa de curvatura sec-
cional constante c. Sejam yo € M e p(x) = dist(x, yo). Sejam x € M \ cut(yo),

v uma geodésica radial minimizante ligando x a yy e g solugcdo de

g"(t) +cg(t) = 0,
0 (B.3)

Entao, para cada X € T, M satisfazendo (X,~') =0 e | X| =1, temos
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1
m se c=10,
V2 p(x)(X, X) = ¢'(p(x)) = Vot (vep(x)) see>0,  (Bd)

v/—c coth (ﬁp(x)) se ¢ < 0.

Como consequéncia,

Ap(z) = (n—1)g'(p(x)). (B.5)
Demonstrag¢io. Denotemos por tg = p(x) e seja X € T, M tal que (X,~'(ty)) =
0 e ||X]|| = 1. Como x nao é conjugado a g, entao existe um campo de Jacobi
J ao longo de v tal que J(0) = 0, J(ty) = X. Seja agora X(t) o transporte
paralelo de X = X (ty) ao longo de 7. Seja

e, portanto,

J'(t) 4+ cJ(t) = (¢"(t) + cg(t)) X (t) = 0.

Além disso, J(0) = g(0)X(0) = 0 e J(to) = g(te)X(to) = X(to). Logo
J(t) = g(t) X (t) pela unicidade dos campos de Jacobi.
Por outro lado, da mesma forma que fizemos na prova do teorema

anterior, temos

to

V2 o) (X, X) = [ (I @I = (RO, 0.7/, (1)) de,
Substituindo a expressao de J, se obtém

V2 p(a) (X, X) = [ (907 — g0PROX(0), (6,40, X(0)) de. ()

Se M tem curvatura seccional constante ¢, entdao R(X,v',v') = cX, logo

V2 p(a)(X.X) = [ (g/(1) = eg(t)?) . (B.7)

to

Logo, como g satisfaz (B.3) temos

gt —cg(t)” = g'(t)* + g(t)(—cg(t)) = g'(t)° + g(t)g"(t) = (9(t)g' (1))’
e, portanto

V2 p()(X, X) = /Oto (9(t)g' (1)) dt = g(to)g'(to) — g(0)g'(0) = ¢'(to). (B.8)
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Assim, se {X1,...,X,,_1} é uma base ortonormal de S;, em x, entao

n—1
Ap(x) =V p(x) (X5, Xi) + V7 p(2) (Vp(), Vo(z)) .
i=1
Como o segundo termo ¢ zero e vale (B.8), obtemos

Ap(x) = (n —1)g'(to) o

Lema B.5 (Klingenberg — [20, Prop. 3.1 p. 305]). Seja M uma variedade
Riemanniana compacta, simplesmente conexa e de dimensdio n > 3. Assuma
que a curvatura seccional de M satisfaz iKo < K < Ky para uma constante

™

Ky positiva. Entao o raio de injetividade de M satisfaz i(M) > T

Teorema B.6 ([19, Teo. 6.5.6 p. 151], [43, Teo. p. 107]). Seja M uma
variedade Riemanniana completa e (t) uma geodésica parametrizada pelo
comprimento de arco. Se as curvaturas radiais ao longo de vy sao limitadas

superiormente por uma constante Ky, entao v(0) ndo possui pontos conjugados

ao longo de v em [0, ﬁ) Se Ky < 0 interpretamos \/% = 00.

B.2
Funcao distancia a uma hipersuperficie mergulhada

Os conceitos e resultados apresentados nesta se¢ao foram tomados de [21],
dissertacdo de mestrado do ex-aluno do departamento de Matematica Marcos

M. Alexandrino. Eventualmente damos outras referéncias.

Definicao B.2 (Hipersuperficies paralelas — [21, Def. 1.5 p. 15]). Sejam
M™ uma variedade Riemanniana, e L e K duas hipersuperficies merguhadas
em M. Assuma que existe um campo normal unitario N a K. Se diz que L é

paralela a K se existe ty > 0 tal que a funcao

@t’

0

K — L

i (B.9)
Yy +—— exp (yatONy) = eXpy(tONy)7

v

Proposicao B.7 ([21, Obs. 1.2 p. 16], [39, p. 119]). Seja K uma
hipersuperficie mergulhada de uma variedade Riemanniana M™. Entdo para

cada y € K, existe uma vizinhanga V de y e 7 > 0 tal que &(V N K) €
paralela a 'V para todo t < 7.

Corolario B.8. Seja Q) um dominio limitado de classe €* em uma variedade
Riemanniana M™ com 0Q de classe €*. Entio existe 7 > 0 tal que a

hipersuperficie ®,(0) € paralela a O para todo t € [0, 7).
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Lema B.9 (Curvaturas principais das paralelas em formas espaciais
— [21, §1.5.1 p. 16]). Sejam M"™(c) uma variedade completa de curvatura
seccional constante ¢, K uma hipersuperficie merqulhada em M ey € K fixado.
Suponha que K; é paralela a K para todo t € [0,0]. Para cada 1 <i<n—1

sejam X\;(t) ai—ésima curvatura principal de K, em x = ,(t) e g; satisfazendo
gi (t) + cgi(t) = 0,
g:(0)= 1, (B.10)

9:(0) = —Xi(0).
Entao :(0)

1—X(0)t
gi(t) tant + A;(0)
—tanht + \;(0)
1 — X;(0) tanh ¢
Defini¢ao B.3 (Funcao distancia a uma hipersuperficie mergulhada).

sec=20,

Ai(t) = sec=1, (B.11)

sec=—1.

Seja M™ uma variedade Riemanniana. Definimos a func¢do distancia a uma

hipersuperficie mergulhada K em M como sendo a funcao

d: M — R
r +— dist(x, K),

onde

dist(z, K) = 1é1[f( dist(z,y). v
v

Proposicao B.10 ([43, p. 139]). Seja K uma hipersuperficie mergulhada de
uma variedade Riemanniana M™. Entao para qualquer curva v parametrizada
pelo comprimento de arco conectando y € K a x € M tem-se que {(y) =
d(x) = d(z, K) somente se v = 7, (tN,) = exp,(tN,) onde N, é o normal a K

em y.

Proposicao B.11 ([21, Prop. 1.5 p. 16]). Seja K wuma hipersuperficie
mergulhada de uma variedade Riemanniana M"™. Suponha que K; = ®.(K)
¢ paralela a K para todo t € [0,7). Entao Vd(x) é normal a K; em x para

cada v € K;. Além disso, se denotamos por H; a curvatura média de K;, entao

Ad(x) = —(n — 1)H,(x), (B.12)
para cada x € Ky, para cada t € [0,7).
Lema B.12 ([12, Lema 14.16 p. 355]). Seja K wuma hipersuperficie

mergulhada e orientada de uma variedade Riemanniana M™. Entdo existe

>0 tal que d € €*({xw € M;0 < d(z) <T7}).
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Lema B.13 ([8, Prop. 4.1 p. 794]|, [41], ). Sejam M"™ uma variedade
Riemanniana ¢ Q C M um dominio limitado cuja fronteira é de classe €>.
Seja

Qo ={z € O3y € 00 d(z) = d(z,y)}.

Entdo d € €*(Q).

Corolario B.14 (Expressao infinitesimal da férmula da segunda va-
riagdo — [40, Teo. 2.7 p. 3]). Seja K uma hipersuperficie mergulhada de
uma variedade Riemanniana M™. Suponha que K; € paralela a K para todo

€ 10,7). Seja y € K firado. Denote por \i(t), 1 <i < n—1, as curvaturas

principais de K; ao longo de ~y,(t) e por H(t) a sua curvatura média. Entdo

n—1
(n — DYH'(t) = Rice, ) (7, (1), 7, () + D M) (B.13)
i=1
Como consequéncia,
Ri "), (t
H/(t) 2 ICC’Y(t)(’yy( )7ryy( )) +H(t>2 (B14)

n—1
Demonstragio. Fixe tg e sejam e; = e;(tg), 1 < i < n—1, as diregdes principais
de Ky, em x = v,(to). Seja e;(t) o transporte paralelo de e; ao longo de v,. Da

proposicao B.11 tem-se
—(n— YH(1) = Ad(3,(1). (B.15)

Derivando esta equagao com respeito a t e avaliando em ¢ = t; se obtém

~(n— 1M (t0) = & div V(3 (1)

_ jtdiv W), _ (%)
_ jt (Ve @0} + (Vogomo)] )
B (jt::j <vei(tw;(t)’ e,-(t)> t=to (%)

tomando em conta que em () e (x*) foi usado que 7, (t) e Vd(y,(t)) sdo o

normal unitario a M; em 7v,(f) e em (* x %) se usou o fato de que v, é uma
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geodésica. Usando agora as propriedades da métrica segue

. jtz (4. Vewet))|

== 5 (Tt Veswet) + (5001 Vo Ve |,

- Z (50, V o Ve,

=5 (Vs Vet = Ve Vool = Ve8],
} _11 (Visomos@mo)|_

onde usamos o fato de que e; ¢ paralelo ao longo de v, para cada 1 <¢ < n—1.

Além disso,

logo

Avaliando em ty temos

— (n—1)H'(to)

n—1

__ Z (R (v (to), eilto) ) eilto), vy (to) ) + Z < (t0), V xttorent toyyy(to)>
— nz K (7, (to), €;(to)) + nz:j )\i(to)<ei(t0),Vei(to)%;(to)>
= — Ricey o (7){t0), 7}{10)) — 3 Nilto)”

Como ty é qualquer temos (B.13). A desigualdade (B.14) é consequéncia direta

da desigualdade entre as médias quadratica e aritmética. [
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C
A equacao da curvatura média para graficos verticais em
M x R

Seja S uma hipersuperficie de uma variedade Riemanniana M. Sabemos
que num sistema de coordenadas a curvatura média de S pode ser calculada

segundo a expressao _—
ij=1
onde g é a métrica induzida em S e b;; = I1(X;, X;) sado os coeficientes da
segunda forma fundamental.
Suponhamos agora que S é o gréfico vertical sobre um dominio 2 C M

de uma funcio u € €*(Q). Isto ¢,
S ={(z,u(x));x € Q}.

Denotemos por o;; a métrica de M e por z a coordenada para R. Vamos munir

M x R com a métrica produto dg = ds? 4+ dz?. A base tangente para estas

coordenadas é {8%1, e %, %}. Dessa forma, para cada 1 < 7,5 < n, tem-se
gij = Oijs giz :gzj =0e gzz = 1.
Definindo

F: Q — MxR
r — (x,u(x)),

temos S = F(f). Logo, os vetores coordenados estdo dados por X; =
dF, (8%1_) = 8%1_ + Giu%. Portanto, os coeficientes da métrica g induzida em S
estao dados por

Gij = 045 + 3iuaju.
E facil observar que v

g7 =" — TR (C.2)

Além disso, o campo normal a S é
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onde
W =4/1+ HVu(a:)H2 .

Por outro lado, os coeficientes da segunda forma fundamental neste caso

estao dados por

—_ 1 —_
by = 110X, X5) = (N Vi Xp) = (=Yt 2, Vix;)
M xR

M xR

\v/ _ ) 9
Desde que VXZ.XJ' = Vai 30, T Dijuz-, segue-se
;i

1 1
bz‘j <V8 %, —VU> + 7aiju
M

B W ox; w

——(2(.v 2V oV Lo

=~y \amlae V), = (o Vi Vu) ) o

1 1
portanto 1,
Substituindo (C.2) e (C.3) em (C.1), vemos que u satisfaz a equagao
1 & . il
Mu = W ”zzzl (0” _ 1;/;2 ) V?ju =nH(z,u). (C.4)

Se denotamos por A a matriz do operador M, entdao A = % g~ *. Portanto
os autovalores de A sdo positivos. Alem disso, os autovalores dependem de x
e do gradiente de u, logo M é localmente uniformemente eliptico. Além disso,
se () for limitado e u € €*(Q)), entdo M é uniformemente eliptico.

Ao longo do texto usamos também a seguinte equacao equivalente

Mu = Z (WQO.ij o uiuj) V?JU’ — nH(;{;’ u)W3 (C5>

i,j=1

C.1
Férmulas de Transformacao para a equacao da curvatura média

Primeiramente note que o operador M em (C.5) pode ser escrito como

Mu = W?2Au(z) — V2 u(Vu, Vu). (C.6)
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De fato,

n n
Mu =W? Z a”V?ju — Z u’uJV?ju

ij=1 ij=1

=W?3Au — ZuZZuJ< P Vu, B, >

i=1 j=1 ox;

=W?2Au — <VW Vu, Vu>.

Sejam 2 € M um dominio limitado e ¢ € €?(Q2). Sejam I um intervalo
de R e ¢ € €*(I). Definamos

w=1opo+y,

onde g é uma funcao distancia (veja segoes B.2 e B.1). Entao, ;w = ¢'0;0+0;p
e w' =o' + ¢ e, portanto Vw = ¢'Vo + V. Dal,

Viw = <V Vu, 2 >

(9331

<V o (V'Vo+Ve), & >

ox;

= <¢"8QVQ+1P V 9 Vo+V o Vg, 2 Bz, >

ox; dzz

— 00090 5) +0/(V 2 o )+ {V o Vo)
J Dz, J

ox;

Logo,

Viw = 4"0;00;0 + Ve + Vi (C.7)
=0"(Vo. s (Vo o) + 0/ Vie (5 %) + V2w (5% ) - (C8)

Assim, por un lado, usando (C.7), temos
= Z o (2)Viw
—Za” ( "0;00;0 + V'V? Q+Vmg0>

_¢" Z 0" (2)di00j0 + ' Y- 0V (@) Ve + 30 (2) Vi,
,]

7]

Como p é uma funcao distancia, entao

ZU” )di0djo = |Vo|® =
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Logo,
Aw(z) =" + ' Ao+ Agp. (C.9)

Por outro lado, de (C.8) obtemos
V2w(X,Y) =¢"(Vo, X)(Vo,Y) + ' V?o(X,Y) + V?o(X,Y),
para quaisquer X e Y. Portanto,

V2w (Vw, Vw) =" (Vo, Vw)® + ' V2 o(Vw, Vw) + V2 o(Vw, V)
=¢"(Vo,4'Vo+ V) + ' V2 o4/ Vo + Vo, ' Vo + V)
+ V2 o(¥'Vo+ Ve, 'Vo+ Vo)
=¢"(Vo,¢'Vo + Vi)’
+ ' (V2 V2 o(Vo, Vo) + 20/ V2 o(Vo, Vi) + V2 o(Vip, Vo) )
+ V2 p(¢'Vo+ Vo, 9/'Vo+ Vo).

Também,
1
V20(Vo, X) = V? (X, Vo) = (Vx Vo, Vo) = SX (IVel?) =o.

Consequentemente,

V2 w(Vuw, Vw) = ¢"(Vo,¥'Vo + V) + ' V2 o(Ve, Vo)
+V2p(y'Vo+ Vo, ¥'Vo+ Vo).

Substituindo (C.9) e (C.10) em (C.6) obtemos

(C.10)

Muw =W ()" + /Ao + Ap) = (¢"(Vo, ¥/ Vo+ V)’ + 1/ V o( Vg, Vi)
+ V2 (Vo + Ve, ¥'Vo + Vi),

onde W = W(Vw) = \/1 + [[¢'Vo + VngQw. Por conseguinte,

Muw =p'W2Ag + 'W? — " (V o,/ Vo + V)°

, (C.11)
— ' V2 0(Vp, V) =V o(¢/'Vo+ Ve, ¥'Vo+ V).

Além disso, se o for constante, entdo W? =1+ e (Vop, ¢,VQ>2 ="
Logo,

Muw = (1 + ) Ao+ 1. (C.12)
Andlogamente, se M estd dado pela expressao (C.4), segue
/ 1
Muw = 4 v (C.13)

Tr oot gy
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C.2
Regularidade das solucoes da equacao da curvatura média
Consideremos a equagao (C.4). Seja @ C M um dominio e assuma
que H € V(2 x R) para algum a € (0,1). Seja u € €*() satisfazendo
Mu =nH (z,u) em Q. Em coordenadas locais temos
1 iy ou ul ukul ;

ij

Se denotamos por '
u

1 Iy bu?
a;j(z, Vu) = W (‘7) - W2> )

I
bi(x, Vu) — - — ap
T W2 ki

vemos que u satisfaz a equacao

u—ZaU &ju%—Zb“ Vou = f*(z),

onde ajy(z) = ay(x, Vu(z)), b (r) = bi(z,u(z)) e f*(x) = nH(z,u(r)). Note
que os coeficientes de £* e f* pertencem a €(2), segue que u € €**(Q) pelo
teorema de regularidade interior de Schauder (vide teorema A.1). Como H €

€1(2), podemos repetir o mesmo argumento para obtermos u € €>(Q).
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