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Resumo

Olivares Rodriguez, Carlos Enrique; Anteneodo de Porto, Celia
Beatriz. Efeitos do alcance das interac6es no transporte de
calor. Rio de Janeiro, 2017. 90p. Tese de Doutorado — Departa-
mento de Fisica, Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

Em contraste com os sistemas em equilibrio termodindmico para os quais
existem teorias bem desenvolvidas, para os fenéomenos de nao equilibrio, os
resultados analiticos sdo limitados. Assim, é importante complementar a abor-
dagem tedrica com o uso de simula¢des computacionais. Com efeito, a inte-
gragao numérica das equagoes de movimento de modelos microscopicos simples,
permite elucidar propriedades relevantes de fendmenos de ndo equilibrio, a ex-
emplo do transporte de calor, que é o objeto de estudo desta tese. A conducao
de calor é usualmente descrita pela de lei de Fourier, entretanto esta lei falha
em alguns sistemas unidimensionais, o que nao ¢ ainda bem compreendido.
Por outro lado, uma das caracteristicas de um sistema que pode influenciar
fortemente as suas propriedades dinamicas e termodinamicas ¢ o alcance das
interagoes. Com efeito, quando o alcance é suficientemente longo, os tempos
de relaxacao podem crescer com o tamanho do sistema, podem surgir estados
quase estacionarios, ocorrer inequivaléncia de ensembles estatisticos e o calor
especifico pode ser negativo. Nesse cenario, estudamos o transporte de calor
em diferentes sistemas unidimensionais variando o alcance das interacoes para
analisar seus efeitos sobre o sistema. Primeiramente, consideramos um sistema
unidimensional constituido de particulas que interagem mediante potenciais
harmoénicos da mesma intensidade, sem importar a distancia entre particulas
(campo médio). A este sistema sao acoplados dois banhos térmicos a difer-
entes temperaturas. Como resultado, obtemos que a condutividade térmica,
k, diminui inversamente proporcional ao tamanho do sistema N, diferente-
mente do caso de curto alcance (primeiros vizinhos) conhecido na literatura
por crescer proporcionalmente a N. Isto mostra que mesmo na auséncia de nao
linearidade, o alcance das interagoes muda o comportamento do transporte e
portanto poderia existir uma faixa de alcance intermediario que cumpra a
lei de Fourier em uma dimensao. Para Hamiltonianos que conservam o mo-
mento, no caso de curto alcance, tipicamente a condutividade x cresce com o
tamanho do sistema como uma lei de poténcia com expoente 7 que depende
do potencial de interacao, que no caso harmonico v = 1. Como consequéncia,
a condutividade diverge no limite termodinamico. Entretanto, para o modelo

de rotores (modelo XY), a condutividade ¢ finita (v = 0) independentemente
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do tamanho do sistema. Portanto, vale a lei de Fourier. Assim, nesta tese, estu-
damos o transporte térmico usando uma generalizacao do modelo de rotores,
na versao conhecida na literatura como modelo a-XY. Neste sistema todas
as particulas estao acopladas com uma intensidade que decai algebricamente
com a distancia r entre pares de particulas, com expoente «, que regula o
alcance das interagoes, varrendo desde primeiros vizinhos até campo médio.
Mediante simulagoes numéricas, observamos o transporte de calor e perfil tér-
mico quando é aplicada uma diferenca de temperaturas, com média 7', entre
pontos extremos da cadeia. Os resultados sao sintetizados em um diagrama
de fases no plano a-T'; onde sdo mostrados os diferentes regimes possiveis: (i)
validade da lei de Fourier, (ii) condutividade crescente ou (iii) decrescente com
o tamanho do sistema N. Em particular, neste tltimo caso, observado para
alcance suficientemente longo, o sistema se comporta como um isolante. Fi-
nalmente, estudamos a relaxacao ao equilibrio depois de aplicar perturbagoes
cinéticas tanto localizadas como nao localizadas. Comparamos os resultados
para os sistemas de rotores, osciladores lineares e nao lineares. Com a finali-
dade de relacionar as leis de escala de tamanho finito do tempo de relaxagao 7
e a condutividade térmica . Encontramos que para sistemas de curto alcance,

vale que 7k ~ N2, independentemente da difusao de calor ser normal ou nao.

Palavras-chave
Fisica estatistica; = Nao equilibrio;  Transporte térmico;  Termaliza-

¢ao; Interagoes de longo alcance;
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Abstract

Olivares Rodriguez, Carlos Enrique; Anteneodo de Porto, Celia
Beatriz (Advisor). Effects of the range of the interactions on
heat transport. Rio de Janeiro, 2017. 90p. Tese de Doutorado —
Departamento de Fisica, Pontificia Universidade Catdlica do Rio
de Janeiro.

In contrast to systems in thermodynamic equilibrium, for which well-
developed theories exist, for non-equilibrium phenomena, analytical results are
limited. Thus, it is important to complement the theoretical approach with the
use of computer simulations. In fact, the numerical integration of the equations
of motion of simple microscopic models may allow the elucidation of relevant
properties of non-equilibrium phenomena, such as heat transfer, which is the
object of this thesis. The heat conduction is usually described by the Fourier
law, however this law fails in some one-dimensional systems, which is not yet
well understood. On the other hand, one of the characteristics of a system
that can strongly influence its dynamic and thermodynamic properties is the
range of interactions. Indeed, when the range is sufficiently long, relaxation
times increase with the systems size, quasi-stationary states develop, occurring
inequivalence of statistical ensembles, and negative specific heat. Within this
scenario, in this thesis we study heat conduction in different one-dimensional
systems varying the range of the interactions, to analyze its effects on the
system. Firstly, we consider a one-dimensional system consisting of particles
that interact through harmonic potentials of the same intensity, regardless
of the distance between particles (mean field). To this system two thermal
baths at different temperatures are coupled. We obtain that the thermal
conductivity decreases inversely proportional to the size of the system N,
unlike the case of short range (first neighbors) known in the literature to grow
proportionally to N. This shows that even in the absence of nonlinearity, the
range of the interactions changes the behavior of transport and therefore there
could be an interval of intermediate ranges that fulfills the Fourier law in one
dimension. For momentum-conserving Hamiltonians, in the case of short range
interactions, typically the conductivity x increases with the system size as a
power law with v exponent that depends on the interaction potential, which in
the harmonic case is v = 1. As a consequence, the conductivity diverges at the
thermodynamic limit. However, for the rotor model (XY), the conductivity
is finite (7 = 0) regardless of system size. In this thesis, we study thermal
transport in a generalization of the chain of rotors, in the version known in the

literature as the a-XY model. In this system, all particles are coupled with an
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intensity that decays algebraically with the distance r among pairs of particles,
with a exponent, which rules the range of interactions, scanning from first
neighbors to mean-field. By means of numerical simulations, we observe heat
transport and the thermal profile when a temperature difference, with mean
T, is applied between chain endpoints. The results are summarized in a phase
diagram in the a-T plane, where the different possible regimes are shown: (i)
Fourier law is valid, (ii) increasing or (iii) decreasing conductivity with system
size N. Particularly, the latter case, observed for a sufficiently long range,
corresponds to insulator behavior. Finally, we study relaxation to equilibrium
after applying both localized and non-localized kinetic perturbations. We
compare the results for rotor systems, linear and non-linear oscillators. In
order to relate the finite-size scale laws of the relaxation time 7 to the thermal
conductivity k. We find that for short-range systems the product 7k scales as

N2, regardless of the heat diffusion be normal or not.

Keywords
Statistical physics; Non-equilibrium; Thermal transport; Thermal-

ization; Long-range interactions;
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1
Introducao

1.1
Motivacao

O universo é um grande sistema fora de equilibrio termodindmico. No en-
tanto, dependendo das escalas de tempo e energia envolvidas podemos aprox-
imar o estado de alguns subsistemas ao de equilibrio termodinadmico. Nesse
sentido, desenvolveram-se teorias fenomenoldgicas para descrever as transfor-
magoes entre tipos de energias ordenadas (trabalho) e desordenadas (calor). Es-
tas relac¢oes tiveram um papel fundamental no desenvolvimento das maquinas
térmicas e posteriormente no estabelecimento das leis da termodindmica [1].
Porém, estas leis macroscépicas resultam do comportamento microscopico do
sistema.

Esta relagao entre o mundo microscopico e o macrocroscopico iniciou-
se com os trabalhos de Maxwell com a distribuicdo das velocidades dos
gases ideais. Posteriormente, com os trabalhos de Boltzmann para a deducao
de uma equacao da evolucao temporal da distribuicao das velocidades e
para a formulacao do teorema H. Com isso, se abriu o caminho de uma
descricao de nao equilibrio, usando um enfoque probabilistico das propriedades
microscépicas [2]. Mais adiante, Gibbs formulou a hipétese ergédica, baseado
na nocao de ensembles, uma cole¢ao de cépias do sistema, contemplando todos
os diferentes estados microsopicos possiveis, mas todos com o mesmo estado
macroscopico. Esta hipotese considera que a evolugao temporal de um sistema
visita todos os estados no ensemble.

Estas consideragoes levaram a um grande e bem sucedido desenvolvi-
mento da fisica estatistica de equilibrio, como uma teoria microscopica para
entender fendmenos termodinamicos. Porém, quase todos os fendmenos reais,
fisicos e nao fisicos encontram-se fora do equilibrio termodindmico. Um dos
fendmenos mais interessantes de nao equilibrio é a matéria viva, que é composta
de pequenas maquinas inseridas em sistemas complexos responsaveis por nos
manter longe do equilibrio termodindmico. Assim é interessante manter “uma
postura de fisico ingénuo” para tentar entender o funcionamento destes organ-

ismos com o uso das ferramentas que a fisica estatistica pode nos fornecer [3].
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Como os processos fora do equilibrio sao variados e geralmente complexos, e
apesar de todos os esforcos para investigar estes fendmenos, ainda temos um
longo caminho a percorrer.

Nesta tese, pretendemos estudar os modelos mais simples possivel para
tratar o problema de transporte de calor unidimensional, que apesar de ser um
assunto aparentemente simples, é um dos problemas ainda em aberto na fisica

estatistica [4].

1.2
Transporte térmico

Existem trés formas diferentes de transportar energia; via conducgao, con-
vecgao e radiacao. Para estudar a conducao de calor, em situacao estaciondria,
uma configuracao simples consiste em colocar um sistema em contato com dois
reservatorios términos a diferentes temperaturas, gerando um fluxo de energia
através do sistema, do lado quente para o frio.

Produz-se entdo um fenémeno de transporte de energia devido a essa
forca termodinamica. No inicio do século XIX, Joseph Fourier, procurando ex-
plicar o gradiente de temperatura existente na terra (do centro a superficie) [5],

enunciou a seguinte lei fenomenolégica para o fluxo local de energia

-

J(x,t) = —kVT(x,1), (1-1)

onde k é a condutividade térmica e T'(x,t) a temperatura local na posi¢ao x e
no instante t. Agora, se consideramos u(x,t) como a densidade local de energia

e usando a equacao de continuidade

aug;’t) LV J(x,1) =0, (1-2)

temos uma equagao de difusao para a temperatura

aTé}t{’t) = iV - [kVT(x,1)], (1-3)
onde ¢ = du/OT é o calor especifico por unidade de volume. Ou seja, a lei de
Fourier implica um transporte de energia difusivo normal.

Desde a época em que foi enunciada a lei de Fourier, se procura uma
explicagao para esta lei fenomenolégica, partindo-se de primeiros principios [6],
como foi no caso das propriedades termodindmicas do gas ideal [7, 8]. Em

geral, o estudo da fisica de nao equilibrio tem como objetivo desenvolver
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teorias das quais possa-se derivar, por exemplo, a Eq. (1-1) a partir de célculos
estatisticos [9)].

Nesse sentido ¢ importante usar modelos simplificados para poder ana-
lisar e capturar a fisica por tras do transporte térmico. Assim o estudo de sis-
temas unidimensionais (ou bidimensionais) foi o primeiro passo na tentativa de
compreender os fendmenos observados na natureza. Entretanto, nos primeiros
modelos estudados, que serao revisados a seguir, foram observados comporta-
mentos anomalos, que interessantemente também sao observados nos sistemas
unidimensionais reais. Portanto, o interesse em sistemas unidimensionais nao
é somente académico como também fundamental para o entendimento de re-
sultados experimentais. Por exemplo, é observada uma dependéncia da condu-
tividade térmica com o tamanho do sistema para nanotubos de carbono [10]
ou cadeias moleculares [11, 12]. Estas andlises e experimentos podem levar
ao desenvolvimento de tecnologias baseadas no transporte de fonons, em con-
trapartida (ou conjunc¢ao) do transporte de elétrons [13, 14], por exemplo, o
caso do diodo térmico [15, 16] no qual o alcance das interagoes tem um efeito
positivo no incremento da retificagao deste [17, 18].

Para o caso de cristais, eletricamente isolantes, o transporte de calor é
devido as vibragoes na rede. Portanto, os primeiros estudos probabilisticos do
transporte térmico foram realizados considerando o cristal como um gas de
fonons. Usando a equacao de Boltzmann-Peierls, se mostra que é necesséria a
inclusdo de nao linearidades (para que haja interagao entre os fonons) para ter
um transporte normal (difusivo) de energia [19, 20].

Para estudar a conducao de calor em sistemas unidimensionais pre-
cisamos de algumas defini¢oes padrao.

Por simplicidade, consideremos um sistema unidimensional, com inter-

agoes entre primeiros vizinhos, dado por um Hamiltoniano cléssico, da forma

=1 L2

onde p; e x; sdo o momento e a posigao da particula i, U(x;) é um potencial
que nao conserva o momento total, V' é o potencial de interacoes entre as
particulas, e N o nimero total de particulas.

Para cada particula na cadeia, usaremos a definicdo cinética de temper-

atura, dada por [9]
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Neste caso s6 temos interagdes entre os primeiros vizinhos. A energia

para uma posi¢ao x pode ser definida como
h(z,t) = hpd(z — 2y), (1-6)

onde
2

1
hy = 2pmnn +U(zn) + 2 V(@ni1 — ) + V(2 — 2na)] (1-7)

Definindo o fluxo de energia microscépica j(x,t) como

e usando a equacgao de continuidade

dh(z,t) N Jj(x,t)

dt or (1-9)

obtemos [9)]

1 : . ,
Jn = §(flfn+1 = ) (Ent1 + L) F(Tnar — ) + D, (1-10)

onde F' é a derivada do potencial V. Cabe notar que em fluidos unidimensionais
(assim como em s6lidos), em que nao existe movimento macroscépico, os fluxos

de energia e de calor sao equivalentes. O fluxo total sobre o sistema é

J=>3"j./N. (1-11)

A condutividade k deveria ser uma caracteristica do material, indepen-

dente do tamanho do sistema. Entretanto, da lei de Fourier (1-1) temos que

J(L) L
AT

K =

(1-12)

onde, em principio, poderia surgir uma dependéncia com o tamanho L, a
menos que o fluxo seja inversamente proporcional ao comprimento do sistema
(ou N). Entretanto, estudos analiticos e computacionais da condugao de calor
em diferentes sistemas unidimensionais mostram um comportamento anémalo

para a condutividade k, que depende do tamanho do sistema da forma
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Kk~ L7, (1-13)

com v # 0, onde o valor de v depende do modelo ou teoria. Serd que o com-
portamento andmalo pode ser descrito por uma lei de escala universal? E qual
é a dependéncia deste expoente com a natureza das interagdes microscépicas?
E isto que faz deste um problema polémico, e de cardcter fundamental na

compreensao da fisica de nao equilibrio [20].

1.3
Modelos na literatura

Para estudar a transporte de calor estacionario de um ponto de vista
microscopico, precisamos de dois componentes fundamentais: um meio respon-
savel pelo transporte de energia (que vamos descrever por um hamiltoniano
do tipo (1-4)) e as fontes de energia (reservatérios) que geram o gradiente
de temperatura. Estes reservatorios idealmente devem consistir de um grande
nimero de graus de liberdade para que as mudancas de energia neles sejam
despreziveis. Porém, o tratamento analitico é dificil e as simula¢bes numéri-
cas muito custosas. Mas estes problemas podem ser evadidos usando alguns
modelos de reservatérios térmicos como: (i) banhos baseados em demonios tipo
Maxwell, (ii) banhos estocésticos baseados em equagoes do tipo Langevin, ou
(iii) banhos deterministicos tipo Nosé-Hoover.

(i) Os reservatodrios tipo Maxwell tém um efeito instantneo e atuam
somente quando uma particula atinge uma das paredes em contato com o
reservatorio. Ou seja, neste sistema as particulas continuam governadas pelo
Hamiltoniano do sistema. Mas quando uma particula colide com uma parede do
reservatorio, esta particula sai no seguinte passo de tempo com uma velocidade
dada pela distribuicao de Maxwell-Boltzmann, correspondente a dimensionali-
dade do sistema. Por exemplo, no caso unidimensional, a probabilidade de uma

particula sair apds a colisao [21] com velocidade v, é dada pela distribuigao

m mu?
d1(vy) = ]@—T|Ux]9(vx)exp [_ZkBT] , (1-14)

onde T é a temperatura do reservatério e 6 é a funcao de Heaviside e kg a
constante de Boltzmann.

(ii) Os banhos baseados na equagio de Langevin [22, 23, 24, 25, 26, 27|
sao banhos que atuam constantemente sobre as particulas em contato com os
reservatérios. O acoplamento é feito mediante forgas estocéasticas nas equagoes

de movimento de forma que para um sistema unidimensional, com dois
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reservatorios, um do lado direito e outro de lado esquerdo, temos que

p1=f1— e +nc(t),
p =i, paral=2,3,..,N — 1, (1_]‘5>

Py = v —vrpNn + nr(1),

onde f; = —0H/0xy, g sao os ruidos gerados por uma distribuicao gaussiana

e os 7, sao os coeficientes de dissipacao que satisfazem

(n(®)ne(t)) = 2kpTryLd(t — 1),
(Mr(t)nr(t) = 2kpTryRA(t — 1), (1-16)
(nc(t)nr(t') =0,

onde 7, sao as temperaturas dos respectivos reservatorios. Estas sao as
relacoes de flutuacao-dissipacao .

(iii) Os banhos térmicos tipo Nosé-Hoover [29, 30] sdo banhos determinis-
ticos e com uma dinamica de tempo reversivel, que também sao acoplados as
particulas dos extremos.

Para os diferentes banhos térmicos, sao observadas descontinuidades no
perfil de temperatura: entre cada reservatério e a particula mais proxima a
este [31]. A diferenca de temperaturas entre os reservatérios, AT = T — T}, =

T, —T , pode ser expressa como
L
AT =0T, +0T_+ [ daVT, (1-17)
0

sendo

5Ti = EZiVTi, (1—18)

onde € é um parametro adimensional que mede a eficiéncia do acoplamento
da parede do termostato ao sistema e [+ é o caminho livre médio. Aoki e
Kuznezov [31] calcularam os valores de € para os trés tipos de reservatorios,
obtendo ep = 0.8 (Maxwell), exy = 2.0 (Nosé-Hoover), e eg = 40.0 (Langevin).

Nesta tese, usamos principalmente banhos térmicos estocasticos tipo
Langevin. Porém, os resultados dos modelos resumidos a seguir usam algum dos
tipos de banhos mostrados acima. E importante ressaltar que as propriedades

espectrais dos banhos tém uma influéncia importante no transporte de calor

'A generalizacdo da equacdo de Langevin permite construir diferentes tipos de banhos
térmicos sempre que cumpram suas correspondentes relagoes de flutuagao-dissipacao [28].
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[32, 33] e podem levar a resultados bem interessantes como ¢é o caso da inversao

do fluxo na presenga de banhos atérmicos [34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42].
O transporte térmico também pode ser estudado usando teoria da

resposta linear, com a qual podem ser calculados os coeficientes de transporte

via as relacoes de Green-Kubo,

lim [ dr lim (J(7)J(0)) (1-19)

kgT? t—oo Jo V—oo

RGgk =

a partir das correlagoes temporais do fluxo no equilibrio, ou seja, podem-se
obter relacoes de nao equilibrio usando um sistema no equilibrio. Porém, por
se tratar de uma expansao perturbativa, ela é valida somente quando sao
aplicados pequenos gradientes de temperatura. Estas relagoes estao baseadas
na hipétese do equilibrio local o que representa uma suposicao forte [28].

Na literatura da condugao de calor, ao longo dos anos, tem sido definidos
muitos modelos microscopicos, com diferentes caracteristicas e com diferentes
resultados. Por isso, nesta se¢ao pretendemos resumir alguns deles.

Baseados no Hamiltoniano (1-4), podemos, em particular, reescrevé-lo

COINo:
N 2 4
- Aoaqi A4
= Z lle 5 T4 | T
it ) , \ (1-20)
koy(q — QZ 1) n ks (g — qi-1) N kag(q — q—1)
=1 3 4 ’

onde p; ¢ momento conjugado da coordenada ¢, valores nao nulos de Ay, Ay
confinam a dindmica das particulas a flutuar ao redor de sua posi¢ao de equi-
librio e os k,; representam as intensidades das interacoes entre as particulas
vizinhas.

No caso dos osciladores harmonicos, em que Vi = 1,..., N, ky; =
ko ks = ks = 0,ksy = k4 = 0, se Mgy = 0, A\y; = 0, com condicoes de contorno
livres, se recupera o modelo de Nakazawa [43]. Entretanto, se Ag1 # 0, Ay = 0,
com bordas fixas, temos o modelo de Rieder et. al. [44]. Nestes casos, o
comportamento do fluxo é independente do tamanho do sistema e portanto
a condutividade diverge como k ~ N (v = 1) [45, 46, 47, 42]. Essa lei esta
associada ao transporte balistico, devido a falta de acoplamento entre os modos
normais (fénons).

O modelo de Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou (FPUT), Aoy = 0,M\y; = 0,
Vi € 1.N, kyy = ko, ks; = ks, kay = ks, ¢ composto por um conjunto de

osciladores, com anharmonicidade, acoplados com os primeiros vizinhos. Se
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k4 = 0, o modelo é conhecido como FPU-o? e se k3 = 0 como FPU-3. Este
modelo foi proposto para estudar como os sistemas anharmonicos chegam ao
equilibrio [48, 49, 50]. Surpreendentemente, apesar do sistema ser nao linear, ele
nao atinge a equiparticao de energia esperada. O entendimento destes sistemas
levou ao surgimento de novas areas e conceitos na fisica [51], como a descoberta
dos solitons. Mas apesar do problema de termalizagao no caso isolado, o FPUT
¢ melhor comportado quando acoplado a reservatorios térmicos [20].

Os primeiros estudos de conducao de calor considerando o FPU-{,
realizados por Lepri et. al. [52, 53], mostraram que a condutividade diverge
com o tamanho, seguindo a forma N7, com v ~ 0.45, para N < 400 [52]
e 7 ~ 0.38 [53], para N > 2048 em sistemas com AT = 128 ¢ T; = 80.
Mostraram também que o perfil de temperatura é nao linear e independente da
temperatura média do sistema, ja que se obtém o mesmo perfil para AT = 4
e AT = 128, portanto o comportamento nao linear é atribuido por eles as
condic¢oes de contorno.

Resultados posteriores de Lepri et al. mostraram que para FPU-j3 vale
v &~ 0.37 e para FPU-a é v < 044 [9]. Isto mostra duas classes de
universalidade para o FPUT que dependem do potencial de interacao, de
acordo com a teoria de modos acoplados (MCT, de “Mode-coupling theory”,
em inglés) [9], que prediz v = 1/3 para k3 # 0, e v = 1/2 para k3 = 0, k4 # 0.
Por outro lado, Narayan e Ramaswamy, usando grupo de renormalizacao
para equagoes de transporte com flutuagoes térmicas, estabeleceram uma
tnica classe de universalidade 7 = 1/3 para sistemas unidimensionais com
conservagao de momento. As simulagoes de Mai et. al. [54] para FPU-S3, com
condigbes de contorno fixas, confirmam ~ = 1/3.

Nesse mesmo trabalho, realizaram simulagoes de massas alternadas para
estudar a temperatura local no sistema. Como resultado dessas simulacoes,
encontraram oscilagoes no perfil de temperatura. Essas oscilagoes sao invari-
antes frente a mudancas no AT e aumentam em amplitude com o tamanho
do sistema N. As oscilagoes aparecem independentemente do modelo do reser-
vatério (Langevin ou Nosé-Hoover). Em contraste, também acharam que o
modelo FPU-/ de massas iguais gera uma temperatura local bem comportada
e gaussiana, o que levanta a questao sobre quais sdo as condigdes necessarias
e suficientes para ter temperatura local.

Para o caso do modelo ¢*, Aoy = 0,y # 1, VIl € 1..N, koy = ko #
0,ks; = ks = 0,ksy = ks = 0, a lei de Fourier é satisfeita [55]. Para

resumir estes resultados, pode-se observar na Fig. 1.1 o comportamento do

2Este o é somente uma notacio do modelo e ndo estd relacionado com o alcance da
interagdo que sera usado nas préximas segoes desta tese.
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perfil de temperatura e da condutividade (J versus N, a AT fixo). Estes
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Figura 1.1: Figura extraida de [55] . (a) Perfil de temperatura e (b) condutivi-
dade k ~ J x N para os modelos Harmonico, FPUT (FPU-3), e ¢* descritos
no texto.

resultados levaram a conclusao de que o potencial externo é importante para a
condugao normal de calor [55]. Paralelamente a estes trabalhos numéricos, foi
publicado um resultado analitico de Prosen e Campbell onde mostraram que
a conservacao do momento implica condutividade anémala [56].

Porém, como veremos mais adiante, um sistema de rotores [57, 58]
(modelo XY de primeiros vizinhos), que é um modelo que conserva o momento
angular, tem condutividade finita a altas temperaturas, independente de N
[59, 60, 61, 62, 63, 64]. Este modelo tem um potencial de interacao entre as
particulas sendo V(z) = 1—cos(z) e U(z) = 0 no Hamiltoniano da Eq. (1-4). A
atual conjectura sobre o motivo pelo qual este modelo tem condutividade finita
é a natureza limitada e peridédica do potencial de interagao, provocando assim
uma nao conservagao do stretch r que é definido como r, = ¢, — ¢—1 [65, 66].
A versao de campo médio do modelo dos rotores é um modelo paradigmético
para analisar a natureza das interacoes de longo alcance, além de permitir
uma generalizacao em que pode-se mudar o alcance das interagoes [67, 68]. Na
seguinte se¢ao veremos as caracteristicas fundamentais das interagoes de longo

alcance para logo investigar o transporte térmico nesse tipo de sistema.

1.4
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Sistemas de longo alcance

Nesta secao introduzimos os conceitos basicos dos sistemas com inter-
acoes de longo alcance.

A mecanica estatistica do equilibrio, formulada por Gibbs, nao pode
ser aplicada em sistemas onde a entropia total do sistema nao é soma das
partes deste, estes sistemas sao chamados de nao aditivos. Um exemplo claro
desse tipo de sistema, é quando a energia de interacao devido ao contato dos
subsistemas (energia da superficie de contato) nao pode ser desprezivel, frente
a das partes, no limite termodindmico [1, 69].

Os sistemas com interagoes de longo alcance sao nao aditivos por na-
tureza, quer dizer se temos dois sistemas isolados com energias F; e Es, ao
juntar estes sistemas a energia total serd E # F, + F,. E importante salientar
a diferenca entre extensividade e aditividade. Uma quantidade termodinamica,
por exemplo a energia F, é dita aditiva se ao separar o sistema em duas partes
isoladas, E; e FE5, a soma destas partes recupera a quantidade calculada para
o sistema completo, ¢ dizer £ = F; 4+ Es. Entretanto, é dita extensiva quando
a grandeza escala com o tamanho do sistema, por exemplo, E(AN) = AE(N)
[7]. Se um sistema fisico é aditivo este é extensivo, porém se é extensivo nao
necessariamente é aditivo [70, 71]. Para clarificar estes conceitos consideremos

o Hamiltoniano de Curie-Weiss

€ N € N ? € 2

ij=1

onde S; = 1 e M = Y ; S;/N. Note-se que este sistema é pseudo-extensivo
dado que os coeficientes de acoplamento foram reescalados por N, ja que sem a
presencga deste fator, chamado fator de Kac [72], a energia do sistema cresceria
como N2 e portanto a energia por particula divergiria no limite termodinamico.
Porém, mesmo que o sistema definido pela Eq. (1-21) seja extensivo, este nao
¢ aditivo ja que se consideramos que uma metade do sistema tem S; = 1, para
i=1,...,N/2, e a outra tem S; = —1, parai = N/2+1,..., N, a energia
total seria £ =0 # E; + Ey [71].

Agora, com a finalidade de definir sistemas de longo alcance, avaliemos
o crescimento da energia ¢ de uma particula num sistema onde as interacoes
decaem com a distancia segundo uma lei de poténcia da forma 1/r®, com

a > 0. Num espaco d-dimensional a energia associada a esta particula sera

R R 0
€= / ddrpi = peQd/ dlppd=1—o = PEM [pd—a 5d_a} : (1-22)
s re § d—«
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onde p é a densidade (e.g., de massa ou carga), € é a constante de acoplamento,
s o volume angular na dimensao d, e 4 é um raio de corte para excluir as
contribuigoes das auto-energias. Entao, a medida que o raio R vai aumentando,
a energia so vai permanecer finita se e somente se o > d, neste caso o sistema ¢é
de alcance finito. No caso contrario, a < d, a energia cresce super-linearmente
com o tamanho do sistema e é nesse caso que o sistema é considerado de longo
alcance [71, 73, 74]. Em geral, podemos distinguir duas classes de sistemas de
longo alcance, se @ = 0 + d, entdao para —d < ¢ < 0, a interagao de longo
alcance é chamada forte, para 0 < 0 < o.(d) a interacdo de longo alcance é
chamada fraca, onde o.(d) = 2 para d > 4 e 0.(d) = d/2 para d < 4 [75].

Uma propriedade importante dos sistemas de curto alcance ¢ a equiv-
aléncia de ensembles, o que permite calcular as propriedades termodinamicas
em qualquer ensemble segundo a conveniéncia do problema, ja que no limite
termodinamico as flutuagoes vao para zero. Porém, nos sistemas nao aditivos
esta equivaléncia dos ensembles pode nao ser valida. Isto é porque na con-
strucao do ensemble candnico se parte de um sistema isolado composto de
dois subsistemas, reservatério R (grande) e outro S (pequeno), e é assumida
aditividade nas energias entre o subsistemas R e S [73]. Nesse sentido, deve-
mos ser cautelosos ao usar o ensemble candnico para calcular as propriedades
termodinamicas do sistema.

O alcance das interagoes traz consigo o surgimento de alguns fenémenos
interessantes, além da inequivaléncia de ensembles [76], tais como a existéncia
de estados quase estacionarios (QSS) [77, 71, 78|, difusdo anoémala [79, 80],
quebra de ergodicidade [81] e calor especifico negativo [82].

Alguns exemplos de sistemas de longo alcance reais sao os sistemas auto-
gravitantes ¢ = —2, dipolos magnéticos (V(r) ~ 1/r3), plasmas, vértices
em duas dimensoes (V(r) ~ Inr) . Na préxima subsecdo estudaremos o
Hamiltoniano de campo médio que é o modelo mais frequentemente utilizado

como paradigma para estudar as caracteristica dos sistemas de longo alcance.

1.4.1
Hamiltoniano de campo médio (HMF)

O Hamiltoniano de campo médio (HMF) é o primeiro termo de uma
expansao em série de Fourier de um potencial periédico, V(¢q) = V(g + 2m7),
onde g € [—m, 7|, V(q) = vo+ X3, vk cos(kq). Esta é a versao unidimensional
de campo médio do modelo inercial XY classico e seu Hamiltoniano é dado
por [83]:

<N

H=3 24 oo 3 [1—cos(g — ) (1-23)

=1 1,7=1
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onde ¢; e p; sao os pares conjugados canonicos, que podem ser interpretados
de duas formas: como spins cldssicos que interagem com alcance infinito ou
como particulas que se movem em um circulo de raio unitario. As equagoes de

movimento correspondentes ao HMF' sao:
Gi=F, =—— Zsm —qj), (1-24)

onde F; é a forga resultante sobre a particula 7. Agora se definimos m; =

(cos(g;),sin(g;)) como o vetor de spin de cada particula temos que

1 N
M = (M, M,) Nz ‘s (1-25)

=1

assim podemos reescrever as equagoes de movimento como
Gi = —eMsin(q; — ¢), (1-26)

onde, tan¢ = (M,/M,). Estas equagdes mostram que cada particula tem
o comportamento de um péndulo de comprimento €M com uma fase ¢.
Tanto a magnetizacdo M como a fase ¢ mudam autoconsistentemente
no tempo dependendo de todas as coordenadas ¢; do sistema, M(t) =
M(q1(t),qa2(t),...,qn(t)). Note-se também que, no caso M = 0, as particu-
las comportam-se como particulas livres, e portanto rotam sem interagao com
as demais (fase de rotores livres).

Para o caso ferromagnético € > 0, este modelo apresenta uma transicao
de fase continua, ferromagnética-paramagnética, o que ocorre a energia critica
por particula u, = 3¢/4 e T, = 0.5¢.

Este modelo simples permite o estudo das propriedades dos sistemas de
longo alcance e ainda assim mantém a equivaléncia de ensembles candnicos
e micro-canénicos [71]. As propriedades termodindmicas de equilibrio s@o

calculadas a partir da energia livre por particula (apéndice A)

_BF = fln <2W> _ P max (—Qy; +1n (27r]0(y))) , (1-27)

onde I é a fungao modificada de Bessel de ordem zero. Entao para minimizar

a energia livre tem que ser satisfeita a condicao
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(& -2

Uma vez calculado ¥,,.z, podemos obter as propriedades macroscépicas do

= 0. (1-28)

Y=Ymazx

sistema, como a energia interna por particula

_opr) 1 €0 a2
U—W—%+§(1 M?) (1-29)

onde M = I1(Ymaz )/ Lo(Ymaz)- Portanto, a magnetizacao é calculada a partir da
intersegdo das curvas da condigao (1-28). Na Fig. 1.2 mostra-se o comporta-
mento das magnetizagao para dois valores diferentes de temperatura, 3, e s,
onde o corte das linhas pontilhadas fornece os valores da magnetizacao para a

temperatura correspondente.

E— M:!’Of ;1
vl Br€
vl Ba€

0 2 4 6 8 107

Figura 1.2: A curva solida (azul) é descrita por I1(y)/Io(y) e as pontilhadas
mostram as retas do tipo y/(fe), para e = 1. A interse¢ao destas curvas define
o valor de ¥4 que determina o minimo valor da energia livre e portanto a

magnetizacdo M = Iy(Ymaz) /11 (Ymaz )-

Note-se que, para temperaturas T > T, (T. = 1/8. = 0.5¢), as curvas se
cortam somente na origem, portanto a magnetizacao é zero. Para temperaturas
menores, existe uma segunda intersecao, dando magnetizacao nao nula. No
ponto T' = T,, o sistema sofre uma transicao de fase continua. Podemos achar
T, para cada valor de v numericamente e assim construir as curvas caléricas e

de magnetizagao, como mostrado na Fig. 1.3.

1.4.2
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3.0 1.0F« e o N =2000
2.5 // \‘-\ --- Teo
! 0.8 -
2.0
0.6 S
~1.5 ot = y
0.4 5

1.0 .

, 0.2
0.5 et « o N=2000]]
0.0 /"‘ --- Teo 0.0

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
U U

Figura 1.3: Curva calérica (esquerda) e magnetizagao (direita) para o HMF,
linha tracejada é a curva tedrica e os pontos azuis sao simula¢des numéricas
no ensemble microcandnico para N = 2000.

Equacao de Vlasov

Consideremos a fun¢ao densidade discreta de uma particula dependente

do tempo como
1 N
fala,p;t NZ (¢ —Q;(1))d(p — Py(1)), (1-30)

onde ¢ é a fungao de Dirac, (q,p) as coordenadas do espago de fase e
(Qs, P;) as coordenadas das particulas. Pode-se deduzir a chamada equagao

de Klimontovich

0fq Ofs 0P 0fs
9Ja | a2 0)d 1-31
ot " Pag " aqop (1-31)

onde

®(q,t) = /dq’dp’V(q —q)fald, P, 1), (1-32)

V' é o potencial de interacao entre pares de particulas e ® é o potencial de
campo médio.

Esta equacgao descreve a evolugdo temporal exata da f; no espago de
fases, mas soluciona-la significaria solucionar as equagdes de movimento de
todas as particulas que compdem o sistema, o que representa uma tarefa
muito complicada. Porém, podemos considerar uma densidade de estados
macroscopicos iniciais como f;,({Q:(0), P;(0)}) e definir a funcdo densidade

média de uma particula fy como
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fO(Q7p7 t) = <fd(Q>pv t>> = /Hsz(O)dPZ(O)fm({Qz(O)vPZ(O)})fd(Q7pa t)v
Z (1-33)

com isso temos uma equacao para fy dependente da distribuicao das condigoes

iniciais e obtemos uma equagao

0fo , Ofo 0(®)0fo _ 1
o Paq 8¢ p N

050 06

<8q dp

) (1-34)
onde

falg,pt) = folg,p,t) + jﬁdf(q,p, t), )
® = (B)(4.p.1) + =00(a.011).

No limite termodinamico o termo do lado direito vai para zero e temos

a chamada equacao de Vlasov ou equacao de Boltzmann sem colisdes

ofo ~ Ofo 0(®)0fy
9jo , YJo _ gjo _ 1-
ot Pag " og ap (1-36)

em que, para o caso do HMF, o campo médio ® vale

ofl(a.t) =~ [ do [ dpeostg=a)f(d.p 0. (137)

Da Eq. (1-36) podemos observar que, se inicialmente temos uma dis-
tribui¢do uniforme nas coordenadas ¢, ou seja, fo = fo(p,t), entdo (®) = const

e portanto a equacao de Vlasov é reduzida como

Yoy =0 (1-38)
Isto significa que qualquer distribuicao inicial em p serd estacionéria no tempo,
se a distribuicao inicial em ¢ é uniforme e portanto nao atinge o equilibrio
de Boltzmann. Entretanto, para um tamanho finito N existem termos (lado
direito 1-34) semelhantes aos de colisdo da equagao de Boltzmann, que deses-
tabilizam as distribui¢oes nas velocidades. Portanto existem condigoes iniciais
no sistema que levam a formagao de estados quase estaciondrios [77, 78, 84]
com tempos de vida dependentes do tamanho do sistema (7 ~ N7) e que

eventualmente possam chegar ao equilibrio de Boltzmann [71].
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1.4.3
Modelo de rotores com alcance variavel

O modelo a-XY originalmente proposto em [67] é uma generalizacao do
modelo HMF no qual podemos ajustar o alcance das interagoes desde o campo
médio (HMF) para o caso de primeiros vizinhos (XY) mediante um parametro
a.

O Hamiltoniano do modelo a-HMF (XY) ¢é

N 2 N
P 1 1 — cos(q; — ¢j)
T o , 1-39

onde r;; é a distancia minima entre as particulas ¢ e j, o é o expoente que
permite ponderar a intensidade do alcance das interacoes, e N* é o fator de

Kac [72], definido para condigoes de fronteira periédicas como

Ne =23, (1-40)

r=1

O comportamento do N no limite termodinamico N — oo (ver Fig. 1.4), é

a 1 -
ZEN1 para 0 < a <1
N® =2 drr=® ~ 2In N para o = 1 (1-41)

O(a)— para o > 1

onde O(«a) é uma fungao de a que vai para 2(a — 1) quando o — oc.

Para o caso 0 < a < 1, se tem uma transicao de fase no mesmo valor
critico u. (T¢.) que no modelo HMF como mostrado na Fig. 1 da referéncia [68],
onde se observa um colapso das curvas de magnetizacao com a < 1. Para
1 < a < 2 ainda temos transicao de fase, porém o valor critico u. depende
do « (diminui). E para o > 2, néo existe transigdo de fase no sistema como
¢ no caso do modelo XY para primeiros vizinhos. Estes resultados numéricos
foram depois complementados com os analiticos de Campa et. al. [85], que
generalizaram o estudo para d dimensoes da rede e para n dimensoes nos graus
de liberdade do spin [86]. Na Fig. 1.5 sdo apresentadas as curvas caléricas para

os casos extremos do modelo a-XY, para comparacao.
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— 0.00
1051 — 0.25
. — 0.50
107 — 0.75
1000¢ — 1.00
100+ — 1.25
10l — 1.50
2.00
1_

‘ ‘ ‘ ‘ — —— N — 500

1 10 100 1000 10 10

Figura 1.4: Comportamento do fator de Kac (]v “) com o tamanho do sistema
N, para diferentes valores de a.

2.0

— XY
~—— HMF

1.5}

0.5¢

0_ L L L L L L L
%.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 14

Figura 1.5: Curva calérica. Temperatura 7' vs energia por particula v para os
casos & = 0 (HMF) e @ — oo (XY) do modelo a-XY.
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2
Conducao de calor em sistemas harmonicos de alcance var-
iavel

O modelo microscopico mais simples e direto para estudar o transporte
de energia consiste de uma cadeia unidimensional de osciladores harmoénicos,
com dois banhos térmicos acoplados nos extremos. Neste capitulo usamos
o formalismo LEGF (do inglés Langevin Equations and Green Functions,
equagoes de Langevin e fungoes de Green) para calcular as propriedades de
transporte em uma cadeia harmoénica com interagoes de alcance variavel,
complementando o resultado conhecido para primeiros vizinhos, ou seja, xk ~
N [45, 46, 47, 42]. Mostraremos que para o caso de alcance infinito, a

condutividade decai com o tamanho do sistema, seguindo a lei k ~ 1/N.

2.1
Resultados dentro do formalismo LEGF

2.1.1
Modelo

O Hamiltoniano de um sistema com interagoes harmodnicas em que a
intensidade do acoplamento decai como lei de poténcia com a distancia entre

osciladores ¢ dado por:

N

’H‘“:; v ;i%[ - )21’ 1)

— 2m;

onde p; e ¢; sao, respectivamente, o momento e o deslocamento com relagao a
posicao de equilibrio da particula ¢, N o niimero de particulas do sistema, o o

expoente caracteristico do alcance da interagao, e

_ 1 X —
7 J7T

¢ o factor de Kac [72] para garantir a extensividade do sistema, quer dizer, para
a energia nao divergir no limite termodinamico. Logo, para os casos extremos

do alcance das interacoes, obtemos os seguintes valores de N“: Para primeiros
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vizinhos (o — 00), temos N® = 2 para 1 < i < N e N® = N = 1, entdo
N® = 2. Para o campo médio (v = 0), temos Nf = N — 1, para todo 7, entao
N*=N.

Do Hamiltoniano acima, resultam as equagoes de movimento

t
mid = By + [ dvSie—t)at) + o,
MuGn, = Y, paran=23,...,N —1, (2-3)
t
myin = Fy +/ dt'’S(t —¢)q(t') + .

onde Xy r € o kernel de dissipagao, nz,/r € o ruido na equacao generalizada de

Langevin [28], e

proy L)

n#l N« rn,l
k AT o qn
= = Nlaql — o
N« ( nz;ﬁl Tn,l

¢ a forga resultante sobre a particula .
Para obter a solugdo particular das equagoes de movimento (2-3), apli-

camos a transformada de Fourier em cada membro das equacoes, obtendo

—mwiq (W) = FX(w) + X3 (W) g (w) + n(w),
— w2 g (W) *(w), paral<n<N (2-5)

FR(w) + g (w)gn (w) 4+ n(w),

Il
T
8

—meQQN(w)

onde

an(@) = [ qle
nL/r(w / nryr(t)e ™ dt, (2-6)

> W / S R(t) Ye L.

O sistema de equacoes no espago de Fourier pode ser reescrito matricial-

mente como
—Mw? 4 & — Sf (w) = h(w)] X (@) = () + irlw) (27

ou
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X(w) = G*(w) [fr(w) +1rWw)] . (2-8)

onde
1
Gt = — — . (2-9)
|- Mw? + &2 - 5f (w) - Sf ()]

é a funcdo de Green para o sistema de equacdes (2-3), onde X (w) é o vetor

de posicoes ¢n(w), My; = m;d;; é a matriz de massa, 3, = X (w)d;10;; é a

matriz de dissipacao, fir/r = 11/rdi,1/n sd0 0s vetores coluna do ruido, e

Ne -1 -2 —(N—=1)
-1 Ny -1
po— M B . (2-10)
Ne _g-a S S _9-a
~1
—(N—-1)" —37 27 ] N¢

¢ a matriz de forca.

As correlacgoes do ruido

(n(w)n(w) = 2rTI(w)d(w + ') (2-11)

e o kernel de dissipacao

Y = a(w) — ib(w) (2-12)

devem satisfazer a expressao do teorema de flutuagao-dissipagao

I(w) = 2b(w) /w, (2-13)

para cada reservatorio na temperatura correspondente.
Agora se consideramos que o espectro do ruido é branco temos que

b(w) = I'(w), chamado banho ohmico.
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2.1.2
Fluxo de calor

Com esta estrutura de equacoes podem ser calculadas as grandezas de

interesse do sistema, tais como o perfil de temperatura

1 o) 00
Ti= i Ty [ dw|G@)P +7aTn [ doo?GR(@)P| (219
s —0 oo

e o fluxo no sistema
7= _arsia@mm]am), 2-15)

o qual, depois de substituir a Eq. (2-9) na (2-15), e com um pouco de algebra,
pode ser reescrito como
T, —Tgr [
J:@Jggﬁ/

A7 —00

T (w)dw , (2-16)

onde

Ne
Gin(w) = T[Z i, (2-17)
N/a A A A
Z = 7[—mw21 + &% — X (w)]

A expressao para J, dada pela Eq. (2-16) tem a forma da equacao de
Landauer, onde 7T (w) é o coeficiente de transmissao, o qual depende das
propriedades do banho, via I'(w), e do sistema, via G ny(w).

Como dito acima, o problema para primeiros vizinhos (@ — o0) é
conhecido na literatura [45] e um dos resultados mais importantes é que
fluxo de uma cadeia harmoénica é independente do tamanho do sistema e,
portanto, a condutividade x diverge no limite termodinamico. Dentro de nossa
generalizacao, consideraremos primeiro o caso extremo « = 0 no qual todas as
interagoes entre as particulas tem a mesma intensidade independentemente da

posicao na cadeia (campo médio).
2.1.3
Fluxo no sistema de campo médio

Para calcular o fluxo neste caso de campo médio, consideramos ruidos

delta correlacionados
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(e/r®)nL/r(t + 7)) = 2v0/RTL/RO(T),
(L)nr(t+7)) =0,

com o qual, da Eq. (2-17), temos

[—mw?] + =0 — S (w)]

N .
7 =
k

onde I é a matriz identidade,

N-1 -1 -1 -1
-1 N-1 -1 -1
- k
(I)az(] _
N
-1 -1 . N—-1 -1
-1 -1 -1 N-1

portanto, a matriz Z tem a seguinte formas:

a—% b ... b b
b a ... b b
Z = ;
b b ... a b
b b ... b a—X

onde

N
a:N—l—E(mwQ), b=—1.

Agora, pode-se representar o determinante de Z como:
|Z| = Dy — 2%(Dy_1) +X*Dy_s,

onde,

(2-18)

(2-19)

(2-20)

(2-21)

(2-22)

(2-23)
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a b b b
b a b b
| Dy| =
b b . a b
b b . b a
N

e cujo valor é

Logo,

Zl=(a—=b)""(a=b-%)
X {(a—b+ Nb) (a—b—X) +2%b}

e 0 menor é

0 a—b . 0 0
b a b b
o 0 ... 0 0
b b a b
|Min| = =
S
0 0 .0 a—0
b b b b
N-1 b b b b
N-1
ou seja,
| Mi,v] = b(b—a)" 2,
onde
N
a:N—l—E(mwz), b=—1,
k
a—b=N(1-—w?
m
Logo,
b(—1)N(a —b
[Z_l]l,N: ( ) ( )

(a—b—%){(a—b+Nb)(a—b—2)+ 250}

(2-24)

(2-25)

(2-26)

(2-27)

(2-28)

(2-29)

(2-30)
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T (w)
10-3} -
- 16
1077 5
— B4
- — 128
- [

Figura 2.1: Coeficiente de transmissao para a = 0 (campo médio) e diferentes
valores de N, baseado na Eq. (2-31)

Finalmente, o coeficiente de transmissao é

- yw ’ @2 -1 —17% _
T =4 ( ) (F) 2z e e
onde
127w = (a—b)* |
: [(a— 02+ 17 [(a — )2 + Nb(a —b) + 4T (a— b+ b(N — ?2))%2)

Na Fig. 2.1 mostramos a dependéncia do coeficiente de transmissao T
com w, para diferentes tamanhos do sistema.

Para o caso particular em que todas as constantes tém valor unitario,

temos
kg(Ty, — T 00
ja—o _ ks(Tt — Tr) / T (40} oo
s —00
Ty T (N 1) (2-33)
ML TN N? — (N = 1))
Logo, no limite termodindmico, obtemos
lim J*=° = kg (T, — Tr) N7 %/2. (2-34)

N—o0
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2.2
Comentarios finais

Podemos concluir que, no limite termodinamico, o fluxo J*=0% ~ N2 ¢
k=0 ~ N~!. Isto significa que o sistema deve ter um comportamento isolante
no limite termodinamico. Entretanto, para primeiros vizinhos, sabemos que
Jo=% ~ NY e k2= ~ N1, Com o qual concluimos que o alcance das interacoes

muda o comportamento da condutividade (ver Fig. 2.2).

J

1,
0.1+
10721

5 — (=oo
-1 -9 L
0 a=0
1074 ¢
10751

10 100 1000

Figura 2.2: Fluxo de calor para o« — oo (primeiros vizinhos) e a = 0 (campo
médio) e diferentes valores de N.

Logo, surge a pergunta de se existe algum valor intermediario de o para o
qual a condutividade é independente do tamanho do sistema. Nesse caso valeria
a lei de Fourier num sistema no qual nao se tem desordem nem acoplamento
entre os fonons.

Para ter uma ideia do que acontece, na Fig. 2.3, mostramos o coeficiente
de transmissao versus w, para diferentes valores de « e diferentes tamanhos do
sistema N.

Para o grande (o = 20), observamos que apesar de que a frequéncia
das oscilagoes aumenta, as envolventes (e portanto a integral que fornece o
fluxo) ndo mudam com o tamanho, consistemente com o resultado de primeiros
vizinhos. No limite oposto (a = 0), vemos que tanto a altura como a largura
do perfil diminuem com tamanho (portanto tambem a integral), de acordo
com o comportamento isolante de campo médio. Nos casos intermediarios é
observado um comportamento misto, cujo estudo deve ainda ser aprofondado.

No préximo capitulo, estudaremos o comportamento de um sistema

unidimensional, porém nao linear (cadeia de rotores), e com alcance variavel
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a=20 2 0
7% (w) 7% (w) 7% (w) 7% (w)
0.16 0.16 0.16 0.16
N=5 0.08 \/\ A Jj\/ﬁﬁw W\“ 0.08
J W . W o _ /\ .
T2 0 2 T2 0 2 T2 0 2 T2 0 2
7% (w) 7% (w) 7% (w) 7% (w)
0.16 0.16 0.16 0.16
10 08 Wpﬁ&\w 0.08 0.08
T2 0 2 T2 0 2 T2 0 2 T2 0 2
7% (w) (w) 7 % (w) (w)
0.16 0.16 0.16 0.16
15 !WM.O& UW‘I W\w 0.08 0.08
T2 0 2 T2 0 2 T2 0 2 T2 0 2
7% (w) 7% (w) 7% (w) 7% (w)
0.16 0.16 0.16 0.16
20 !lw@.os ||FM7V"W 0.08 ‘ 0.08
_x 0 % 7 0o =¥ = 0 x W _E__'Zh w
2 2 2 2 2 2 2 2

Figura 2.3: Coeficiente de transmissao versus w, para diferentes valores de « e
N.

das interagoes. Veremos a validade da lei de Fourier como fungao do alcance

das interacoes e da temperatura.
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3
Transporte de calor em sistemas de rotores com alcance
variavel

Neste capitulo descrevemos os efeitos do alcance das interac¢oes, usando
um modelo de rotores conhecido na literatura como a-XY [67, 68]. Este modelo
permite variar o alcance das interacoes, indo do caso de primeiros vizinhos até
o caso de acoplamento global, ou alcance infinito. O interesse neste modelo,
surge porque, no caso de primeiros vizinhos, o modelo satisfaz a lei de Fourier
em uma dimensdo, a altas temperaturas (Sec. 1.3). Além disso, no caso de
alcance maximo, este modelo é paradigmético para os estudo das propriedades
termodindmicas de sistemas de longo alcance, sendo conhecido na literatura

como o Hamiltoniano de campo médio (Sec. 1.4).

3.1
Modelo e métodos

Segundo descrito, na secao 1.4.3, o modelo a-XY consiste de uma
cadeia de rotores classicos, localizados nos sitios ¢ = 1,..., N de uma rede

unidimensional, cuja dinamica é governada pelo Hamiltoniano
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onde w; ¢é o velocidade angular, I; a inercia rotacional, ; a posicao angular
do rotor classico, 7T; a energia cinética e potencial U; por particula, e onde
definimos
- 1N N
N =< DONF NT =g =il (3-2)
i i
para cumprir com a prescri¢ao de Kac [72] (ver Fig. 1.4), que garante energias
extensivas no limite termodindmico (TL), quando o < 1, e tem uma forma
adequada as nossas condigoes de contorno livres. No caso a = 0, obtemos

alcance infinito, ou campo médio (m-f) e no limite & — oo recuperamos o caso

de primeiros vizinhos (n-n).
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Figura 3.1: Esquema visual do sistema a-XY acoplados a banhos térmicos 77,
e TR.

Nos extremos da cadeia aplicamos banhos térmicos, de curto alcance,
com temperaturas Ty, Tg, onde Ty, > Tg (ver Fig. 3.1).
Para modelar cada reservatério, usamos banhos térmicos de Langevin. E

portanto as equagoes de movimento sao

0y, = wg, para k=1,2,..., N,
L, = Fy, parak=2,3,...,N—1,

‘ (3-3)
Ly = FY' —ypw + 11,
Inwn = Fy — YrwN + 1R,
onde
o _ OH* i\f:f‘l fo e sin(fs — 6) 3.4
I — 891 - = 1,k» L,k — Na T}%,l ’ ( - )

Yr/r sao os coeficientes de amortecimento e 7y ,r os ruidos brancos com

correlagoes

/)Lyt + 7)) = 2vL/RTL/RO(T),

(nL(Onr(t+7)) =0, (3-5)

para satisfazer a relacao de flutuacgao-dissipacao.

Usando a equagao de continuidade da energia para cada particula,
LR = Z,]C\;i J{}, podemos definir o fluxo, considerando que ¢ estacionério
localmente. Assim, a transferéncia de energia para a particula [ devida a

particula k é

1

Entao, definimos o fluxo desde as particulas da esquerda (direita) para a

particula [ como
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N N
Lo __ « R __ «
Tt =000, T =0 i) (3-7)
k<l k>1
No estado estaciondrio J;"* = —7,*, para todo . Além disso, a “temper-

atura” em cada particula é definida como T; = ([;w?). Isto permite obter um

perfil de temperatura ao longo do sistema.

3.2
Resultados

As equagoes de movimento (3-3) foram integradas por meio de um
protocolo de dindmica Browniana [87, 88] que se reduz a um algoritmo de
Verlet na auséncia de interagdes com os reservatorios de calor, como no caso das
particulas que nao estdao diretamente acopladas aos reservatérios (particulas
do bulk).
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Figura 3.2: Perfis de temperatura (a)-(b) e de fluxo (c)-(d) para diferentes
realizagoes. Para a = 0.00 (painéis da esquerda) e a = 3.00 (painéis da direita).
Em ambos os casos T, = 0.90, T = 0.70 para N = 100.

O passo de tempo dt fixado para a integracao numérica foi selecionado
de modo a manter constante a energia do sistema isolado, dentro de um erro
relativo AE/E da ordem 107%.

Como condicao inicial (¢t = 0), todos os angulos e velocidades foram
sorteados usando distribuigoes de probabilidades centradas em torno de zero,
dentro de intervalos adequados para produzir a temperatura de equilibrio

T = (T, +Tr)/2, para o sistema isolado, antes de “ligar” os reservatorios.
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Os banhos térmicos foram ligados e, depois de um tempo transiente, as
quantidades de interesse foram calculadas, fazendo a média sobre pelo menos

30 condicoes iniciais diferentes e sobre um intervalo de tempo ¢ = 10°.
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Figura 3.3: Perfis de temperatura para diferentes valores de a. Para cada
valor de «, foram computadas 50 realizagoes. T = (T, + Tg)/2 = 0.8,
AT =T, —Tr=0.2,e N = 100.

Sem perda de generalidade, nas simulagbes numéricas reportadas aqui,
fixamos os seguintes valores dos parametros do Hamiltoniano: e = 2, I; = 1
para todo 7, e v, = g = 1.0. Na Fig. 3.2 mostramos perfis tipicos de
temperatura e fluxo, de realizagoes individuais, no estado estacionario, para

dois valores diferentes do alcance das interacoes.

3.2.1
Perfis de temperatura

Na Fig. 3.3 mostramos os perfis de temperatura tipicos de diferentes val-
ores de o, sendo T' = 0.8 e AT = 0.2. Estes perfis ndo mudam substancialmente
para valores de N maiores, como é mostrado na Fig. 3.4. Observamos que,
na regiao do bulk, os perfis sao quase lineares. O valor absoluto da inclinagao
é muito préximo do valor maximo AT para interagoes n-n (o — o0), mas a

curvas tornam-se menos ingremes quando a diminui.
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Figura 3.4: Perfis de temperatura para a = 0.50, e diferentes tamanhos N do
sistema.
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Figura 3.5: Diferenca de temperatura entre cada reservatorio e as particula
acoplada a ele, em funcao de «, para diferentes valores da temperatura média
T, e N =100.

Para interagoes suficientemente longas, ou seja, para a menor que um
certo valor critico, & < a, ~ 1, o perfil vira um plato, e é mais ruidoso.

Mostramos ainda na Fig. 3.5 as diferencas de temperatura entre cada reser-
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Figura 3.6: Fluxo escalado N J* vs NN, para diferentes valores de « indicados
na figura. As linhas tracejadas sao guias para os olhos. O erro padrao relativo
associado a cada simbolo é de 100 %, 10 % e 1 % para a € (0,1), (1,2) e
(2,00), respectivamente. A linha continua, com inclinagao -1, foi desenhada
para comparagao. ' = (T, + Tr)/2 =08 e AT =T, — Tr = 0.2.

vatorio e a particula acoplada. Isto mostra que o alcance das interagoes mod-

ifica a resisténcia de borda [31].

3.2.2
Fluxo de calor

O fluxo estaciondrio J“ através da cadeia foi calculado mediante a Eq.
(3-7), sobre as particulas do bulk, 7% = (J*)pur- O fluxo escalado N J“, para
a fixo, é representado como fun¢ao do tamanho N, na Fig. 3.6, para os mesmos
valores de temperaturas considerados na Fig. 3.3. Para a maior que «., o fluxo
escalado cresce com N alcancando um valor finito, como no caso extremo de
n-n [59, 60, 63]. Diferentemente, para qualquer valor de a menor que a., o fluxo
escalado decai monotonicamente com N. Portanto, para interagoes de curto
e longo alcance, NJ“ vs N apresenta diferentes tipos de comportamento. No
caso a = 0, o fluxo escalado apresenta um decaimento com 1/N, indicando que
o fluxo se anula no limite termodinamico. Esta lei de decaimento coincide com
a que observamos no caso de osciladores harmonicos acoplados globalmente,
segundo vimos no Cap. 2.

Aparentemente, o decaimento do fluxo para zero acontece para qualquer
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a < a.. Notamos que os perfis de temperatura para valores pequenos de o tem
uma forma semelhante a dos observados para cadeias de massas iguais com
interagoes harmonicas de primeiros vizinhos (n-n). Diferentemente, do caso
harménico, o fluxo é ndo nulo e é independente do tamanho do sistema [44].

Analisemos agora o caso m-f (o« = 0). No limite termodindmico, espera-se
uma corrente nula ao longo da cadeia porque, por um lado, cada rotor interage
com cada outro rotor com a mesma intensidade, por outro, a contribuicao
dos rotores finais (Unicos responsaveis de quebrar a simetria m-f) torna-
se insignificante em comparacdo com a interacdo com o bulk. Portanto, a
estrutura da rede onde os rotores estao localizados é supérflua e nao ha
uma direcao preferencial para o fluxo. De outro ponto de vista, é como se os
dois reservatorios fossem colocados em qualquer lugar. Mesmo que a corrente
através da cadeia decaia no limite termodinamico, hd um fluxo de energia
do reservatorio quente para o frio. De fato, os rotores dos extremos da cadeia
estao diretamente acoplados aos reservatoérios de calor e, como consequéncia, ha
uma corrente do banho quente para o primeiro rotor, que é a mesma corrente
do ultimo rotor para o reservatoério frio. Esta corrente é dividida em varios
canais: um ¢ o curto circuito dado pelo acoplamento de longo alcance entre
as duas particulas das extremidades e os outros caminhos passam por cada
rotor i, isto é, passando da primeira particula (acoplada ao banho quente)
através da particula ¢ do bulk para a ultima particula (acoplada ao banho
frio). Mas, notavelmente, uma corrente liquida nao passa “através” da cadeia,
entao NJ< = 0.

Para um sistema finito, mesmo se os rotores do bulk continuam inter-
agindo globalmente, existe uma pequena corrente, porque nesse caso o efeito
sobre cada rotor do bulk devido aos rotores dos extremos nao é desprezivel.
Consistentemente com esta visao, a corrente N ¢ decai com N. Este cenario,
que é claro para o caso m-f (& = 0), aparentemente também emerge para
qualquer o menor que «., Porém, deixa de ser valida para interagoes de curto

alcance.

3.2.3
Condutividade térmica

Uma vez que ¢é calculado o fluxo do bulk devido a diferenca de tem-
peratura aplicada no extremos, podemos estimar a condutividade térmica

através de

J ~ kAT/N, (3-8)
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Figura 3.7: Fluxo de energia por particula, em fungdo de «, para as posi¢oes
indicadas na figura, de uma cadeia com N = 100, T =0.8 e AT = 0.2

valida para pequenas diferencas de temperatura aplicadas entre as extremi-
dades, AT. Portanto, as curvas da Fig. 3.6 para NJ vs N (que foram calcu-
ladas para T, e Ty fixos), refletem diretamente o comportamento da condu-
tividade térmica k com N e com a.

Podemos observar na Fig. 3.6 que, para um tamanho fixo N, o fluxo
escalado (k) aumenta continuamente com «. Portanto, as interagoes de curto
alcance favorecem o transporte térmico. Acima do o ~ 3, k praticamente
atinge o nivel da dinamica n-n para todo N.

Para « fixo, percebemos que, quando o alcance é suficientemente curto
(a > a,), k tende a um valor finito no limite de tamanho grande, indicando a
validade da lei de Fourier.

Em contraste, abaixo de «a., x diminui com N, aparentemente seguindo
um decaimento de lei de poténcia N7, onde 3 ~ 1 para o = 0 e o expoente 3
diminui com «, tornando-se nulo acima de «.. Isso sugere que k se torna nulo

no limite termodinamico para sistemas com a < a.. No entanto, tamanhos
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muito maiores, que sao computacionalmente inviaveis, seriam necessarios para

determinar a lei precisa do decaimento.

K ' ' ' '
1 a=1.25
10" + 11 _
..5-7
" 1L 2883 =N :
01l 4L o100 %fv T
2050 ﬁ\
1077k L y 075 17> S
10 100 N .
o a=1.00
101 L EE E E 11 |
Vo
100 + 11 _
@w@zz@m@u_ﬂ
71_ 1r . i
10 %V
, ‘:\7
1024 17 ]
=
1 o =200 a=0.75
W oo o I |
V-V V- v ~~v\
100 | %0 |
\@ QR X v
10-1L 1r SBay 1
; £
1072} 10 ]
EN
! 1 I I -
10-2 10! 10° 1072 10~ 10°

T

Figura 3.8: Condutividade x vs temperatura 7', para diferentes tamanhos do
sistema e « fixo, indicados nos painéis. No caso o = 3, mostramos um ajuste
de lei de poténcia para as curvas de x(7") no intervalo de alta temperatura. No
grafico inserido, mostramos a dependéncia de x com N a baixas temperaturas
(T = 0.08), para diferentes valores de ov. Em todos os casos, AT /T = 0.25. As
linhas pontilhadas sao guias para os olhos.
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Também investigamos a dependéncia de k com a temperatura média T,
como mostrado na Fig. 3.8. Primeiro vamos analisar a dependéncia de x com
T para tamanho fixo N. Para qualquer «, observamos que, a condutividade
térmica nao depende de T a baixas temperaturas, mas ha um crossover para
um regime de alta temperatura onde a decai com 7'. No limite de temperatura
suficientemente baixa, as particulas sentem o fundo do pocgo de potencial, quase
harmonico, atingindo assim o limite de osciladores harmonicos. A temperaturas
muito altas, espera-se um decaimento com 7', porque a energia cinética torna-
se muito maior que a potencial (que é limitada para o Hamiltoniano a-XY).
Portanto, os rotores tendem a comportar-se como particulas independentes e,
concomitantemente, qualquer processo de transporte tende a ser dificultado.

Em seguida, discutimos o impacto de a na dependéncia de x com N.
Observemos os trés painéis do lado esquerdo da Fig. 3.8. O cenario para
qualquer a > 2 é o mesmo observado para as intera¢oes n-n (o« — o00). A
baixa temperatura, k£ aumenta com N (veja também o gréafico inserido, para
T = 0.08). O decaimento para altas temperaturas parece seguir uma lei de
poténcia, com o mesmo expoente observado para interagbes n-n (cerca de -
3.2 [63]), como ilustrado para o« = 3 na Fig. 3.8. Além disso, para T alto,
as curvas para diferentes tamanhos tendem a coincidir, consistentemente com
nossa observagao anterior sobre a existéncia de um valor limite de x para N
grande, quando discutimos a Fig. 3.6 que foi construida para 7' = 0.8.

Quando as interagoes sao de curto alcance (o > 1), o nivel da regiao
plana de k(T"), observado para baixas temperaturas abaixo do crossover, cresce
linearmente com N (veja o grafico inserido no painel superior esquerdo), como
esperado para uma cadeia de osciladores harmonicos. No entanto, note que,
concomitantemente com esse aumento do platdo com N, a temperatura do
crossover diminui com N, sugerindo que as curvas k(7T) para valores diferentes
de N tendem a colapsar em uma mesma curva quando N aumenta (o que
ocorre progressivamente a baixa temperatura e alta condutividade).

Se esse fosse o caso, o crescimento de x com N persistiria apenas a
temperatura 71" nula, mas, para T finita, a condutividade cresce sublinearmente
com N estabilizando em um valor finito no limite termodinamico. Entao, a lei
de Fourier seria valida. Esta possibilidade esta de acordo com reivindicagoes
anteriores 61, 89, 63] e contra a divergéncia da condutividade no limite
termodinamico [60, 62, 90], para interagbes n-n, mas tamanhos muito maiores
seriam necessarios para confirmar o resultado para qualquer o > 1.

No valor particular o« = 1, observamos que a regiao constante do perfil
de condutividade coincide para diferentes valores de N (x constante no gréfico

inserido), enquanto para o < 1 (ilustrado pelo caso a = 0.75), a condutividade
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decai com o tamanho do sistema. Isso indica que @ = 1 é um caso marginal
a baixas temperaturas. A temperaturas muito baixas, uma particula sente um
potencial harmonico, independentemente do valor de a. No entanto, no caso de
interacoes de longo alcance, a aproximagao harmonica nao vem unicamente de
interagoes n-n. Entao, o nivel do platé nao aumenta com N, mas diferentemente
do comportamento da cadeia harmonica de n-n, £ diminui com N, tornando-se
presumivelmente nulo no limite termodinamico.

Agora, consideremos os painéis da direita na Fig. 3.8 (isto é, o < 2),
e também o grafico inserido. Para temperaturas acima do crossover, aparece
uma caracteristica distintiva em comparagao com os painéis do lado esquerdo:
a condutividade decai com N, sugerindo valores nulos no limite termodinamico
(como na Fig. 3.6).

Portanto, para interagoes de longo alcance (o < 1), k decai com N
para qualquer 7', de acordo com a nossa discussao sobre o caso m-f em que a

condutividade se anula no limite N — oo a qualquer temperatura finita.

3.24
Diagrama de comportamentos da condutividade versus alfae T

Os diversos comportamentos de x com N observados, para diferentes
valores de T" e «, sao resumidos no diagrama da Fig. 3.9. Indicamos se, para a
faixa estudada de N, k vs N atinge um valor finito (F') ou nao, e neste tltimo
caso se o comportamento ¢ descrente (D) ou crescente (I) com N. Seriam
necessarios tamanhos muito maiores para determinar o limite termodinamico.
Isto ¢ dificultado pelo custo computacional, levando em conta que o algoritmo
de integracdo é de ordem N2, e os tempos de estabilizacdo também aumentam
com N. Além disso, podem ocorrer desvios do diagrama mostrado na Fig. 3.9
para uma relagao diferente AT/T, portanto, essa dependéncia também deve
ser investigada, mas novamente isso ¢ limitado pela capacidade computacional.

Embora se esperasse a priori um valor critico em a« =d =1 (onde d = 1
¢ a dimensionalidade da rede), a curva a.(T") que emerge das simulagoes vai
de a. ~ 1 a baixas temperaturas para a. ~ 2 a altas temperaturas. Também,
neste caso, nao podemos descartar uma distor¢ao devido a tamanhos finitos.
Mas, coincidentemente, a mudanga de regime ocorre perto da temperatura
critica (T* = 1 = €/2) em que o sistema isolado em equilibrio sofre uma
transigao ferro/paramagnética quando av < 1. (Uma transi¢do também existe

para 1 < a < 2, embora a menor 7*) [68].

3.3
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Figura 3.9: Diagrama no plano T' — « dos diferentes regimes térmicos da
condutividade k: a condutividade atinge um valor finito (F), é decrescente
(D) ou crescente (I) com N, para os tamanhos N investigados. Das curvas
de Kk ~ NJ vs N, como na Fig. 3.6, obtivemos a classificagdo indicada
pelos caracteres para cada par (T, «), com AT/T = 0.25. A seta destaca
os resultados para T = 0.8, de acordo com o mostrado na Fig. 3.6. A linha
sélida preta representa o valor critico a.(7T).

Comentarios finais

Em resumo, mostramos o retrato da condugao de calor em um sistema
unidimensional, como uma funcao do alcance das interacoes e da temperatura.
Os diferentes dominios sdo esbogados no diagrama da Fig. 3.9. Concluimos
que, quanto mais longo o alcance das intera¢bes mais a conducao térmica
é dificultada. Um resultado interessante é o surgimento de comportamento
isolante para o < a. (regido branca, denotada por ‘D’).

Para a > «a., o comportamento térmico é analogo ao encontrado para
as interagoes de primeiros vizinhos (n-n). Ou seja, para altas temperaturas,
a condutividade térmica estabiliza em um valor finito (‘F’) no limite termod-
inamico, decaindo com 7' como lei de poténcia. Para temperaturas baixas, a

condutividade aumenta com N (‘). Para valores intermedidrios da temper-
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atura, embora, para os tamanhos estudados, nao observamos a estabilizacao de
x em um valor finito, surge um retrato semelhante ao observado para interagoes
n-n, indicando a validade da lei de Fourier.

Diferentemente, quando a interacao é de alcance suficientemente longo,
o fluxo escalado NJ* decai com N para qualquer T (‘D’), aparentemente se
anulando no limite termodinamico. Entao, o bulk do sistema apresenta um
perfil de temperatura achatado e se comporta com um isolante, no sentido de
que o fluxo através da cadeia é extremamente pequeno.

Finalmente, como futura extensao deste trabalho, seria interessante
estender este estudo feito para uma dimensao, para dimensoes arbitrarias,

tanto d da rede, quanto n do movimento dos rotores.
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4
Relaxacao ao equilibrio

Neste capitulo estudaremos como ¢ o transporte de energia em sistemas
isolados fora do equilibrio. Analisaremos a conexao com os sistemas tipica-
mente estudados para a conducao de calor onde sao aplicados reservatorios
térmicos. A relaxacdo ao equilibrio de sistemas isolados pode dar informacoes
importantes para entender propriedades dindmicas e de nao equilibrio, como
a difusdo de calor [2, 28]. Para estudar a resposta a perturbagoes fora do
equilibrio, utilizamos outra configuragao tipica, que consiste em preparar o
sistema com uma distribuigdo de temperatura nao uniforme [6], monitorando
sua evolugao ao equilibrio termodinamico. Entender a conexao entre a propa-
gacao e conducao da energia térmica, pode ser importante tanto do ponto de
vista fundamental [53, 91] como do aplicado [92, 93|. Portanto, tentaremos
conectar os resultados de ambos os tipos de enfoques.

Em particular, quando a lei de Fourier é satisfeita em sistemas unidi-
mensionais de tamanho N, o transporte térmico pode ser descrito por uma

equacao de difusao normal

0 K 0?

—T(x,t) = ——=T(x,t 4-1
ST, t) = ST, 1), (1-1)
onde T' é a temperatura na posicao x e no tempo ¢, s é a condutividade térmica,
e ¢ o calor especifico. Sua solu¢ao em expansao de série de Fourier tem a forma

[93]

A oo
T(z,t) = 70 + 3" (A, cos(gnz) + By sin(g,x)) e /™, (4-2)
n=1
com g, = 2mn/N e 7, = cN?/(4n’kn?). Entdo, os tempos de relaxacao,

particularmente o primeiro, escala como
T ~ N?/k. (4-3)
Mas, como essa relacdo muda quando a lei de Fouier nao se aplica? Para

investigar este problema, iremos realizar experimentos computacionais para

diferentes modelos hamiltonianos em redes unidimensionais. Vamos considerar
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um anel de rotores que satisfazem a lei de Fourier [17, 59, 60, 62, 94, 95], assim
como também outros modelos onde nao vale, como os osciladores lineares e

nao lineares, e rotores com acoplamentos globais [95].

4.1
Modelos e métodos

Consideramos modelos unidimensionais que podem ser unificados medi-

ante o Hamiltoniano classico da forma
1 N
H=52 v+ U an). (4-4)
i=1

que geram as equacoes de movimento

QZ:pla fOYlSZSNv
ou (4-5)
oq;’

pi =

As condigoes de contorno sao periddicas, ou seja, o indice 7 é ciclico.

Nesta classe, analisaremos rotores XY com acoplamentos ferromagnéticos
(de curto ou longo alcance), molas lineares (harmonicas) e nao lineares do tipo
Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou (FPUT).

Os rotores classicos XY tém uma energia potencial total definida por

U= ZV(%‘ — it1) s (4-6)

N[ —

onde

V(r)=1—cosz. (4-7)

Esta é a versao de primeiros vizinhos do um modelo geral a — XY [67, 68|
que permite controlar o alcance das interagoes. No extremo oposto de alcance
infinito (ou campo médio), também conhecido na literatura como HMF [83],

a energia potencial assume a forma

1 N N

U= 523> Vigi— ). (48)

i=1 jsi

onde V é dado pela Eq. (4-7) e o prefator 1/N garante a extensividade.

Também investigaremos os seguintes sistemas simples de curto alcance,
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onde a energia de interagao na Eq. (4-6) é dada por

2

= (HC),
V) =15 (49)
0y + 5Z (FPUT-p),

correspondentes a cadeias de molas harménicas (HC) e anarménicas tipo
Fermi-Pasta-Ulam-Tsingou (FPUT-3, com § = 1/6) [49, 50, 96, 97].

Em todos os casos, as condi¢oes de contorno sao periddicas, em um anel
de comprimento N.

A integragdo numérica das equagoes de movimento (4-5) foi realizada
mediante um algoritmo simplético de quarta ordem (apéndice B.4) [98].
Inicialmente, fazemos ¢; = 0 para todos ¢ com a finalidade de que a energia
seja puramente cinética (F = K), e os p; dados por uma distribui¢ao uniforme
entre [—1,1] e reescalado para ter a energia F. Logo, as velocidades foram
deslocadas, para fazer o momento total zero, e escaladas para obter a energia
total desejada £ = K = NT/2, onde T = (p*) = YN p?/N é a temperatura,
de acordo com sua definicao cinética.

Para cada realizagao, esperamos até que o sistema isolado tenha atingido
o estado de equilibrio, identificado pela particao tedrica entre energia potencial
e cinética, bem como pela distribuicao de velocidades Maxwelliana. Uma vez
no equilibrio, no instante que definimos como ¢ = 0, sem afetar as coordenadas
¢; € mantendo a energia total do sistema inalterada, aplicamos um protocolo
de particdo da energia cinética. Este protocolo consiste em selecionar dois
subsistemas S, (quente) e S, (frio), no nosso caso compostos pelas particulas
i =1,2,...,N/2 e N/2+1,..., N, respectivamente. As velocidades de S,
sao zeradas, enquanto as velocidades de S, sdo escaladas por um fator /2,
para compensar exatamente a perda cinética de S., apés uma correcao para
garantir momento total nulo. Logo, monitoramos as energias de relaxacao de
cada subsistema, mantendo todo o sistema isolado na energia total E. Em
todos os casos, medimos médias de mais de 2'8/N realizacdes. Os tempos
de equilibrio caracteristicos foram calculados para diferentes tamanhos N e
energias por particula u = E/N. Os resultados serdo mostrados na segao 4.2.

Uma perturbagao localizada, onde apenas a energia cinética das duas
particulas centrais é alterada foi também investigado e os resultados serao

apresentados na Sec. 4.3.
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4.2
Relaxacao depois de uma perturbacao nao localizada

4.2.1
Rotores XY de curto alcance

Comecemos por analisar o modelo XY de curto alcance, identificado
pela Eq. (4-6). Este ¢ um sistema unidimensional, excepcional dentro do
cenario do transporte térmico, porque é um sistema que conserva o momento
mas apresenta transporte normal de calor, isto é, condutividade térmica
finita [9, 20, 59, 60, 95]. Esse comportamento é atribuido & ndo conservagao
do estiramento (soma de ¢;) [65, 66].

Uma representacgao da relaxacao apoés a aplicacao do protocolo de divisao
¢ mostrado na Fig. 4.1, para a densidade de energia u = 0.4 e varios tamanhos

do sistema.

0.8 T T T T

0.8t 0.6
T 04 .

0.2 T .

/
el L

00 L L -
1075 107* 10 1072 107! 10°

t/N?

0.61

0.4

0.2

101 10° 10* 102 103 104 10° 106

Figura 4.1: Rotores XY, primeiros vizinhos: relaxacao ao equilibrio, para
u = 0.4. Temperaturas dos subsistemas quente (vermelho), frio (azul), e de
todo o sistema (verde) versus tempo ¢, média sobre 21%/N realizacdes. Para
N = 2% onde k = 5,...,12. A linha horizontal preta representa o valor
tedrico de equilibrio. Inser¢do: temperatura versus tempo escalado t/N?, onde
foi usado 6 = 1.9.

Observamos um regime inicial de relaxacao violento com pequenas os-

cilagoes, quase insensiveis ao tamanho do sistema, seguido por um regime


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313017/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1313017/CA

Capitulo 4. Relaxacdo ao equilibrio 58

de maior duracao, que depende fortemente do tamanho do sistema. O decai-
mento é quase exponencial, mas em vez de obter taxas exponenciais de um
procedimento de ajuste, estimamos o tempo de relaxacado, 7,, para s = h,c

como o intervalo de tempo necessario para que a diferenca de temperatura

ATy (t) = Ts(t) — Ty, atinja 20 % do seu valor de equilibrio, T, isso é
AT(7s) = 0.2AT5(0).
100 ()
F O 10
£ o8
10*F << os
> 04 Lt
T A 02 %
102 v > """"" 15F ¢ “‘
| 510l
0.5
10°F 00502040608 10 |
1 1 u
10! 102 103 10*
106_ (b)
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128
64
32

S
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X000k
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1000 0.2 04 0.6 0.8 1.0

Figura 4.2: Rotores XY, primeiros vizinhos: (a) Tempo de relaxagdo 7 versus
o tamanho do sistema N para diferentes valores de energia u. As linhas sélidas
correspondem ao ajuste de lei de poténcia com os expoentes mostrados na
insergao. (b) Tempo de relaxagdo 7 versus u para diferentes valores de N.
Resultados para os subsistemas quentes e frios sao mostrados por simbolos
vermelhos e azuis respectivamente.

O comportamento do tempo de relaxacao 7 versus N é apresentado na
Fig. 4.2 (a). Observamos um comportamento de escala N° com valores de
0 mostrados na inser¢ao. Estes valores sao ligeiramente inferiores a 2 para

energias suficientemente grandes por particula u mas se aproximam de 1 para
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u < 0.1. Além disso, 7 aumenta com u, para N fixo, quase exponencialmente,
como mostrado na Fig. 4.2 (b). Verificamos que esses comportamentos de escala
sao robustos usando outras defini¢oes de 7, j4 que dao a mesma lei de escala

com V.

4.2.2
Rotores HMF de alcance infinito

Agora, abordamos o modelo HMF| identificado pela Eq. (4-8). A relax-
acao das temperaturas é mostrada na Fig. 4.3. Como no caso de curto alcance,
observamos primeiro um regime que ¢ independente do tamanho do sistema,
mas com oscilagdes maiores neste caso de longo alcance, seguido de um decai-
mento dependente do tamanho. Para u = 0.4, Fig. 4.3 (a), os perfis sdo quase
simétricos. Para u = 0.6, Fig. 4.3 (b), ha uma assimetria visivel e um atraso
do subsistema frio em relagdo ao quente. Esses efeitos sao menos pronunciados
em v = 0.4 e no caso de curto alcance.

Vale ressaltar que, mesmo quando a temperatura atingiu o valor de
equilibrio teodrico, a distribuicdo de probabilidades de velocidade se torna
gaussiana em tempos posteriores, conforme descrito na Fig. 4.4, em que ¢

apresentada a curtose k4 como funcao do tempo, onde

py = A= @) (4-10)

Diferentemente, no caso de curto alcance, a distribui¢cao gaussiana é alcangada
concomitantemente com o valor de equilibrio da temperatura.

O comportamento do tempo de relaxacao 7 versus N é apresentado na
Fig. 4.5 (a)-(b). O tempo 7 aumenta com N seguindo aproximadamente o
comportamento de escala 7 ~ N. Além disso, a simetria dos perfis observada
para pequenas energias (e.g. u = 0.4 na Fig. 4.3(a)) é refletida em tempos
de relaxacao quase coincidentes. No entanto, para energias mais elevadas,
a assimetria (e.g. u = 0.6 na Fig. 4.3 (b)) esta relacionada aos tempos de
relaxacao mais curtos do subsistema frio.

Outra caracteristica notavel do caso de longo alcance, em comparagao
com o de curto alcance, é que entre o regime oscilatério e o decaimento para o
equilibrio, é formado um tipo de platd, sugerindo estados quase-estacionarios
com temperaturas diferentes das do equilibrio térmico.

A dependéncia de T com a energia é representada na Fig. 4.5(c) para dois
tamanhos de sistema diferentes. Em contraste com o caso de curto alcance,

7 nao aumenta monotonicamente com wu, mas apresenta um valor minimo
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Figura 4.3: Rotores XY, campo médio: relaxacao ao equilibrio para u = 0.4 (a)
e u = 0.6 (b). Temperatura dos subsistemas quentes (vermelhos), frios (azuis)
e de todo o sistema (verde) versus tempo, média sobre 2'® /N, com tamanhos
dos sistemas N = 2% k = 5,...,12. A linha horizontal preta representa o valor
de equilibrio tedrico.

préximo da energia critica (u. = 0.75) no qual uma transi¢ao ferromagnética

continua ocorre [67]. Nesta regido, também hd uma maior dependéncia do
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Figura 4.4: Evolucao temporal da curtose da distribuicao de velocidades
dos rotores de campo médio XY, para N = 256 e u = 0.4. A linha preta
horizontal corresponde ao valor da curtose da gaussiana ky; = 3, desenhada
para comparacao. O valor médio de T da Fig. 4.3 é também reproduzido.

tamanho do sistema.

4.2.3
Osciladores lineares e nao lineares

Agora, investigamos os sistemas de osciladores lineares e nao-lineares
dados pela Eq. (4-9).

No caso puramente harmonico, a evolucao temporal de 7' é mostrada na
Fig. 4.6, para u = 0.4 e diferentes tamanhos de sistema. Apesar dos perfis
serem ruidosos, provavelmente devido a falta de interagdo entre modos, o
comportamento de escala é 7 o« N, isto é, 6 = 1. Além disso, observamos que
esse expoente de escala é independente da energia, diferentemente dos casos
anteriores. Esta lei de escala explica a mudanga de comportamento observada
nas curvas de 7 versus N, no caso XY de curto alcance com baixa energia
(veja Fig. 4.2). De fato, em energias baixas, os rotores sentem o fundo quase
harmonico do potencial, atingindo o limite dos osciladores harménicos.

Finalmente, investigamos o efeito das nao-linearidades, como as intro-
duzidas pelo potencial de interacdo FPUT-3, amplamente estudado nos ulti-
mos 60 anos [49, 50, 99].
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Figura 4.5: Rotores XY, campo médio: Tempo de relaxagdo 7 como fungao
do tamanho do sistema N (quadrados abertos) para dois valores diferentes de
energia u = 0.4 (a) e 0.6 (b). Os resultados correspondentes para os rotores
de curto alcance (circulos cheios) também sdo mostrados. As linhas continuas
pretas com inclinacdes 7 ~ N e 7 ~ N? sdao desenhadas para comparacdo.
Tempo de relaxacao em fungao de u, para dois tamanhos diferentes de sistema
(c). Os resultados para os subsistemas quente e frio sao mostrados por simbolos
vermelhos e azuis, respectivamente. Em todos os casos, foram feitas médias
sobre 218 /N realizacoes. Inser¢oes: temperatura versus tempo escalado t/N?,
onde foi usado d = 1.09 (a), 1.11 (b).
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Figura 4.6: Cadeia harmonica: relaxacao ao equilibrio, como em figuras
anteriores, com u = 0.4, para tamanhos N = 2¥ onde k = 7...,14. A insercio
mostra os dados dimensionados, com 6 = 1.

Na Fig. 4.7, mostramos perfis de equilibrio representativos para o FPUT-
B, de diferentes tamanhos. Encontramos um fator de escala de tempo t/N°,
onde § ~ 1.68 para u = 0.4 (ver inser¢do da Fig. 4.7). Este valor de ¢ foi
obtido ajustando uma exponencial ATy(t) ~ exp(—t/7) nos estagios finais de
equilibrio, para tamanhos N > 1024, quando as grandes oscilagoes ao redor
do equilibrio estdo ausentes. Os dados colapsados usando a escala t/N° sdo
mostrados na insercao, para § ~ 1.68.

Na Fig. 4.8, mostramos o comportamento de escala dos sistemas dos
osciladores. Lembremos que a condutividade x escala com o tamanho do
sistema como N' e N'/3 para os osciladores lineares e anarmoénicos FPU-3.
Observamos que o caso anarmoénico também mostra uma regiao plana, como
nos rotores de campo médio, indicando algum tipo de estado estacionario ou

quase equilibrado.

4.3
Relaxacao depois de uma perturbacao localizada

Para analisar a propagacao da energia nos sistemas de curto alcance,

aplicamos uma perturbacao de energia cinética nas duas particulas centrais do
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101 109 101 102 103 104 100 106 107

Figura 4.7: Osciladores FPUT-S com 8 = 1/6: relaxagdo para o equilibrio,
para u = 0.4 e tamanhos N = 2* com k = 6,...,16. As curvas colapsadas sdo
mostradas na insercdao, com § ~ 1.68, para N > 213,

sistema. (Devido as condigoes de fronteira periddicas, as particulas centrais
podem ser quaisquer particulas contiguas). Essa perturbacao consiste em
alterar a energia cinética das duas particulas centrais para o dobro do valor
da energia cinética de equilibrio, com velocidades em direcdes opostas, para
preservar o momento total. Além disso, uma pequena correcao das velocidades
das particulas restantes foi realizada para preservar a energia cinética e o
momento total de todo o sistema.

Na Fig. 4.9, mostramos o perfil de temperatura em relacao ao tempo,
redimensionado de acordo com o comportamento de escala a largura da
distribuigao de velocidades. No caso dos rotores de curto alcance [Fig. 4.9(a)],
a variancia escala como o2 ~ t indicando um comportamento difusivo normal.
Além disso, a distribuigdo é gaussiana em boa aproximagao. Este resultado esta
de acordo com o comportamento da autocorrelacao de energia, que também
segue uma propagacao difusiva normal, conforme relatado na ref. [100].

Enquanto isso, para as molas lineares e nao lineares [Figs. 4.9 (b) e
(c), respectivamentel, a distribuicdo nao é gaussiana, a distribui¢do é mais
platicirtica e é delimitada por picos negativos que representam a propagacao

das frentes. A distancia entre as duas frentes varia linearmente com o tempo,
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Figura 4.8: Osciladores: tempo de relaxacao 7 versus N, para diferentes
valores de u. Os pequenos circulos cheios correspondem a cadeia de osciladores
harménicos (v = 0.4), a linha preta completa tem uma inclinagao de § = 1.
Enquanto os simbolos abertos correspondem a cadeia FPUT-/ nas energias

indicadas nas figuras. A insercao mostra o expoente de escala para os sistemas
FPUT-8 como fungao de u.

indicando uma propagacao balistica. Esse resultado também ¢é consistente com
a difusao anomala, que é uma caracteristica dos sistemas que violam a lei de

Fourier.

4.4
Comentarios finais

Com o proposito de relacionar a relaxagao térmica e a condugao de calor,
estudamos o comportamento de relaxacao de sistemas unidimensionais, apods
aplicada uma perturbagdo. Consideramos modelos de rede que conservam o
momento e governados por uma dindmica hamiltoniana. Procuramos uma
possivel relagdo entre os comportamentos de tamanho finito dos tempos de
relaxacao e da condutividade.

A tabela 4.1 resume os expoentes de escala observados para cada sistema

Se a propagacao fosse normal, a relagdo 7 ~ N?/k ~ N?77 seria esper-
ada, de acordo com Eq. (4-3). De fato, para os rotores de primeiros vizinhos,
observamos a difusao normal da propagacao de energia na Sec. 4.3, consistente
com resultados para a funcao de autocorrelacao da energia [100]. Enquanto
isso, em trabalhos anteriores [59, 60, 95] foi observada uma condutividade

constante (ou seja, v = () para temperaturas moderadas. Portanto, o ex-
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Figura 4.9: Evolucao escalada do perfil de energia total sob a perturbacao
localizada, com u = 0.4, para (a) XY com N = 128 (a), (b) potencial
harmonico (HC), e (¢) FPUT-5, em ambos os casos N = 1024. A linha
preta é um ajuste gaussiano e m é a energia média de 10 particulas em cada
extremidade.
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modelo v o
XY 0 [95, 20, 9] ~ 19
HC 1 [20, 9] ~ 1.0

FPUT -5 | 1/3 [20, 54, 101] | ~ 1.68
HMF —1 [95] ~ 1.1

Tabela 4.1: Expoentes de escala da condutividade x ~ N7 e o tempo de
relaxacdo 7 ~ N°, com tamanho do sistema N.

poente da lei de poténcia de 7 com N, § ~ 1.9, é consistente com a relagao
Eq. (4-3), que prevé 6 = 2 — 7.

E interessante que esta relacio também vale para osciladores (assim como
para rotores de baixa energia, onde o limite harménico é atingido), como pode
ser visto na Tabela 4.1. Ou seja, a relagdo vale mesmo que a lei de Fourier falhe,
ou seja mesmo que difusdo de energia nao seja normal nem a condutividade
independente de N. Em particular para o FPUT-/, obtivemos d ~ 1.68, que é
proximo do valor 2 —y=2—-1/3=5/3.

Observe que o potencial dos rotores pode ser visto como expansao em
séries de poténcia, cujo primeiro termo corresponde a aproximacao linear
(harmonica). A nao linearidade (anarmonicidade) do FPUT-3, no entanto,
nao corresponde a expansao de segunda ordem do modelo dos rotores. Além
disso, nestes osciladores de rede, o potencial é confinante, enquanto o potencial
de interagao dos rotores é limitado, portanto, as particulas nao sdo confinadas.
Essa diferenca pode ser responsavel pela nao conservagao do stretch no caso
dos rotores, levando a validade da lei de Fourier.

Em contraste, nos rotores totalmente acoplados (HMF), a relagdo v =
2 — ) nao ¢ valida. Os rotores de campo médio se comportam como um
isolante no limite termodinamico, com o decaimento da condutividade como
k ~ N71[95], portanto v = —1, enquanto obtivemos § = 1 na Sec. 4.2. Além
disso, neste caso, a estrutura espacial é irrelevante e, portanto, a propagacao
espacial ocorre mais rapidamente que a lei de poténcia com o tamanho do
sistema.

Devemos comentar que em um trabalho recente [94], Bagchi e Tsallis
investigaram uma versao de longo alcance do FPUT-f [94], encontrando uma
escala 7 ~ N!8. Embora a perturbacio seja diferente da utilizada neste
trabalho, essa escala pode vir do fato de que nesse experimento numérico a

troca de energia entre dois subsistemas é mediada por contatos harmonicos, o
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que pode produzir uma escala mais proxima do caso de curto alcance que do
caso de longo.

Também devemos mencionar que a relacdo proposta na literatura v =
p— 1 [102], onde p é o expoente de escala da propagagdo espacial com o
tempo (Ax)? ~ t#, 56 é valida no caso dos rotores com interagdes de primeiros
vizinhos no regime que verifica a lei de Fourier.

Como uma perspectiva de trabalho futuro, seria interessante analisar a
relaxacao no modelo a-XY, em fun¢ao do pardmetro a que controla o alcance

das interacoes, interpolando entre os limites aqui estudados.
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5
Conclusoes e perspectivas

Resumidamente, no cap. 2 mostramos que um sistema de osciladores
harménicos com acoplamentos globais apresenta uma condutividade que decai
com o tamanho do sistema N, seguindo a forma 1/N. Isto contrasta com
0 que ocorre para os osciladores harmoénicos com interagoes de primeiros
vizinhos, em que a condutividade aumenta com N, sendo divergente no limite
termodinamico. Estes casos extremos ilustram que o alcance das interacoes
tem um efeito crucial sobre a conducao térmica no sistema. Como perspectiva,
seria interessante completar os calculos para valores intermediarios do alcance.

No cap. 3, estudamos o efeito do alcance, indo continuamente de inter-
acoes de primeiros vizinhos a campo médio, usando um modelo de rotores, o
modelo a-XY. Também neste caso, observamos que no caso de campo médio a
condutividade decai com N, surgindo portanto um comportamento de isolante.
Entretanto, no limite de primeiros vizinhos, o sistema apresenta difusao nor-
mal e vale a lei de Fourier. Determinamos o valor critico a. abaixo do qual
o sistema apresenta o mesmo comportamento que o campo médio. Este valor
depende também da temperatura. O diagrama com os diferentes regimes en-
contrados é apresentado na Fig. 3.9. Uma perspectiva de continuidade dentro
desta linha seria aumentar o tamanho do sistema para definir melhor as leis
de escala da condutividade. Outra perspectiva seria aumentar a dimensionali-
dade do sistema, para ver como esta influencia o comportamento térmico em
conjunc¢ao com o alcance das interagoes.

Finalmente, estudamos também o processo de relaxacao ao equilibrio no
sistema de rotores, caso de primeiros vizinhos, em que vale a lei de Fourier, e
comparamos o comportamento com o encontrado em outros sistemas simples
em que essa lei falha, concretamente osciladores lineares e nao lineares. Em
todos os casos, os tempos de relaxagao 7 crescem com o tamanho do sistema,
e 7 apresenta uma lei de escala que esta relacionada com a lei de escala da
condutividade k com o tamanho do sistema. Essalei é 7 = N° ~ N2/x ~ N277.
Assim, o comportamento da condutividade pode ser associado ao do tempo
de relaxacao do sistema, independente do tipo de difusao, ou da validade da
lei de Fourier. Esta relagdo nao é observada para o caso de campo médio.
Como perspectiva, o estudo da relaxacdo poderia ser estendido a valores

intermediarios de a para o modelo de rotores.
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A
Hamiltoniano de campo médio

Neste apéndice descrevemos a deducgao analitica da curva calérica para

o Hamiltoniano de campo médio [83]

N 2 e N
H=> T+ — [1—cos(6; —0;)], (A-1)
-2 2N T
que pode ser reescrito
N 2 e N
H=> "+ = > [1—(cos(b;)cos(f;) + sin(6;) sin(;))] , (A-2)
=1 2 2N 1,7=1
ou
N2 e N
H=> "L+ _— (1 —my;.mij], (A-3)
-2 2N
i= 1,j=
onde
iy, = (cos(Ok),sin(by)) = (Mak, myk), (A-4)

é o vetor spin classico associado a particula k. Entao, a magnetizagao total
do sistema é M = % SN 1, com, a qual podemos reescrever o Hamiltoniano

como

o pzz € N2 ol S o
=1 i,j=1 A—5)
=3 % + [1 - 7).

=1

Daqui podemos notar que a energia potencial do sistema depende diretamente
da magnetizacao M.

Agora, usando as equagoes de Hamilton:
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p OH

k= T a5

00y
o (A-6)

k — apka
temos as equagoes de movimento
) .0 .

= e[—Mymy . + Mymy ]

(A-7)

= —e [Mymy . — Mymy i)
= —¢[M cos(¢) sin(6x) — M sin(¢) cos(0)]
= —eM sin(6y, — ¢),

onde tan(¢) = M,/M,. Isto pode ser interpretado como a equacdo de um
péndulo no qual a magnetizacao M desempenha o papel da aceleragao da
gravidade (ou o comprimento da corda) e ¢ é uma perturbagdo na fase. E,

portanto, no caso em que M = 0, temos a equacao de uma particula livre.

A.l
Deducdo da curva calérica

Para determinar as propriedades termodindmicas do HMF usaremos o

ensemble candnico e portanto calcularemos a funcao de partigao

Z = / T1 dpid6; exp(—BH), (A-8)
=1

do HMF como
N N 2 ¢ N o
Z= /Hdpldel exp (—522927’ - 25 > [ _mi-mj]) : (A-9)

onde podemos separar esta fungdo como Z = ZxZy, onde Zi corresponde a

parte cinética e Zy a parte potencial. Sendo

T = / fv[ dpy exp <—B§: 1;) - (2;) v (A-10)

=1

Zy = exp (—66N> J (A-11)
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onde
N N
J = /Hd@l exp —26]:[ [—Tﬁzﬁ%])

=1
N Be N N

- /Hd@lexp “oN {—(Zmz)(zﬁ%)])
=1 ' /
N Be N ?

— /ll—[ldel exp | oo [Z ﬁ”bj] (A-12)
N N | M m. 2

— /ll—[ldel exp 562 {Z T]r\L;]

N
= /Hd@l exp <“£’2) ,
=1 2

para o qual definimos ¥ = Z?’Zl m; = NM and p = Be/N.

Agora devemos notar que p > 0 portanto a integral diverge no infinito.
Entao, devemos usar a transformacao de Hubbard-Stratonovich para o calculo
da integral.

Agora como

/OO exp[—(s — a)?]ds = /T, (A-13)

vemos que
o o0 /,l/ 2
/ / i exp l— (g— 2:@’) ] - (A-14)
/OO /OO d*ij exp [ + 2[ g } =, (A-15)
entao
exp |[La2] = 1 / - / ~ Pijexp [—gﬂ + 2[5.37 (A-16)
2 T J—0c0 J—0 2
ou
Be 2 / / 2 5 S
= d 2 A-1
exp l Jexp | =i + o Y (A-17)

Logo fazendo i — %617

/ | N
exp[ ] / / QBedeeXp[ 25€§2+2 25];5 2—5637
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temos
exp / / —dZy exp ﬁy_’2 + 7.y (A-19)
23e 23e M
Usando a representacao integral da funcao modificada de Bessel temos
que
1 ™
I,(z) = —/ exp [z cos a cos(na)do (A-20)
m Jo

entao T.y = Zf\il m;.j = Zf»il(cos(ﬁi)% + sin(6;)y,)-

00 00 o o0 N
d*ijexp [Z.9] = d*ijexp m; |y
oo oo N
= / / &> [ exp [11;.9) (A-21)
—00 J —00 1
= [ | @7 TL expleos(0;)y. + sin(0;)u,]

Logo,

1:[1 /_7; df; exp [cos(8,)y, + sin(b;)y,] = H /_7; df; exp [y cos(8;) cos(¢) + ysin(f;) sin(¢)]

= H d9 exp [y cos(b; — ¢)]

N

H / db; exp [y cos(6;)]

Jj=

= (2n1o(y))"
=exp [N In(271y(y))] .
(A-22)

Devemos notar que nao importa o valor do ¢ porque a integracao é sobre todo

o periodo, entao a integral serd a mesma.

_'2

J= i;gﬁ I d2yexp< l% —n (2r oy ))D (A-23)

Usando a aproximacao do ponto de sela
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J =~ max [exp (—N l—Q —1In 271y (y ))])1 ;

252 (A-24)
A exp [myax (—N l25€ —In (27 lo(y ))])1 :
entao
N/2
Z = (?) exp(—BZN)J
(27T N/2 BeN 2 (A-25)
= | — — — —111(271']0( )) .
7)) or e g (o [ -meenn)
Portanto, temos que a energia livre por particula sera
, 1
f=- A}l_r)noo <ﬁN In Z) , (A-26)
ou seja
1 Be y?
Bf = —21n<ﬁ> —f—?—i—max (—Be—i—ln(Qﬂlo( ))) (A-27)

Entao, podemos calcular a energia média do sistema por particula

U= 55 (ﬂf )- (A-28)

Logo, lembrando que dly(y)/dy = I(y), obtemos

op

9 3 = (95 { ;m (26”) 4 626 + max <—2y; +1n (2710(@/))) , } (A-29)

1 o) y?
€ 0 ymaa:
20D = ot 5 o (e e ) (A
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) 1 e Ymaz |
aﬁw”:z/m(l‘(ﬁe )) .

0
B

1

=33 +§ <1 - (g(ymax)y) : (A-33)

Entao, a energia por particula u (densidade de energia) é

(Bf)

1 € Il 2
= 535 1= mazx 5 A-34
u 25+2< (Io(y ))) (A-34)
onde podemos ver que a magnetizacao M deve ser:

M = (). (A-35)
0

Para obter o maximo valor de y devem ser satisfeitas as seguintes

condicoes:

1 € Il
_= —_— mazx ) - A‘36
6 Ymax IO (y ) ( )

Podemos solucionar numericamente as equagoes (A-35) e (A-36), e obter
um grafico como mostrado na Fig. 1.3 para os valores correspondentes de

energia e temperatura.
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B
Integracao numérica

A dinamica molecular é uma técnica que permite realizar a integracao
numérica das equagoes de movimento de um sistema fisico dadas as condig¢oes
iniciais (posi¢oes e momentos) e interagoes entre as particulas para determinar
a sua evolucao temporal e assim poder calcular as quantidades de interesse.

Se temos uma equacao diferencial da ordem m

"y
dtm

T

— ... B-1
y? dt? ) dtm_1>7 ( )

podemos reduzir esta em m equagoes diferenciais ordinarias de primeira ordem

definindo novas varidveis y; =y, y;41 = dy/dt/ para j =1,...,m —1 e assim
dy;
- Yj+1
(B-2)
W _ ys )
dt YY1, Y2, -+ -5 Ym)s
onde 7 = 1,2,...,m — 1. Portanto, para simular uma equacao diferencial de

ordem m basta integrar m equacoes de ordem 1.

Para integrar numericamente as equagoes (B-2), usaremos métodos de
diferencas finitas. Estos métodos consistem em discretizar os passos de tempo
e calcular os novos valores iterativamente. Esta discretizacao é uma aproxi-
macao numérica geralmente baseada em expansoes de Taylor. Existem diversos
esquemas, de diferentes ordens de precisao, tanto implicitos quanto explicitos
com suas respetivas vantagens e desvantagens na convergéncia ou estabilidade

da solugao [87].
B.1
Algoritmo de Verlet

O algoritmo de Verlet, é baseado em dois truncamentos de segunda ordem

na expansao em série de Taylor da posicao
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2

r(t + 6t) = r(t) + Sto(t) + (Za(t),

ot (B-3)
r(t = 8t) = r(t) = bto(t) + —-a(b).
e portanto
r(t 4 6t) = 2r(t) — r(t — 6t) + 5t%a(t),
_ r(t+0t) — r(t — dt) (B-4)

v(t)

20t

Devemos notar que a posi¢ao no tempo t + ot é calculada independentemente
da velocidade, mas depende da posi¢cao, no tempo t e num instante anterior
(r(t) e r(t — d0t)), assim como também da aceleragdo em t. As vantagens de
usar este método sdo: (i) as posigoes sdo calculadas com erros da ordem de 62,
(ii) apresenta reversibilidade temporal para forcas conservativas, (iii) a nova
posicao ¢ calculada numa iteragdo e (iv) a energia é conservada. Mas o fato
de que um termo tao pequeno é adicionado a cada passo pode levar a tempos

longos a imprecisoes numéricas (problemas de convergéncia) [87].

B.2
Integracao numérica de equacoes diferenciais estocasticas

Para uma equagao diferencial estocastica da forma

dx
= ala, 1) + b, DE(), (B-5)
nao existe uma adaptagao simples dos métodos numéricos de equagoes difer-

encias ordindrias [22] e isto é porque a idealizagao do ruido é nao diferencidvel.

Portanto, a solucao

x(t) =0+ ta(x(s))ds + Z‘/b(al:(s))(ﬂ/V(s), (B-6)

to to

onde dW (t) = £(t)dt, tém dois termos integrais, o primeiro do tipo riemanniano
e o segundo termo uma integral que pode ser calculada desde dois pontos de
vista: Itd6 ou Stratonovich, do qual depende a escolha da forma de calculo da
integral estocastica segundo o valor atribuido a b(z,t) [22].

Porém no caso de ruido aditivo o termo b(x,t) é constante portanto o

segundo termo de integracao nao depende do estado do sistema, entao

o) =20+ [ ala(s)ds +b [ dW(s), (B-7)

to to
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o qual permite usar os métodos de integragdo numérica usuais e acrescentar o

termo do ruido a cada passo de tempo.

B.3
Dinamica browniana

Para fazer uma integragdo numérica de um sistema de equagoes de
Langevin com forgas externas usamos o algoritmo de Verlet acoplado com

uma dindmica de langevin [87].

v(t)

mb = F(t) —myv(t) +n(t),

’ (B-8)

onde (n(t)n(0)) = 2mkgT~o(t).
As equagbes de movimento (B-8) sdo discretizadas, supondo que as
forcas permanecem aproximadamente constantes num intervalo de tempo ot

da seguinte forma [87]:

) 5t? + c3—F<t) 5t + or¢,
mF t " (B-9)
5t + czﬁétz + ov°,
m

r(t+0t) = r(t) + c1v(t)ot + co

F(t)

v(t + 0t) = cou(t) + - =

onde

co = exp(—dt),

c1 = (1 —cp)/(vdt), (B-10)
e = (1—c¢1)/(760),

C3 = (1/2 - 02)/('7(%)7

sdo constantes de integracio e 6r% e v sdo variaveis aleatérias correlacionadas

via uma distribuigdo gaussiana bivariada [87] da forma

1
or¢, ovY) =
p( r,0v ) 2770'7"0-@(1_631))1/2

1 5r¢\ 2 A 5 or¢ v
% exp _2(1—crv)2 <UT> +<O'U> a Crv(m)(%) ’

(B-11)

onde
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KT
Ug = <(5UG)2> = W(1 — exp(—274t)), (B-12)
KT 1 1
2 = 6 Gy2 — 6'[:277 2 - _ 4 —’Y(St —2’}/5t B—l
o = {(0r7)%) g |2 B e e (1Y)
€
Crp = 5tﬂ 1 L(l . efyét)Q_ (B—14)

m 0,0, Y0t

Finalmente, para obter os termos jv“ e r“ correlacionados mediante (B-
11) temos que sortear duas nimeros 7; e 1, com dois distribuigbes gaussianas

e assim teremos [88]

o’ = o, (Cmﬂh + /(1 — c%v)> M2,

orY = o,m.

(B-15)

Com este método devemos obter uma integragao estocasticos para os
banhos térmicos. Devemos notar que no limite sem ruidos estocastica se

recupera o algoritmo de Verlet.

B.4
Algoritmo simplético

Os algoritmos simpléticos sao integradores numéricos que conservam o
volume do espacgo de fases, mediante transformagoes canonicas. Isto garante a
conservagao da energia total do sistema isolado [98].

Dado um Hamiltoniano da forma

H="T(p)+V(g), (B-16)

onde p e ¢ sdo o momento e a posicao de uma particula. Entdao podemos

escrever as equacoes de Hamilton

2={z,H(2)} = Dpz, (B-17)

onde z = (¢, p) é um ponto no espaco de fases, Dy F = {F, H(z)} é o operador

de evolugao e {, } as chaves de Poisson. Entao, a solugao formal desta é

2(1) = exp(tDy)z(0), (B-18)
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e, como o Dy = Dy + Dy, temos que

exp [TDy| = [[ exp(c;7Dr) exp(d;7Dv) + O(7"). (B-19)

=1

Desta expressao podemos extrair uma sucessao de mapas, para as coordenadas

(q,p), da forma

. 8T( )
i = qi-1 T TC>—\Pi-1),
i = gi—1 ap Di—1

oV
Di = Pi—1 — Tdi?q(%’—l)-

(B-20)

Com estas podemos iterar a cada passo de tempo 7 com uma precisao O(7"*1)
conforme a ordem que desejemos. Entretanto, para o caso de segunda ordem,
se recupera o algoritmo de Verlet. E para o caso de quarta ordem temos que

os coeficientes ¢; e d; sdo [98]

dy =ds = x4, dy = x,ds =0,
(B-21)
a=c=11/2, cy=c3=(x0+x1)/2,
onde
21/3 1
=Ty g T g (B-22)

Uma caracteristica dos algoritmos simpléticos é que podemos ter uma precisao
alta para um 7 nao muito pequeno. Porém, isto nao reduz o tempo de calculo
j& que num mesmo passo de tempo temos que iterar n vezes dependendo da

ordem simplética escolhida.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1313017/CA


PUC-RIo - Certificacdo Digital N° 1313017/CA

C
Tempo de relaxacao para a difusao normal

Se a lei de Fourier é satisfeita, entao a temperatura tera um comporta-

mento difusivo

Kk 02

0
_T -z
(t7 aj) c axQ

5 T(t,x). (C-1)

A solugao desta equagao pode-se obter usando separacao de varidaveis
T(x,t) = ((x)0(t). (C-2)

Entao, a solugao geral desta equacao para condi¢oes peridédicas de contorno é

A oo
T(x,t) = 70 + 3" (A, cos(gnz) + B, sin(g,x)) e /™, (C-3)
n=1
onde,
1 c¢N?
S 4
™ e 2 (C-4)

sendo g, = 2mn/N, k a condutividade térmica, e N o nimero de particulas.
Portanto, se inicialmente o sistema tem dois temperaturas diferentes 77 e 15

em cada metade, logo AT =T} — Ty sera:

= 8 (Tl - Tz) —(2m+1)2t/7'1'

AT(t) = — -5
0= 2 1 ()
Agora, como 71 > T >,...,> T, > ..., pode-se truncar a série no primeiro
termo
1 ¢ .,
kK=—— C-6
472 1 (C-6)

Finalmente, se o sistema satisfaz a lei de Fourier, o tempo de relaxacao 7 deve

escalar como N? [93].
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