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Resumo

Piva, Gabriel Gomides; Anteneodo, Celia (Orientadora). Padroes espa-
ciais em extensoes nao locais da equacao de FKPP: dependéncia
da densidade e heterogeneidade. Rio de Janeiro, 2022. 100p. Tese de
Doutorado — Departamento de Fisica, Pontificia Universidade Catdlica
do Rio de Janeiro.

Uma propriedade notavel dos sistemas biologicos é a formagao de estru-
turas espaciais. Estas podem surgir por auto-organizacao, como consequéncia
das proprias interagoes entre os individuos. Para estudar estas estruturas e
como elas emergem, tém sido muito titeis modelos simples para a dinamica da
densidade espacial de uma populagao, que levam em conta apenas certos pro-
cessos elementares (como reprodugao, competicao e dispersao). Em particular,
a equagao de FKPP (Fisher-Kolmogorov- Petrovski-Piskunov), que inclui sim-
plesmente o crescimento logistico mais a difusao normal, ¢ um modelo classico
para a dinamica de uma populacao de uma unica espécie. Dentro do quadro
minimalista da equagdo de FKPP e suas variantes, a competicao a distancia
(ou, nao local) é a principal responsavel por produzir oscilagoes espaciais na
densidade da populagao.

Entretanto, a nao localidade pode ocorrer também nos demais processos.
Assim, um primeiro objetivo desta tese é investigar como as diferentes escalas
espaciais presentes podem interferir entre si, afetando a formagao de padroes.
Para isso, consideramos uma generalizacao da equacao de FKPP em que
todos os termos sao nao locais, em um ambiente homogéneo com condig¢oes
de contorno periddicas. Enquanto a competicao é o principal processo por tras
da formacao de padroes, mostramos que os outros dois podem agir de forma
construtiva ou destrutiva. Por exemplo, a difusao, que comumente homogeniza,
pode favorecer a formacao de padroes dependendo do formato e alcance das
fungoes de influéncia de cada processo.

Em um segundo estudo, motivado por resultados experimentais, procu-
ramos entender como a variabilidade da difusividade pode impactar a organi-
zagao espacial da populagao dentro e fora de um refugio (regido de alta qual-
idade imersa em um ambiente hostil). Para tanto, consideramos uma outra
generalizacdo da equagao de FKPP, com nao localidade apenas no processo

de competicao intra-espécie, e modificada para levar em conta a presenca do
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refigio. Além da dependéncia espacial da taxa de crescimento, que é a prin-
cipal caracteristica distintiva de um refigio em um ambiente hostil, também
consideramos o fato de que a mobilidade pode ser heterogénea no espago ou
depender da densidade populacional. Focamos em dois casos em que a difu-
sividade responde a densidade de individuos, diminuindo ou aumentando com
a densidade populacional. Para comparagao, também abordamos a difusivi-
dade dependente do espaco, com valores diferentes dentro e fora do refigio.
Observamos que o limiar da formacao de padroes, no espago de parametros, é
bastante robusto diante destas heterogeneidades. Por outro lado, a dependén-
cia com a densidade pode produzir uma realimentacdo que esta ausente em
meios homogéneos, e que afeta a forma dos padroes.

Em todos os casos, os resultados foram obtidos mediante a integracao
numérica das equacoes integro-diferenciais e realizando consideragoes analiti-

cas.

Palavras-chave
Dinédmica de populagbes bioldgicas; Formacao de padrdes; Auto-

organizacao; Equacao de FKPP; Nao localidade; Difusividade heterogénea.
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Abstract

Piva, Gabriel Gomides; Anteneodo, Celia (Advisor). Spatial patterns
in nonlocal extensions of the FKPP equation: density de-
pendence and heterogeneity. Rio de Janeiro, 2022. 100p. Tese de
Doutorado — Departamento de Fisica, Pontificia Universidade Catdlica
do Rio de Janeiro.

A remarkable property of biological systems is the formation of spatial
structures. These can arise by self-organization, as a consequence of the inter-
actions between individuals. To study these structures and how they emerge,
simple models for the dynamics of the spatial density of a population, which
take into account only certain elementary processes (such as reproduction,
competition and dispersion) have been very useful. In particular, the FKPP
(Fisher-Kolmogorov-Petrovski-Piskunov) equation, which simply includes lo-
gistic growth plus normal diffusion, is a classic model for the dynamics of a
population of a single species. Within the minimalist framework of the FKPP
equation and its variants, distance (or, non-local) competition is primarily re-
sponsible for producing spatial oscillations in population density.

However, non-locality can also be present in other processes. Then, a first
objective of this thesis is to investigate how the different spatial scales which
are present in each process can interfere between them, affecting the formation
of patterns in a homogeneous environment with periodic boundary conditions.
For this purpose, we consider a generalization of the FKPP equation in which
all terms are nonlocal. While competition is the main process behind pattern
formation, we show that the other two can act constructively or destructively.
For example, diffusion, which commonly homogenizes, can favor the formation
of patterns depending on the format and range of the influence functions of
each process.

In a second study, motivated by experimental results, we seek to under-
stand how the variability of the diffusivity can impact the spatial organization
of the population inside and outside a refuge (a high-quality region immersed
in a hostile environment). Therefore, we consider another generalization of the
FKPP equation, with non-locality only in the intra-species competition pro-
cess, modified to take into account the presence of the refuge. In addition to the
spatial dependence of the growth rate, which is the main distinguishing feature

of a refuge in a hostile environment, we also consider the fact that mobility
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can be spatially heterogeneous or depend on population density. We focus on
two cases in which diffusivity responds to the density of individuals, decreasing
or increasing with population density. For comparison, we also address space-
dependent diffusivity, with different values inside and outside the refuge. We
observed that the threshold of pattern formation in parameter space is quite
robust under the presence of these heterogeneities. On the other hand, density
dependence can produce a feedback that is absent in homogeneous media, and
that affects the shape of the patterns.

In all cases, the results were obtained by numerical simulations of the

integro-differential equations and by analytical considerations.

Keywords
Population dynamics; Pattern formation; Self-organization; FKPP

equation; Nonlocality; Heterogeneous diffusion.
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Lista de figuras

Figura 1.1 Exemplos de estruturas espaciais em populacdes bioldgicas.
(a) Labirintos de P.vaginatum (figura extraida da Ref. [1]) e (b) morros de
termitas (figura extraida da Ref. [2]).

Figura 1.2 Representacao pictérica da interacdo nao local entre vaérias
arvores que competem por uma mesma fonte de agua.

Figura 1.3 Funcdes de influéncia tipicas f;(y), com escala de interacdo /.
Figura 1.4  Transformadas de Fourier das funcdes de influéncia mostradas
na Fig. 1.3, sendo ¢ = 1.

Figura 1.5 Taxa de crescimento modal A(k) correspondente as func¢des
de influéncia mostradas na Fig. 1.3, sendo ¢ = 1, para D = 0 (linhas cheias)
e D = 0.01 (tracejadas).

Figura 1.6 Funcdes de influéncia para diferentes parametros ¢ mostrados
na legenda, com as formas triangular (¢ = 0) e subtriangulares (¢ < 0) e
suas respectivas transformadas de Fourier.

Figura 1.7  Comparacao entre as funcdes de influéncia representadas em
(a) e dadas por fi(z) = exp(—z'°)/N (linha clara) e f; = [exp(—2'Y) —
exp(—x*)]/N (linha escura) onde N é um coeficiente de normalizacdo. Em
(b) sdo mostradas as suas respectivas transformadas de Fourier.

Figura 1.8 Representacao pictérica da taxa de reproducdo com depen-
déncia espacial, dada pela Eq. 1-17 extraida da Ref. [3] e adaptada.

Figura 2.1  Andlise de interferéncia de acordo com a Eq. (1-12) para D
retangular, C exponencial, com (a) d = 0.2, (b) d = 2.0. Os pardmetros
fixossdoc =18, D =02, C =G = 1.

Figura 2.2 Anélise de interferéncia de acordo com a Eq. (1-12) para C
retangular e D exponencial, para (a) d = 0.3 e (b) d = 8. Em ambos os
casos, o crescimento é local G(k) — 1. Os paradmetros fixos s3o ¢ = 18 e
D =0.2.

Figura 2.3 Andlise de interferéncia de acordo com a Eq. (1-12) para D
e C retangulares, enquanto o crescimento ¢ local g(k:) — 1. Os parametros
sdod=0.5(a),d=2(b), c=8fixoe D =0.2.

Figura 2.4  (a) Taxa de crescimento A(k) do modo k e (b) perfil de
densidade u(x) no estado estacionério, para diferentes valores de d indicados
na legenda (quanto mais escuro, maior), com ¢ = 18 (as fun¢des de
influéncia da difusdo e competicdo sao retangulares, enquanto o crescimento
é local, ou seja, g — 0), com coeficientes D = 0,2 e G = 1. Os perfis sdo
resultado de simulacdes para uma caixa de tamanho L = 100 com condicdes
de contorno periddicas, em t = 100.

Figura 2.5  Gréfico de calor da taxa maxima de crescimento A\(k*), para
as funcoes de influéncia retangulares da competicdo e difusao, enquanto
o crescimento é local (¢ — 0), com G = 1, D = 0.2. As linhas retas
correspondem aos maximos locais (sélidas) e minimos (tracejadas), previstas
a partir dos extremos da funcdo sinc conforme explicado no texto. Os
simbolos X correspondem aos casos mostrados na Fig. 2.4.
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Figura 2.6 Graficos de calor da taxa maxima de crescimento dos modos
A(k*) em diferentes planos do espaco das trés escalas das funcdes de
influéncia (retangulares), nos planos (a) d — ¢, em g = 1, (b) g — d, em
¢ =14 (c) g — ¢, em d = 1. Os coeficientes de crescimento e difusdo sdo
G =1e D = 0.2, respectivamente.

Figura 2.7  Analise de interferéncia para diferentes escalas g indicadas na
legenda, com a escala fixa ¢ = 10 (para fun¢des de interacdo retangulares de
crescimento e competicdo), D =0e G = 1. A = A\, + A, (linhas sélidas) e
componentes ), (linhas tracejadas) e A, (linha pontilhada) vs. k. As regides
sombreadas destacam a faixa de variacdo dos componentes )\, e A..

Figura 2.8 Anélise de interferéncia para C e D retangulares com (a)
g =10 (b) g = 18.5, e ¢ = 10, com coeficiente G = 1, e difusdo desprezivel
com D = 0. Note que méximo absoluto de A(k), muda do negativo (a) para
o positivo (b) quando a escala g varia, devido aos possiveis papéis destrutivos
e construtivos, respectivamente. Além do mais, ug = 1, e os expoentes sdo
a=025ep=~vy=15.

Figura 2.9  (a) Taxa de crescimento A(k) e (b) perfil estacionério de
densidade u(x), para diferentes valores de g indicados na legenda (maiores
para as cores mais escuras). Os outros pardmetros sdo ¢ = 10, d = 2
(todas as fungdes de influéncia sdo retangulares), com coeficientes G = 1
e D = 0.2. Os perfis sdo os resultados das simulacdes para uma caixa
de tamanho L = 100 com condicdes periédicas de contorno, em t = 200.
Expoentes: & = 0.25, v =1 e f = v = 1.5 Ademais, ug = 1, e os expoentes
ssov=1a=025e=~v=15.

Figura 2.10  Graficos de calor da taxa maxima de crescimento dos modos
A(k*) para funcdes de influéncia retangulares nos planos (a) d — ¢, com
g = 185, (b) d — g, com ¢ = 10, (c) ¢ — g, com d = 2. Os coeficientes
sao D =02e G =1, up = 1, e os expoentes sao v = 1, a = 0.25,
f =~ = 1.5. Os simbolos x em (c) correspondem aos casos da Fig. 2.9.
Figura2.11  Comprimento de onda dominante 27 /k* dos padrdes. (a) Caso
ndo linear: correspondentes aos cortes na Fig. 2.10(c) para diversos valores
de ¢ indicados na legenda. (b) Caso linear: correspondentes aos cortes da
Fig. 2.6(c) para os mesmos valores de c. As linhas tracejadas correspondem
a predicdo no limite local. Enquanto que no caso linear (b) o comprimento
de onda depende essencialmente apenas de ¢, no caso n3o linear (a) pode
variar significativamente com outras escalas.

Figura 3.1  Perfil de densidade de bactérias sob um refligio em ambiente
sujeito a luz UV, figuras extraidas do artigo [4].

Figura 3.2 Evolucdo no tempo da densidade populacional (a), o coefici-
ente de difusdo dependente da densidade D, (u) (b), e fluxo J = — D1 (u)0,u
(c), para valores de t indicado na legenda, fixando 0 = 0.3, d =1, r;, = 1,
para 7o = —0.02.

Figura 3.3 Perfis estacionarios de densidade populacional (a), coeficiente
de difusdo D;(u) (b), para diferentes taxas de crescimento fora do refigio,
T'out COM 0s valores fixos de 0 = 0.3 e d = 1.
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Figura 3.4  Populacao total fixando ¢ = 0.3, d = 1, ry, = 1, para
diferentes valores de r,,;. Mostramos as populacBes totais (integrais de
u(z)) para os intervalos (—100, —98) U (—10,1). U;, e Uy representam,
respectivamente a populacao total dentro do refligio e fora do refigio.
Figura 3.5  Perfis estacionarios wu, e correspondente Di(u) =
dexp(—u/o), (a)-(b) com diferentes valores de o indicados na legenda,
mantendo d =1 e r,,; = —0.02.

Figura 3.6  Perfis estaciondrios u, e correspondentes Di(u) =
dexp(—u/o) (a)-(b), para diferentes valores de d, configurando o = 0.3.
Parametros fixos 7, = 1, 7oyt = —0.02, L=10e w = 1.

Figura 3.7  Diagramas de fases no plano o — d de D;(u). As regides I-llI
correspondem as descritas em Sec. 3.3.1. Os gréaficos de calor representam as
partes reais kp (a) e imaginarias k; (b) da raiz relevante de A(k). Os simbolos
correspondem aos resultados da integracdo numérica da Eq.-(3-1): os picos
sdo observados (preenchidos), ou ndo (ocos), para os circulos cruzados n3o é
atingido um estado estacionario. As linhas tracejadas e sélidas correspondem
a previsdo dada pelas Egs. (3-7) e (3-8), que caracterizam onde as partes
imaginaria e real desaparecem respectivamente. Parametros fixos 7;, = 1,
Tour = —0.02, L=10e w = 1.

Figura 3.8 Detalhe da evolucdo temporal de u(z) e Dy(u) para ¢ = 0.2

e d = 1.6 (correspondendo ao simbolo com x) na Fig 3.7, e 7, = 1,
Tout = —0.02.

Figura 3.9  Perfis estacionarios de u, D(u) e fluxo .J, gerados por D(u) =
Dy(u) = d[1 — exp(—u/o)], para diferentes valores do pardmetro de

decaimento o, com d = 0.03 fixo, 1y, = 1, 7w = —0.02, w=1e L = 10.
Figura 3.10 Diagrama de fases no plano 0 —d de Dy(u), como na Fig. 3.7.
Os padrdes s3o formados exceto na regido branca em (a). Pardmetros fixos
Tin =1, Towt = —0.02, L =10, e w = 1.

Figura 3.11 a) Perfis estacionarios de u(z), D(z) e J, sob difusividade
dependente do espaco na Eq. (3-4), para um refligio de tamanho L = 10,
com diferentes valores da largura da interface s indicados na legenda, para
D;, = 0.01 em (a)-(c) e para D;,, = 0.02 em (d)-(f). Os pardmetros fixos
S30 Dyt = 1, 15, = 1, 7o = —0.02 e w = 1.

Figura 3.12  Perfis estacionarios da densidade populacional, para os para-
metros L = 10, s = 0.2, w = 1 e, variando o parametro indicado na legenda
de cada painel para D;,, = 0.01, r,,; = —0.02,

Figura 3.13  Perfis estacionarios da densidade populacional, para os para-
metros L. = 10, s = 0.2, w = 1 e, variando o parametro indicado na legenda
de cada painel, para 7, = 1, 7oy = —0.02, Dy = 1.

Figura 3.14  Perfis estacionarios da densidade populacional, para os para-
metros L. = 10, s = 0.2, w = 1 e, variando o parametro indicado na legenda
de cada painel, parar;, =1, D;,, = 0.01, D,y = 1

Figura 3.15  Perfis estacionarios da densidade populacional, para os para-
metros L = 10, s = 0.2, w = 1 e, variando o parametro indicado na legenda
de cada painel, para r,,; = —0.02, D;,, = 0.01, D, = 1.
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Figura 3.16  Diagramas de fase no plano D;, — r;, para um perfil bindrio.
Grafico de cores e regides como na Fig. 3.7. Padrdes sdo formados, exceto
na regido branca em (a). Pardmetros corrigidos Dy = 1, 7o = —0.02,
L=10ew=1.

Figura A.1  Perfis de densidade em diferentes escalas d indicadas na
figura, para D retangular, C exponencial e G — 1. Os perfis foram obtidos
para ¢ = 18 e correspondem com a analise de interacao das componentes
mostrada na Fig. 2.1.

Figura A.2  Perfis de densidade em diferentes escalas d indicadas na
legenda, sendo D exponencial, C retangular e G — 1. Os perfis foram obtidos
para ¢ = 18 e correspondem com a analise de interacdo das componentes
mostrada na Fig. 2.2.

Figura A.3  Andlise de interferéncia de acordo com a Eq. (1-12) para D
triangular e C retangular, enquanto o crescimento é local (j(k) — 1. Os
parametros sdo d =5 (a), d =8 (b), c =8 fixoe D =0.2.

Figura A.4  Grafico de calor no plano d — ¢ para D triangular, C retangular
e G — 1. O coeficiente de difusdo é D = 0.2. As linhas retas correspondem
aos maximos locais (sélidas) e minimos (tracejadas), previstas a partir dos
extremos da funcio sinc?.

Figura A5  Perfis de densidade populacional de acordo com os pontos do
mapa de calor mostrados na Fig. A.4 para diferentes escalas d mostradas
nas legendas, lembrando que c =18 e D ~ 0.2

Figura A.6  Andlise de interferéncia para o caso n3o linear com D triangu-
lar, C retangular enquanto que o crescimento é local G — 1. Os parametros
sdoa=046,3=2,7v=2eD=2parac=8fixoed=2(a), d=38
Figura A.7  Grafico de calor no plano d—c¢, para D triangular, C retangular
e G — 1. O coeficiente de difusio é D = 2 e os expoentes sio a = 0.46,

f=v=2

Figura B.1  Derivada da func¢&o sinc(kw) (linha sélida) e suas aproxima-
¢Bes em série de Taylor até a 10? (linha tracejada rosa) e 112 ordem (linha
tracejada vermelha) para o célculo de k*.

Figura B.2  (a) Perfis de densidade populacional e (b) perfis de difusivi-
dade com dependéncia espacial, correspondentes aos pontos mostrados nos
diagramas da Fig. 3.16, e valores fixos de Dy, = 1 € 1o = 1.

Figura C.1  Valor critico do parametro d para perfis de baixas densidades.
Note que o resultado numérico corresponde ao previsto pela teoria dada pela
Eq. (C-9). No painel (a), d. ~ 4.5 para L. = 5 e em (b) d. ~ 11.4 para
L. = 8. Os parametros fixos sdo r;, = 1, roys = —6, e 0 = 1.

Figura D.1  Densidade populacional no estado estacionério e difusividade
gerada por D(u) = Ds(u) = d(u/ug)”, para diferentes expoentes v com
d =0.01 fixo, 74, = 1, 7yt = —0.02, w=1e L = 10. Parav = —1.5, a
difusividade fora do refligio é D(u) ~ 10 (ndo mostrado).
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Science is a differential equation. Religion is
a boundary condition.

Alan Turing, Epigram to Robin Gandy (1954); reprinted in Andrew Hodges,
Alan Turing: the Enigma (Vintage edition 1992), p. 513.
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1
Introducao

Uma propriedade interessante dos conjuntos de seres vivos é a organi-
zagao espacial da populacao de uma dada espécie formando padroes que nao
sao completamente regulares, mas certamente nao sao formados ao acaso. Por
exemplo, no contexto de vegetacoes, sao vistos os circulos de fadas localizados
no deserto da Namibia [5], savanas com ninhos de termitas organizados espa-
cialmente [2] e arbustos com estruturas que lembram as manchas de tigres [6].
Alguns exemplos sao mostrados na Fig. 1.1. Além dos exemplos citadas, que
ocorrem em grandes escalas, também podem ser observadas estruturas espaci-

ais no laboratério, como em colonias de bactérias [4, 7].

Figura 1.1: Exemplos de estruturas espaciais em populagoes biolégicas. (a)
Labirintos de P.vaginatum (figura extraida da Ref. [1]) e (b) morros de termitas
(figura extraida da Ref. [2]).
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Essa organizacao espacial muitas vezes tem um papel. Com efeito,
a organizacao espacial é conhecida por ter varias consequéncias ecolbgicas
importantes como favorecer a biodiversidade [8], melhorar a robustez ou
resiliéncia dos ecossistemas [2, 9], e permitir a coexisténcia de espécies [10, 11].
As estruturas espaciais podem ser induzidas por vinculos externos [12] ou por
condigbes de contorno [13], mas o mais interessante ¢ que elas podem surgir
espontaneamente por auto-organizacao, ou seja, governadas pelas interagoes
entre os individuos [14, 15].

Para entender como surge esse fendmeno, tem sido 1til considerar mode-
los simples para a dindmica da densidade populacional u(x,t) de uma unica
espécie, levando em conta apenas os processos mais elementares, como repro-
ducgao, competicao e dispersao. A dinamica de populacio de espécie tinica em

uma dimensao pode ser descrita por uma equagao do tipo [16]

Owu(x,t) = Lu(x,t) = Zﬁiu(x, t), (1-1)

onde L é um operador que agindo sobre u permite representar um conjunto de
processos basicos, cada um dos quais pode ser descrito mediante um operador

L;. O mais comum neste contexto é dado pela funcao logistica,

Lou(z,t) = Gu(z,t) — C u(z, )], (1-2)
que fornece o crescimento populacional, onde o primeiro termo representa o
aumento da populagao regulado por uma taxa per capita G > 0 e o segundo
termo o freia, devido a competicado por recursos intra-espécie sendo C' uma
constante positiva. O crescimento e a competicdo podem ser considerados
separadamente.

O trabalho de Fisher [17], que foca em modelar a replicagao de genes
mutantes, com densidade u(x, t), é baseado no modelo de Verhulst (crescimento
logistico), incluindo a movimentagao aleatéria, modelada através de um termo
de difusao normal, ou seja, além de L,, contempla um outro termo com

operador diferencial

Lou(z,t) = DIypu(x,t), (1-3)

sendo a constante de difusao D > 0.
O modelo de Fisher, inclusive numa versao mais geral, foi estudado por
Kolmogorov et al. [18], ficando conhecido como equacgao de Fisher-Kolmogorov-

Petrovski-Piskunov (FKPP), que pode ser expressa como

Ou(x,t) = DOyyu(w,t) + Gu — Cu?. (1-4)
Esta equagao se tornou um modelo classico para a dinamica de popula-

¢oes de uma tunica espécie.
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1.1
N3ao localidade

As origens da formacao de padroes em populagoes biolégicas tém sido ti-
picamente ligadas a mecanismos de realimentacao dependentes de escala rela-
cionados aos processos elementares [19, 20]. Tais mecanismos podem ser esten-
didos espacialmente, nao dependendo somente dos observaveis em cada ponto
mas numa vizinhanga, devido a interagao com outros individuos ou substan-
cias que atuam como mediadores, estendendo seus efeitos pelo espaco. Como
exemplo ilustrativo, a competicdo de plantas por dgua pode ser considerada
um processo nao local devido a estrutura espacial das raizes ou a dinamica
difusiva da dgua [21, 22|, como ilustrado pictoricamente na Fig. 1.2. Outro
exemplo de mediador, além da agua, é o vento que propicia o espalhamento de

sementes [6, 20].

SJe(x)

Figura 1.2: Representacao pictérica da interacao nao local entre varias arvores
que competem por uma mesma fonte de agua.
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A nao localidade é tipicamente representada matematicamente pela

operacao de convolugao

foxulz) = / ol — aYula 1)de, (1-5)
entre uma funcao de influéncia fy(z) e a densidade u. Assim cada termo na

Eq. (1-1) pode conter a substituigao

u— fr*xu, (1-6)
tornando a equagao de evolucao da densidade populacional uma equacao
integro-diferencial.

Cada fungdo de influéncia tem uma forma particular (normalizada),
com uma escala de comprimento caracteristica ¢ como parametro principal,
correspondendo a um raio de acao efetivo. Para simplificar, restringiremos
nosso estudo a fungoes de influéncia simétricas. Na Fig. 1.3, mostramos fungoes
de influéncia representativas deste tipo, fy(y), caracterizadas por uma escala

de comprimento £.

fo(y) fo(y) fo(y)

— 1 o(y[=H) 1 1 —|yl/¢
| >0 ( Q\fy NIY/
ry ey ey

(a) Retangular (b) Triangular (c) Exponencial

Figura 1.3: Fungoes de influéncia tipicas fy(y), com escala de interagao £.

Cada processo nao local pode estar associado a uma forma especifica
da func¢ao de influéncia, D, G, C, que correspondem a difusdo, ao crescimento
e a competicao, respectivamente, com as respectivas escalas ¢ = d, g e ¢,
que para simplificar a notacao serao omitidas como subindices das respectivas
funcoes de influéncia. Em todos os casos, as fungoes f sdo normalizadas e,
quando ¢ — 0, f(z) tende a uma delta de Dirac d(x). Modelos nao locais
tém sido aplicados em diferentes contextos e, particularmente, descrevem
razoavelmente, por exemplo, os padroes de vegetacao observados em regioes
semidridas [20, 6, 23].
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1.2
Formacao de padroes

A nao localidade introduz escalas caracteristicas que podem governar
a formagao de padroes na distribuicio de uma populacao [24]. Em particu-
lar, a nao localidade na competicao pode produzir oscilagoes espaciais cujo
comprimento de onda caracteristico é governado pelo alcance das interagoes
competitivas intra-espécie [25, 26, 27].

Como exemplo, consideremos a seguinte forma particular nao local da
equacao de FKPP (1-4)

ou = DOgu—+u—uC*u. (1-7)

Esta equacao possui uma uma solugdo estaciondria homogénea nao trivial
u = ug = 1. Para investigar a estabilidade das solucdes nao homogéneas,
consideramos uma pequena perturbacao em torno do estado homogéneo do

tipo

u(z,t) = uo + €(x,t), (1-8)
onde |e(z,t)] < ug. Substituindo a Eq. (1-8) na Eq. (1-7), desprezando termos

de ordem superior em €, obtemos

Bye(w,t) = DOyye(a,t) — [Cx €|(x, 1), (1-9)

e finalmente aplicando a transformada de Fourier, obtemos

Oyé(k,t) = [-DE* — C(k)) é(k, 1), (1-10)
A(k)
onde ~ 00
Flk) = [  f(a) exp(—ike)da (1-11)

¢ a transformada de Fourier de uma dada fungao f(z). Para o caso local, f(x)
é a delta de Dirac e, portanto, f(k) = 1.
O termo entre colchetes na Eq. (1-10), fornece a relagao de dispersao, ou

expressao para a taxa de crescimento do modo k,

k) = —Dk* = C(k). (1-12)
Portanto é relevante conhecer a transformada de Fourier da func¢ao de influén-
cia para saber se o estado homogéneo ¢ estavel (A\(k) < 0, para todo k) ou se

uma perturbacao com nimero de onda k pode crescer.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821007/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1821007/CA

Capitulo 1. Introducio 21

As transformadas de Fourier das fung¢oes mostradas na Fig. 1.3 sao
representadas na Fig. 1.4 e as respectivas taxas de crescimento modal A\(k) na
Fig. 1.5, para D = 0 (que é o caso mais favoravel para formar padroes e que
corresponde a uma simples troca de sinal do f , linhas continuas) e um caso

com D > (0 para comparagao (linhas tracejadas).

(b) (<)

0.8
0.6

0.2

—0.4 L L L —04 1 1 1 —0.4 I I I
0 5 10 15 20 0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

k k k

Figura 1.4: Transformadas de Fourier das fung¢oes de influéncia mostradas na
Fig. 1.3, sendo ¢ = 1.

(b)

Figura 1.5: Taxa de crescimento modal A(k) correspondente as fungoes de
influéncia mostradas na Fig. 1.3, sendo ¢ = 1, para D = 0 (linhas cheias) e
D = 0.01 (tracejadas).

Note que o caso D = 0 é com efeito o mais favoravel para o aparecimento
de um pico com A(k*) > 0 em k* > 0. Note também que no caso triangular,
apesar de apresentar oscilacoes na sua transformada, essas oscilagoes nao
mudam de sinal, portanto é um caso marginal dentro da familia de fungoes
que serd descrita a seguir.

Para produzir a desestabilizagdo do estado homogéneo, e consequente-
mente os padroes espaciais, A(k) deve assumir valores positivos com modo
dominante k*, onde A\(k*) é méximo [15]. A desestabiliza¢do produz uma os-
cilagdo espacial com comprimento caracteristico A = 27/k*. Esse modo cresce

mais rapido nos instantes iniciais, como previsto pela analise linear.
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Note que a componente difusiva tende a estabilizar o estado homogéneo e
que C (k) ndo pode ter comportamento monotonico, para produzir um maximo
global de A(k) em 0 < k* < oo, o que implica certo formato da funcao de
influéncia tal que tenha o comportamento apropriado no espaco de Fourier.

Para a familia das exponenciais esticadas,

C(z) ~ exp(—|z[), (1-13)
surgem oscilagoes espaciais desde que o > 2, como foi mostrado anterior-
mente [10]. Como caso particular desta familia, a exponencial (o« = 1, e caso
(c) das figuras) tem transformada de Fourier
1

0.8 T /1. \9)
1+ (kc)?
que decai monotonicamente para k > 0, portanto nao pode provocar padroes.

C(k) (1-14)
O mesmo comportamento apresenta o caso marginal da Gaussiana (o = 2)

cuja transformada também é Gaussiana.

Se C(x) pertence a familia de g—exponenciais, isto é,

Cla) ~ [1— (1 —q)lal/e /"7, (1-15)
onde ¢ e ¢ controlam a forma e a escala da funcao de influéncia, respectiva-
mente, e o subscrito “+” indica que [z]; = z, se z > 0, ou [z]. = 0, caso
contrario. Desta familia, as formas subtriangulares, (¢ < 0) sdo o bastante
para a emergéncia de padroes espaciais [13]. Note no painel (b) das figuras
que o caso triangular é o caso marginal dessa familia de funcdes. As formas
triangular e subtriangulares com suas respectivas transformadas de Fourier sao

mostradas na Fig. 1.6.
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Figura 1.6: Funcoes de influéncia para diferentes parametros ¢ mostrados na
legenda, com as formas triangular (¢ = 0) e subtriangulares (¢ < 0) e suas
respectivas transformadas de Fourier.

Neste trabalho consideramos fungoes de influéncia definidas positivas,
entretanto cabe destacar que também podem ser observadas fungoes que
mudam de sinal, como no experimento de Nakamasu et. al [28], em que a taxa
de crescimento das células de pigmentos da pele do peixe-zebra é influenciado
de forma oposta pelas células vizinhas e pelas mais distantes [29]. No contexto
de vegetacao, este tipo de funcao de influéncia permite modelar a facilitagdo a
curto alcance, em que o crescimento acontece em uma escala proporcional
ao tamanho das copas das arvores, e a competicao a longo alcance, que
ocorre de acordo com a extensao das raizes [30]. Na Fig. 1.7 comparamos as
transformadas de Fourier de uma fungao de influéncia compacta (representada
pela linha clara) com a de uma fungao de influéncia que muda de sinal (linha
escura) e observamos que nao existe uma impacto significativo no cardter das

oscilagoes no espago de Fourier.
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Figura 1.7: Comparacao entre as funcoes de influéncia representadas em (a) e
dadas por fy(z) = exp(—21°) /N (linha clara) e f, = [exp(—z'?) —exp(—z1)|/N
(linha escura) onde N é um coeficiente de normalizagdo. Em (b) sdo mostradas
as suas respectivas transformadas de Fourier.

Em geral, no caso de uma funcao de interacao suficientemente compacta
a taxa A nao ¢ definida positiva, o que permite que A mude de sinal e aparecam
maximos com valor positivo, fornecendo o modo k*.

A fungao de influéncia retangular (caso (a) nas figuras) tem transformada

de Fourier

C(k) o sinc(k c) = sir;{(/ccc)’

a qual oscila com amortecimento no espaco de Fourier e pode alternadamente

(1-16)

assumir valores positivos e negativos, dependendo da escala c. Dado que esta
forma é simples e favorece a formacao padroes é a que mais sera utilizada como

paradigma.
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1.3
Heterogeneidades espaciais e dependéncia da densidade

Em sistemas bioldgicos, os fatores ambientais sofrem variagoes no espago
e no tempo [31, 32] que interferem naturalmente nos padroes espaciais, pois

controlam as taxas dos processos bioldgicos [33, 34].

Taxa de crescimento nao homogénea

Uma paisagem constituida por dominios caracterizados por diferentes ta-
xas de crescimento, pode se refletir em padroes da densidade da populacao,
como ocorre no caso da vegetacao [35, 36, 37, 38]. Além disso, a heteroge-
neidade da taxa de crescimento pode induzir a formagao de padroes [13], em
condic¢oes nas quais nao ocorreria em meios homogéneos. Os efeitos podem ser
observados em escalas ecologicas na natureza, bem como experimentalmente
em laboratério, como em experimentos com bactérias [4]. As mudancas nas con-
digoes ambientais podem ser suaves ou bruscas. Esse tltimo tipo de mudanca
pode ser encontrado, por exemplo, na interface entre florestas e pastagens [32],
nos limites de oésis [31], onde ha um claro contraste na taxa de crescimento.
Nesses casos, a taxa de crescimento GG constante deve ser substituida por uma
funcdo com dependéncia espacial, G — r(x).

Em um cenario de refigio, ou seja, onde existe uma regiao viavel rodeada
de uma menos favordavel, como um abrigo, escudo, mascara, ilha, odsis, etc.,
que fornece um ambiente protegido para a supervivéncias dos individuos
contra condigoes desfavoraveis, a taxa de crescimento pode ser escrita, no caso

unidimensional, como [3, 13]

r(z) =T + (Fow — 7in)O(|z| — L/2), (1-17)
onde 7;, é a taxa de reproducao no interior do refugio, r,,; a taxa fora, e
O ¢é a fungdo degrau de Heaviside (ver Fig. 1.8). Essas condigbes podem ser
reproduzidas experimentalmente em laboratério [4] por meio de uma méscara
que protege uma colonia de bactérias da radiagao UV.

A sobrevivéncia num refiigio depende de seu tamanho [3, 4, 37]. E
conhecido que o tamanho critico de um refigio, para a sobrevivéncia da
populacao, depende dos coeficientes de crescimento e difusdo, tanto dentro
quanto fora do refiigio. Por exemplo, quando se consideram formas bindarias
descontinuas da taxa r(z) como no caso representado pela Eq. (1-17) [39, 40,

41, 42], o tamanho critico de sobrevivéncia para um coeficiente de difusao D
é [37]
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RN
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-L12 0 L2

Figura 1.8: Representacao pictérica da taxa de reprodugdo com dependéncia
espacial, dada pela Eq. 1-17 extraida da Ref. [3] e adaptada.

D ou
L, =2/ — arctan ( L t) , (1-18)
Tin Tin

que resulta das condigoes de continuidade na interface quando a densidade

é baixa. O tamanho do refigio nao sé influencia na sobrevivéncia, mas pode
interferir no surgimento das oscilagoes espaciais [13] desde que L >> L..

A taxa de crescimento r(u), além de estar associada a regides do espago,
pode ser dependente da densidade da populagao. Por exemplo, relacionada
ao efeito Allee [43], a taxa de reproducao per capita se anula no limite de
densidade populacional baixa. Mas também ha casos em que a reproducao é
favorecida quando a densidade é baixa, devido as auséncia das desvantagens
que seriam causadas pela superpopulagao [44, 45]. Considerando este exemplo,

a taxa de crescimento pode ser do tipo

r(u) ~ u”, (1-19)
com g > 0. Para u > 1, r vai para zero a medida que a densidade
tende a zero, o que significa que a populagdo esta perdendo sua capacidade
de sobreviver quando menos individuos vivem no habitat. Por outro lado,
quando p < 1, a populagdo responde a baixas densidades aumentando sua
taxa de crescimento, que funciona como um mecanismo regulador para a
sobrevivéncia, evitando a exting¢do. Essa caracteristica estda presente, por
exemplo, na dinamica parasitaria, onde a taxa de reproducao aumenta em
baixa densidade [44]. Isso porque, quanto menor a densidade populacional,
maior o tamanho do verme fémea, produzindo mais ovos [44]. Vale lembrar
que a lei de poténcia provoca crescimento exponencial da densidade quando
p = 1, sub-exponencial (u < 1) ou divergente em tempos finitos (u > 1).
Além da sobrevivéncia de espécies [39], a taxa de crescimento com dependéncia
na densidade interfere na forma dos padrdes podendo contribuir para a

fragmentagao [46].
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Difusividade nao homogénea

Com relagao a difusividade, tipicamente se considera que a difusao é
normal com coeficiente constante, no entanto, em ambientes reais, nao apenas
a taxa de crescimento, mas a difusividade também pode ser heterogénea. Por
exemplo, em suspensoes ativas onde o movimento é influenciado por gradientes
de nutrientes [47], ou devido a caracteristicas estruturais do meio ambiente,
como o movimento de bactérias em meios porosos [48, 49]. Além disso, a
difusdo pode depender da densidade populacional como uma reagao [50] que os
individuos manifestam, por exemplo, em resposta a superlotacao ou rarefacao
de uma populacao, favorecendo, ou nao, o movimento aleatério dentre outros
individuos [4, 7, 24, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59].

A maneira especifica como os organismos respondem & concentracao de-
pende de vérias condicoes e varia de espécie para espécie [24, 56, 57, 58]. Por
exemplo, em populacoes de gafanhotos, o coeficiente de difusao é aumentado
em altas densidades, onde os encontros entre individuos sdo mais frequentes,
mas em outras espécies, isso ocorre em baixas densidades [24]. Em qualquer
caso, a dependéncia do estado pode realimentar, mitigar ou reforcar a forma-
¢ao de padroes. Este cenario nos motiva a investigar o possivel impacto que,
principalmente, a difusividade dependente da densidade pode ter na organiza-
¢do espacial de uma populagdo em um refiigio, cuja dinamica é descrita por
uma equacao FKPP nao local generalizada. Isso pode trazer o entendimento,
por exemplo, em observagoes feitas em experimentos com bactérias [4], onde
resultados intrigantes nao podem ser explicados considerando apenas a forma

simples da equagdo FKPP nao local.
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1.4
Metodologia numérica

As equagdes integro-diferenciais que descrevem a dindmica populacional
foram integradas usando um método de Euler padrao [60] centrado no espago
e progressivo no tempo de primeira ordem, com incrementos Az e At apro-
priados para a estabilidade e convergéncia das solugoes, isto é, satisfazendo a
Ddt/dz* < 1/2. As condigoes de contorno sao periddicas, em uma grade muito
maior que larguras caracteristicas do sistema, como o comprimento de onda dos
padrées ou o tamanho do reftgio, segundo o caso. As integrais que representam
a convolucao foram calculadas usando o método do trapézio. Como densidade
inicial, consideramos uma densidade homogénea mais pequenas flutuagoes ale-
atérias, ou seja, u(z,t = 0) >~ up+£(x), sendo ug a solugdo homogénea na regiao
relevante e £ uma variavel nao correlacionada, uniformemente distribuida de
amplitude muito menor que ug. Os resultados numéricos serao complementados

por consideracoes analiticas baseadas na analise de estabilidade linear.

1.5
O que sera apresentado

No segundo capitulo, veremos que, apesar da competicao espacialmente
estendida (ndo local) ser o principal componente que produz oscilagbes espaci-
ais auto-organizadas, a nao localidade de outros processos pode intervir cons-
trutiva ou destrutivamente, dependendo da forma das funcoes de influéncia.
Em particular a difusao nao linear que tipicamente tem um papel homoge-
neizador pode facilitar a formacao de padroes quando é nao local. Também
veremos que quando os coeficientes que regulam os processos sao nao linea-
res, dependendo da densidade, a interferéncia pode ser intensificada e a nao
localidade do processo de reproducao é relevante.

No terceiro capitulo, com o objetivo de investigar os efeitos da difusao he-
terogénea na organizagao espacial de populagoes em ambientes em que existe
um refigio, focamos em duas formas funcionais da difusividade dependente
do estado, ou seja, decaimento ou aumento com a densidade populacional,
refletindo maior mobilidade em resposta a rarefagao e superlotacao, respecti-
vamente. Para isso, as dependéncias exponenciais sao estudadas como para-
digma. Para comparagao, desacoplando a difusividade da densidade populacio-
nal, também analisamos o efeito da dependéncia do espago onde os coeficientes

de difusdo diferem no interior e no exterior do reftgio.
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2
Interferéncia na formacao de padroes

Como vimos na Introdugao, os mecanismos que regulam os processos
elementares podem ser estendidos espacialmente. A nao localidade pode estar
associada a interacao entre individuos dentro de um certo alcance ou ao
efeito de mediadores. Cada processo nao local introduz suas préprias escalas
espaciais, o que pode levar a fenomenos de interferéncia. Neste capitulo,
focamos em entender como as escalas associadas a cada processo contribuem
para o surgimento de oscilagoes espaciais com certo comprimento de onda e
como as diferentes escalas interagem entre si, reforcando ou destruindo padroes
espaciais.

Mostraremos, por exemplo, que a difusao e o crescimento podem favorecer
ou impedir o efeito da competicdo nao local no surgimento de estruturas
espaciais da densidade populacional. Além da nao localidade estudaremos o
impacto da nao linearidade dos processos elementares.

Para isso, usaremos como modelo inicial uma versao generalizada da

equacao de FKPP nao local, que seré descrita na proxima secao.

2.1
Modelo
Levando em conta as consideracoes da introducao, a competicao pode

ser nao local substituindo

[u(z, ) — u(z,t) [CHul(z,1), (2-1)
onde C ¢ a funcao de influéncia da competigao.
Além da competicao, a nao localidade pode ser associada ao processo de

reprodugao [61], de mesmo modo que no caso anterior

u(z,t) — [G *ul(z, 1), (2-2)
onde G ¢ a funcao de influéncia do crescimento.
Por ultimo, também o Laplaciano, que governa o processo difusivo, pode

ser generalizado, por exemplo segundo [5, 62, 63, 64, 65]

Viu(z,t) — ([Dxul(z,t) —u(z, 1), (2-3)
onde D é a funcao de acoplamento espacial da dispersao. A integracao sobre z’
na expressao da convolugao leva em conta o deslocamento de individuos de um

ponto z para outro ponto z’. Um exemplo de difusdo nao local é a dispersao
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de uma semente pelo vento [6]. A generalizagao feita se torna mais clara se

expandirmos a convolucao em série de Taylor

Dxu = /_O:O D(z — 2’ u(x’, t)dx’
= /’D(y)[u(x, t) — yaxu(x, t) + y;amu(x, t) + .. ]dy

= u(z,t)+ %@xu(:c, H+..., (2-4)

onde ps é 0 segundo momento da func¢ao de influéncia D, levando em conta que
esta é normalizada, simétrica e positiva definida. Isolando o termo da derivada
segunda, chegamos em primeira aproximagao a expressao (2-3). Finalmente,
reunindo todos os termos nao locais, obtemos a seguinte generaliza¢do nao
local da equagao de FKPP [66]

Ouu(z,t) = D ([D*u] — u(x,t)) + GG * ul(x,t) — Cu(x,t)[C xul(x,t), (2-5)

onde os coeficientes D, G e C sdo constantes positivas. Cabe mencionar que
uma generalizacdo com nao localidade na competicao e no crescimento ja foi
considerada antes na literatura [61], mas sendo local na dispersao, o que impede
ver alguns efeitos que apresentaremos. No limite de dispersao de curto alcance

e interagoes locais (D, G, C — d(x)), recuperamos o classico FKPP.

2.2
Analise de estabilidade linear

A equagao de FKPP (2-5) possui uma solugao estacionaria homogénea
u = ug = G/C, que é estavel, enquanto que a solu¢do nula é instavel.
Para investigar a estabilidade da solu¢ao nao homogénea, consideramos uma
pequena perturbagio €(x,t) em torno do estado homogéneo e seguimos o

procedimento mostrado na Introdugao para um caso particular, obtendo

Oe(x,t) = D([D *x€|(x,t) — 1) + G (—e+ [G x €](x,t) — [C x €|(x, 1)), (2-6)

onde usamos C' = (G, e portanto ug = 1.

Aplicando a transformada de Fourier, obtemos

0,é(k,t) = [D(D(k) — 1) + G(G(k) — 1 — C(k))] é(k, 1), (2-7)
A(k)
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lembrando que f(k) = [ f(x)exp(—ikz)dz é a transformada de Fourier de
uma dada fun¢do de influéncia f(x), e para o caso local, f(x) é a delta de
Dirac e f(k) = 1.

O termo entre colchetes fornece a expressao para a taxa de crescimento

do modo k

A(k) = D(D(k) — 1)+ GG (k) + —G(1 + C(k)) . (2-8)
A Ay Ae

Os termos Ay, Ay e A. correspondem a difusao, reproducao e competicao,
respectivamente.

Para produzir a desestabilizagdo do estado homogéneo, e consequente-
mente os padrdes espaciais, A(k) deve assumir valores positivos com modo do-
minante k* onde A(k*) é méximo [15]. A desestabilizagao produz uma oscilagao
espacial com comprimento caracteristico A = 27 /k*. Esse modo cresce mais
rapido nos instantes iniciais, como previsto pela andlise linear, e observamos
que também domina para longos tempos.

A componente A\, tem sinal negativo, o que pode contribuir com um
maximo fora da origem e portanto é a principal responsavel pela formacao
de padrdes. Entretanto para isso, como vimos na Introdugao, A.(k) ndo pode
ter comportamento monotonico, o que implica certo formato da funcao de
influéncia tal que tenha o comportamento apropriado no espago de Fourier,
como vimos na Secao 1.1 da Introdugao.

Supondo que apenas a competigdo é nao local na Eq. (2-5), é conhecido
que estruturas periddicas podem surgir se a fungdo de influéncia C é suficien-
temente compacta.

Na proxima secdo mostraremos a contribuicdo de cada processo na

formacao de padroes.

2.2.1
Contribuicdo dos diferentes termos de (k)

Utilizaremos diferentes formatos para as fungoes de influéncia, com
alcances ¢ = d, g e c para os processos de difusao, reproducao e competicao,
respectivamente.

Comecemos a nossa analise considerando a interacdo entre as escalas
de competicao e difusdo. Para o processo de crescimento, vamos assumir
g — 0, resultando na forma local desse processo, para evitar qualquer efeito
adicional (entdo G = 1). Combinaremos as funcdes de influéncia retangulares

e exponenciais.
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Primeiro, consideremos que a competicao C é exponencial enquanto a
funcao de difusdao D é retangular. Em cada painel da Fig. 2.1 é escolhido
um valor diferente da escala da difusdo: d = 0.2 em (a) e d = 2 em (b).
Plotamos a resultante A (linha sélida) e as componentes A\; e A, + Ay, sendo
A+ Ag=A+G = —GC no caso da figura).

0 ._._._‘.f‘h"‘ll‘lllllll‘ll‘llllIIIII |||||
1 LS

Ae +1

—0.1 -
—0.2 - _
0 1 9 3 :
k
(b)
0 .. \““kqdlIllIlllllllllllliciiiiiiii::

Figura 2.1: Andlise de interferéncia de acordo com a Eq. (1-12) para D
retangular, C exponencial, com (a) d = 0.2, (b) d = 2.0. Os parametros fixos
safoc=18, D=02,C=G=1.
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Note que ambas contribuigoes sao negativas, nao permitindo o apareci-
mento de um modo dominante efetivo. Como a transformada de Fourier da
funcdo exponencial é uma funcdo Lorentziana, C(k) = 1/(1 4+ k%c?), é mo-
notonica e A\, + Ay = —GC tem contribuicdo negativa. A funcdo retangular é
localizada mas aparece na difusao que é sempre negativa. Portanto, resulta A
negativa para todo k, apesar de apresentar um maximo. O aumento da escala
de influéncia da difusao, d, desloca o maximo de A e o torna ainda mais nega-
tivo. Portanto, o estado homogéneo é sempre estavel, para qualquer escala c e
nao emergem padroes espaciais.

Na Fig. 2.2, o formato de cada funcao de influéncia é trocado, sendo agora
anao localidade da competicao dada pela forma retangular (mais compacta que
a exponencial). Consideramos duas escalas da difusao d = 0.3(a) e d = 8(b).

Neste caso, ¢ o processo de competicao o que tem associada uma fungao
de influéncia compacta, o que pode permitir o aparecimento de um modo
dominante, devido ao cardter oscilatério da sua transformada de Fourier.
Em ambos painéis observamos um comportamento sempre destrutivo da
componente de difusdo, maior quanto maior d, como é esperado, dado que
a difusao tende a homogeneizar a distribuicdo de individuos, e mais ainda
quanto maior a nao localidade. Para d suficientemente pequeno, pode surgir

um pico positivo e portanto um modo dominante.
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Figura 2.2: Andlise de interferéncia de acordo com a Eq. (1-12) para C
retangular e D exponencial, para (a) d = 0.3 e (b) d = 8. Em ambos os casos,
o crescimento ¢ local G(k) — 1. Os pardmetros fixos sdo ¢ =18 ¢ D = 0.2.
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2.3
Resultados

Embora a formacao de padroes seja governada pela componente ., os
outros termos na Eq. (2-8) podem interferir entre si e com )., deformando a
resultante \, podendo favorecer ou impedir as oscila¢des no espago real. Nesta
secao mostrarei os nossos resultados sobre a interferéncia no espago de Fourier.

Estes resultados foram publicados recentemente [66].

2.3.1
Interferéncia no espaco de Fourier

Para a analise subsequente, iremos adotar func¢oes de influéncia to tipo
retangular, que é constante dentro de uma escala 2¢ e nula se |x —z'| > 2/, cuja
transformada de Fourier é f(k) = sinc(k¢). Como vimos, esta forma compacta
favorece a formacao de padroes espaciais.

Quando todas as componentes forem retangulares, a Eq. (1-12) se torna

A(k) = D(sinc(kd) — 1) + G sinc(kg) — G (sinc(ke) + 1) . (2-9)

Note que, diferente dos casos da secao anterior, agora todos os termos
apresentam oscilagoes, o que pode provocar interferéncia.

Seguindo o mesmo esquema das Fig. 2.1 e 2.2, consideraremos compo-
nentes retangulares para a difusao e a competigdo, enquanto a componente de
crescimento é local.

Assim, na Fig. 2.3 representamos as componentes A\q € Ay + A, versus k.
Note na Fig. 2.3(a), que as oscilagbes induzidas pela competicao e pela difusao
estao fora de fase em torno do extremo £* =~ (.25, entdo a interferéncia é
destrutiva abaixando o pico, e a resultante é A\(k*) < 0.

Entretanto, a variagdo de d pode mudar a fase da componente difusiva
favorecendo a interferéncia construtiva ao somar Az e A., de modo que resulta
A(k*) > 0, como pode ser observado na Fig. 2.3(b).
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Figura 2.3: Anédlise de interferéncia de acordo com a Eq. (1-12) para D e C
retangulares, enquanto o crescimento é local G(k) — 1. Os pardmetros sao
d=0.5(a),d=2(b),c=8fixoe D =0.2.
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Devido as oscilagoes produzidas no espago de Fourier pelos diversos
processos, a variacdo da escala d pode produzir efeitos nao monotonicos na
formacao de padroes, ou seja, o deslocamento de fase que ocorre ao aumentar
d, pode provocar alternancia entre resultados construtivos e destrutivos, como
é ilustrado na Fig 2.4, onde plotamos (k) em (a) e u(x) no estado estacionario
em (b). Estes perfis foram obtidos integrando numericamente a Eq. (2-5) para

um tamanho de caixa L = 100 com condi¢bes de contorno periddicas, com

0.2 ()

—-0.2 -

NA NN/
O S S

0 | | | .
0 20 40 60 80 100

X

Figura 2.4: (a) Taxa de crescimento A(k) do modo k e (b) perfil de densidade
u(z) no estado estacionério, para diferentes valores de d indicados na legenda
(quanto mais escuro, maior), com ¢ = 18 (as fungdes de influéncia da difuséo e
competicao sdo retangulares, enquanto o crescimento ¢é local, ou seja, g — 0),
com coeficientes D = 0,2 e G = 1. Os perfis sao resultado de simulagoes para
uma caixa de tamanho L = 100 com condigoes de contorno periddicas, em
t = 100.
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discretizacdo espacial dz = 0.1 e passo de tempo 6t = 10~*. Para o intervalo
de pardmetros usados (conforme especificado nas legendas das figuras), para
t > 100, os perfis de densidade permanecem inalterados (mudanga relativa
menor que 107°%). Nas figuras, a distribui¢ao no estado estacionério foi extraida
em t = 400. Na primeira secdo do apéndice A podemos ver os perfis para o
caso em que D é exponencial.

Note que, para a escala d préxima a localidade (d = 1 no grafico)
a interferéncia é construtiva, produzindo instabilidade no espaco de Fourier
e padroes bem definidos no perfil de densidade populacional mostrado na
Fig. 2.4(b) (azul claro).

O aumento da escala induz a interferéncia destrutiva, que leva a alcancar
o estado homogéneo, isto é, A(k*) < 0, o que ocorre para d = 20 no caso da
figura. Entretanto aumentando um pouco mais o alcance d, o pico se desloca
e a interferéncia pode se tornar construtiva novamente (d = 30), sendo capaz
de promover a instabilidade do estado homogéneo, A\(k*) > 0.

O comportamento nao monotonico ao variar a escala de difusao se reflete
nos perfis de densidade no estado estacionario mostrados na Fig. 2.4(b). Isto
contrasta com os casos discutidos na secao 2.2.1, em que a formacao de
padroes se via monotonicamente prejudicada com o aumento do comprimento
caracteristico d da difusdao nao local.

Para poder identificar o papel das componentes na interferéncia que
ocorre no espaco de Fourier, é importante enfatizar que a contribuicdo .
possui maximo em k ~ 2m/c, isto é o minimo da fungao sinc (k ~ 0.255
no caso da Fig. 2.3), Como existe uma relagdo entre o modo k e a escala
¢, esta contribui¢ao atua nos comprimentos de onda dos padroes. Assim, A4
¢ construtivo quando seu pico (relacionado com o méaximo de sinc(z) em
Ty /m = 2.46,4.47,6.47... ~ 2n 4 1/2) coincide com o primeiro pico de A,
com d = xp/(1.437m)c. Por outro lado, é destrutivo quando o minimo de
sinc(z), correspondente d = x,,/(1.437)c, coincide com o primeiro minimo
da componente de competigdo, onde z,,/m = 1.43,347... ~ 2n — 1/2.
Esse conjunto explica a alternidncia entre as regides de instabilidade (bandas
laranjas) e estabilidade (bandas lilis) no plano de escalas d—c como é mostrado
na Fig. 2.5(a). As linhas correspondem aos picos de A\(k*), obtidos pela relagao
d = xp/(1.437)c (linhas sélidas) e vales, dados por d = x,,/(1.437)c (linhas

tracejadas).
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Para uma analise completa, investigamos a dinamica nao local na com-
ponente \,. No mapa de calor de A(k*) mostrado na Fig. 2.6(a) notamos que
a nao monotonicidade é preservada quando g > 0, entretanto a linha reta ob-
servada na Fig. 2.5 é distorcida. A ndao monotonicidade desaparece quando g
varia, como é mostrado nos painéis (b) e (c) evidenciando o importante papel
da contribuicao do crescimento na destruicao da instabilidade no espago de
Fourier. Entretanto, a intensidade das regioes lilas varia, sugerindo uma es-
trutura escondida da escala de competicao para a formacao de padroes. Isso
abre uma discussao sobre quais mecanismos sdo necessarios para recuperar o

cardter de ndo monotonicidade.

20 0.8
15 0.4

¢ 10 0.0
. 04

. 08

0 5 10 15 20 25 30

d

Figura 2.5: Gréfico de calor da taxa méxima de crescimento A(k*), para
as fungoes de influéncia retangulares da competicao e difusao, enquanto o
crescimento é local (¢ — 0), com G = 1, D = 0.2. As linhas retas
correspondem aos maximos locais (sélidas) e minimos (tracejadas), previstas a
partir dos extremos da func¢ao sinc conforme explicado no texto. Os simbolos
X correspondem aos casos mostrados na Fig. 2.4.
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Figura 2.6: Gréficos de calor da taxa maxima de crescimento dos modos A(k*)
em diferentes planos do espaco das trés escalas das fungoes de influéncia
(retangulares), nos planos (a) d — ¢, em g = 1, (b) g — d, em ¢ = 14 (c)
g—c,em d = 1. Os coeficientes de crescimento e difusao sato G =1e D = 0.2,
respectivamente.
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Como ilustrado na Fig. 2.6-c, a variagdo da escala g pode comprometer
a formacao de padrbes e a alternancia de instabilidade. De modo a verificar
esses efeitos, plotamos as componentes A, A. e sua resultante (ver Fig. 2.7). A
contribuicao de \. para o pico positivo da resultante é possivel para menores
escalas de crescimento, de modo que A\, ~ 1. Entretanto, o crescimento de
g abaixa o pico para valores negativos. O fendmeno de interferéncia pode
aparecer também para a interagao entre as componentes A, and ., entretanto
nao é observada alternancia de regioes ao variar a escala de crescimento g.

Na Fig. 2.7, observamos que a componente de facilitacdo A, combinada
com \. também produz um fenémeno de interferéncia. No entanto, o cresci-
mento nao pode produzir a alternancia de faixas observada para a difusdo.
E por isso que esse fendmeno néo foi observado na Ref. [61], onde como no
caso da figura, apenas o crescimento nao local e a competicao nao local foram

considerados.

A o
. —
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

k

Figura 2.7: Analise de interferéncia para diferentes escalas ¢ indicadas na
legenda, com a escala fixa ¢ = 10 (para fungoes de interagdo retangulares
de crescimento e competicao), D =0e G =1. A = A\, + A, (linhas solidas) e
componentes A, (linhas tracejadas) e A, (linha pontilhada) vs. k. As regides
sombreadas destacam a faixa de variacao dos componentes A\; e A..

A amplitude de oscilagdo da componente de crescimento no intervalo
(—0.217G, G] realcada pela regiao sombreada azul mostrada na Fig. 2.7 reflete
na positividade de A(k*), apesar de A, > 0. Valores positivos de A(k*)
sdo restritos a escala de crescimento suficientemente pequena (g << «¢),
favorecendo a interagdo construtiva com .. Entretanto, a fase é deslocada

quando g aumenta e A\ é negativo, como por exemplo em g = 17.
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2.3.2
Impacto de nao linearidades na interferéncia

Estudamos anteriormente os efeitos de interferéncia causados pela inte-
racao entre as componentes de A(k). Enquanto a difusdo apresentou um papel
importante, contribuindo para produzir dominios intercalados no plano d — ¢
favoraveis e desfavoraveis a formagao de padroes, os efeitos da nao localidade
associada a escala g permaneceram ocultos. Entretanto, pelas variagoes de in-
tensidade do lilds na figura 2.6-(c) (com raios que saem da origem) é ébvio
que existe um efeito de interferéncia na componente de crescimento, mesmo
que o pico permanega negativo. Ainda que A(k*) é negativo, o efeito de nao
monotonicidade causado pela escala g é observado. A questao é verificar qual
mecanismo é suficiente para que o processo de reproducao com escala g leve o
maximo de A(k) para a superficie, acima do nivel zero (A(k*) > 0). Trabalhos
anteriores mostraram que isso é possivel com a inclusao de um ruido [67]. Es-
tendendo o modelo, iremos explorar a possibilidade de nao linearidades serem
responsaveis por fazer subir o pico submerso.

Vamos supor agora que as taxas dos processos dependem, nao simples-
mente da densidade, mas de uma poténcia dela. Em muitos problemas reais os
coeficientes sao, de fato, dependentes da densidade e representam mecanismos
internos [45, 68, 69, 70, 71, 72] ou a heterogeneidade ambiental [73].

Levando em conta essas consideracoes, escrevemos a equagcao de evolugao

o = DV*u” + G[G % u]” — Cu®[C u]”, (2-10)

onde

Vu" = (D*xu” —u”)/v, (2-11)
com v > —1 é a generalizagdo nao linear do Laplaciano nao local. O expoente
v controla a reagao da difusao nao local a densidade, isto é, v < 0 implica que
a difusao decai com a densidade e v > 0 indica que cresce com u. Os expoentes
a, [ e vy sdo positivos, sendo 7 < a+ [ para bloquear o crescimento ilimitado,
generalizando o crescimento logistico.

O procedimento de linearizacdo para a analise de estabilidade consiste
em antes atribuir vy = (C/G)Y+5=7 substituir u(z,t) = ug + €(z,t) na

Eq. (2-5) e desprezar os termos de ordem superior. Assim, obtemos
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AE) = Duy ™ (D — 1) + Gyud 'G — Cu§ ™" 1(BC + o) . (2-12)

No caso nao linear, diferentes valores de ug podem levar a resultados quali-
tativamente diferentes. Entretanto, para ilustrar o efeito em estudo, usamos

ug = 1, obtendo

Ak) = D(D — 1)+glg—0(5é+a). (2-13)
Ad Ag Ac

1.0 1.5 2.0

k
Figura 2.8: Anélise de interferéncia para C e D retangulares com (a) g = 10
(b) g = 18.5, e ¢ = 10, com coeficiente G = 1, e difusdo desprezivel com

D = 0. Note que maximo absoluto de A(k), muda do negativo (a) para o
positivo (b) quando a escala g varia, devido aos possiveis papéis destrutivos
e construtivos, respectivamente. Além do mais, ug = 1, e 0s expoentes sao
a=025epf=v=1.5.
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A Eq.(2-13) mostra que os expoentes que caracterizam a nao linearidade
controlam o impacto das componentes A, e Ay, e permitem que as oscilacoes da
componente de crescimento A, interfiram diferentemente do caso linear onde o
crescimento e a competicdo possuem a mesma intensidade G.

O papel de A\, distinto do caso linear é mostrado na Fig. 2.8, onde
o termo difusivo é desconsiderado. Na figura 2.8(a) para ¢ = 10 hd uma
interferéncia destrutiva e A(k) é negativo, enquanto na Fig. 2.8(b), para g = 18,
a componente de crescimento contribui construtivamente e surge um pico
acima de zero.

Na Fig. 2.9, mostramos os perfis estacionarios para valores crescentes
do intervalo de facilitacdo (crescimento). Devido a presenga da interferéncia,
vemos uma alternancia entre as distribuicoes da densidade populacional com

oscilagoes espaciais e homogéneas no estado estacionario.
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Figura 2.9: (a) Taxa de crescimento A(k) e (b) perfil estacionario de densidade
u(z), para diferentes valores de g indicados na legenda (maiores para as cores
mais escuras). Os outros pardmetros sao ¢ = 10, d = 2 (todas as fungoes de
influéncia sdo retangulares), com coeficientes G = 1 e D = 0.2. Os perfis sdo os
resultados das simulagoes para uma caixa de tamanho L = 100 com condigoes
periddicas de contorno, em t = 200. Expoentes: « =0.25, v=1e=~v=1.5
Ademais, ug = 1, e os expoentes sao v =1, a =0.25e § =7 = 1.5.

Adicionalmente, os mapas de calor da Fig. 2.10 fornecem um retrato
geral dos diagramas de fases nos planos dos pardmetros que representam o

comprimento de alcance das interagoes.
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Figura 2.10: Graficos de calor da taxa maxima de crescimento dos modos A(k*)
para fungoes de influéncia retangulares nos planos (a) d — ¢, com g = 18.5, (b)
d— g, com ¢ =10, (¢) ¢ — g, com d = 2. Os coeficientes sdo D = 0.2 e G =1,
ug = 1, e os expoentes sdo v = 1, « = 0.25, § = v = 1.5. Os simbolos X em
(c) correspondem aos casos da Fig. 2.9.
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Outro efeito decorrente da nao linearidade apresentada nesta secao é que
o comprimento de onda dos padroes resultantes pode variar significativamente
com escalas diferentes daquela determinada pela funcao de influéncia da
competicao. Isso ¢ ilustrado na Fig. 2.11, onde comparamos os efeitos da escala
espacial de facilitagdo g com os do caso linear.

A Fig. 2.11(a) mostra uma variagao significativa do comprimento de onda

A =27 /k* em fungdo de g, para c fixo, com os mesmos valores dos parametros

50 T T T

O | | |
0 5 10 15 20
g
50 T T T
(b) c
5]
40 + 10 =
15—
20—
x 30 ¢ — 7
2o 7 rmm————— T T T e e e et et
~
S S
ANt B cemsmmasasat AL LTI RTE PEREVEV IV LY PEPIVERIVIERE g
10 + .
O | | |
0 2 4 6 8
g

Figura 2.11: Comprimento de onda dominante 27 /k* dos padroes. (a) Caso
nao linear: correspondentes aos cortes na Fig. 2.10(c) para diversos valores
de ¢ indicados na legenda. (b) Caso linear: correspondentes aos cortes da
Fig. 2.6(c) para os mesmos valores de c. As linhas tracejadas correspondem
a predicao no limite local. Enquanto que no caso linear (b) o comprimento de
onda depende essencialmente apenas de ¢, no caso nao linear (a) pode variar
significativamente com outras escalas.
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usados na Fig. 2.10(c). Esses resultados estdo em contraste com os produzidos
pela versao linear do modelo, exemplificado na Fig. 2.11(b). No altimo caso,
o comprimento de onda tem um pequeno desvio do valor determinado pelo
primeiro pico em A., que é dado por A = ¢/0.715 (linhas horizontais traceja-
das). Enquanto isso, no caso nao linear mostrado em Fig. 2.11(a), os desvios
sdo significativos o que é possivel devido ao papel da facilitagao. As lacunas
que aparecem nas curvas da figura (a) indicam as escalas g em que o perfil de

densidade é homogéneo.

2.4
Comentarios finais

Generalizamos a equacao FKPP para dinamica populacional, conside-
rando que os trés processos sao espacialmente estendidos, de modo que a dis-
persao, o crescimento e a competicao sdo governados por func¢oes de influéncia
com formas e alcances de agdo caracteristicos. Mostramos que se as intera-
¢oes forem suficientemente compactas espacialmente, podemos observar um
fenomeno de interferéncia. Neste caso, a formacao de padroes torna-se depen-
dente da forma e alcance de todos os processos envolvidos. Adicionalmente,
vimos que as nao linearidades podem aumentar o impacto da interferéncia na
formacgao do padrao.

Investigamos fungoes de influéncia retangulares que representam uma
resposta uniforme dentro de certa vizinhanca de tamanho finito. Conforme
previsto pela analise de estabilidade linear, é conhecido que a competicao nao
local desempenha um papel crucial na formacao de padroes, determinando o
comprimento de onda dos mesmos. Entretanto, mostramos que a difusao e o
crescimento, podem interferir qualitativamente na formacao dos padroes. Isso
é possivel para funcoes de influéncia f que exibem uma representacao de Fou-
rier com oscilagoes. A ocorréncia e amplitude dessas oscilagoes esta associada
a compacidade de f, e seu comprimento de onda ao seu comprimento carac-
teristico. A taxa de crescimento modal resultante da analise de estabilidade
linear é uma superposicao desses componentes oscilatorios que podem interfe-
rir construtiva ou destrutivamente, como fica evidente na Eq. (2-9). Portanto,
a difusao, que comumente homogeniza a concentracgao, pode realmente promo-
ver ou inibir a formacao de padroes, dependendo da forma e alcance de sua
funcao de influéncia.

Supondo uma dependéncia nao local, mas linear, nossos resultados indi-
caram que apenas a dispersao poderia afetar qualitativamente a formacao de
padroes através do mecanismo de interferéncia. No entanto, observamos que se

a dindmica da populagao incluisse fatores adicionais (desconsiderados em nossa
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versao do modelo dado pela Eq. (2-5), entdo o impacto do crescimento pode-
ria ser amplificado. Isso foi mostrado propondo uma extensao nao linear mais
geral, a Eq. (2-10), incluindo coeficientes dependentes da densidade. Para este
caso, embora a competicao ainda seja o principal fator de formacao de padroes,
tanto a dispersdo quanto o crescimento (ou facilita¢ao) produzem mudangas
qualitativas. Além disso, as nao linearidades permitem que o alcance de agao do
crescimento tenha impacto nos comprimentos de onda do padrao, modificando

os impostos pela competicao, conforme ilustrado na Fig. 2.11.
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3

Formacao de padroes em um refigio

No capitulo anterior focamos no impacto causado pela nao localidade
na formagao de padroes, analisando os efeitos das escalas correspondentes aos
diversos processos elementares. Como extensao, levamos a dinamica nao local
para o caso de heterogeneidade dependente da densidade e concluimos que
a nao linearidade pode amplificar os efeitos de interferéncia construtiva das
componentes no espaco de Fourier, favorecendo o surgimento dos padroes.

Apontamos na Introducao que a difusao pode ser heterogénea surgindo
como uma resposta a rarefagdo ou superlotacao, dependendo das condigoes
ambientais ou das espécies. A motivagao para este estudo surge de observacoes
de experimentos com populagoes de bactérias sujeitas a luz ultravioleta (UV)
com certa area protegida por uma mdascara [4]. Nesses experimentos que
focam a determinacao do tamanho critico da méscara, para a supervivéncia,
aparecem irregularidades no perfil, com multiplos picos, e longas caudas fora
do refigio (como ilustrado na Fig. 3.1) que nao tem sido explicadas ainda,
até onde sabemos. Perry, o autor desse estudo experimental, chama a atencgao
para a insuficiéncia dos modelos existentes para obter uma boa descricao das
flutuagoes observadas na densidade. Esta questdao em aberto motiva em grande

parte o presente estudo.

[N
(==
Il J

concentration( 10% cells mI~)

position (cm)

Figura 3.1: Perfil de densidade de bactérias sob um reftigio em ambiente sujeito
a luz UV, figuras extraidas do artigo [4].
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Consideraremos que apenas a competicao ¢ nao local e os demais pro-
cessos sao locais, mas que o crescimento varia espacialmente, caracterizando a
presenca de um refigio, e a difusividade responde a densidade populacional.
Além da difusividade dependente da densidade, consideramos o caso em que a
difusdo varia espacialmente, isto é, depende somente das condi¢oes ambientais
sem a influéncia da densidade populacional.

A proposta é investigar os efeitos que a difusividade espacialmente
heterogénea e a difusividade dependente da densidade produzem sobre o
surgimento ou formato das oscilagoes da densidade populacional em um cenario
onde existe um refigio. Mostraremos que a heterogeneidade da difusividade
tem pouco efeito sobre as condigoes criticas que determinam o surgimento
de oscilagoes espaciais sustentadas, amortecidas ou o estado estacionario
homogéneo. Porém, o tipo de variabilidade da difusividade influencia a forma

dos padroes espaciais.

3.1
Modelo

Seja uma populacao de uma unica espécie vivendo em um habitat focal
unidimensional de tamanho L imerso em um grande ambiente hostil. Neste
cenario, a populacao esta sujeita a um taxa de crescimento r;, > 0 dentro do
refligio, e uma taxa r,,; < 0 fora. Nestas condi¢oes, a dindmica de FKPP com
competicao espacialmente estendida definida, por uma funcao de interacao -,

é dada por

Owu = 0,(D(u, x)0zu) + r(z)u — u(y * u), (3-1)
onde r(x) é dada pela Eq. (1-17). O simbolo “x” representa a operacao de
convolucao que fornece a nao localidade através de uma funcao de interagao
v, que por simplicidade consideramos ser uma forma retangular normalizada
de largura 2w. Este tipo de sistema foi considerado anteriormente, para
difusividade uniforme [13]. A extensdo que propomos abaixo, inspirada na
literatura anterior [7, 19, 74, 75, 76], assume que a difusividade pode depender
da densidade e/ou da coordenada espacial diretamente, D(u,x), para refletir
uma reagao da mobilidade a distribuicao de outros individuos ou a um meio
hostil.
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3.1.1
Difusividade dependente do estado

Primeiro, investigaremos uma funcao decrescente da densidade popula-

cional, dada por
Di(u) = dexp(—u/o), (3-2)

onde d e o sao parametros positivos, e particularmente o controla o decaimento
com a densidade, recuperando um perfil de difusividade homogéneo no limite
o — 0.

Esta escolha foi motivada por trabalhos anteriores que assumem que
a densidade alta tem um impacto negativo na difusao [7, 74]. A forma de
D (u) reflete uma maior mobilidade frente & rarefagdo, com maior coeficiente
de difusao quando a populacao é rarefeita. No caso de refigio em ambiente
hostil, significa menor difusividade no interior, onde a populacao é mais densa,
desde que 7o < Ty

Para a possibilidade oposta de resposta a superlotagdo, usaremos como
contrapartida da Eq. (3-2),

Dy(u) = d[(1 — exp(—u/o)], (3-3)

para o qual a homogeneidade ¢é obtida no limite oposto ¢ — 0.

3.1.2
Difusividade dependente do espaco

No caso da Sec. 3.1.1, a difusdo heterogénea surge como resposta ao nivel
populacional, autogerando variagao espacial da difusividade. Mas como discu-
timos, a mobilidade também pode ser influenciada pelas condigoes ambientais,
independentemente do nivel da populacao. O papel da difusdo dependente
do espac¢o no tamanho critico do recinto ja foi estudado antes em configura-
¢oes simplificadas, assumindo uma mudanca abrupta perto da borda do ha-
bitat [37, 77, 78]. Agora, analisaremos seu impacto na formagao de padroes e
mostramos os resultados na Sec. 3.3, para o caso em que D(z) toma os valores

D;, e D, dentro e fora do refigio, respectivamente, isto é
D(z) = Dout + (Din — Dout)Os[L/2 — |z[], (3-4)

onde O; é uma funcdo degrau Heaviside suavizada dentro de uma interface
de uma largura s, tal que a funcao de Heaviside usual é recuperada no limite

s — 0.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821007/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1821007/CA

Capitulo 3. Formacao de padrées em um refiigio 53

3.2
Consideracoes adicionais

Os resultados para os diferentes cenarios descritos acima, com foco na
formacao de padroes e na teoria de estabilidade, serdo mostrados nas proximas
segoes. Em todos os casos, a Eq. (3-1) foi numericamente integrada como
descrito na Introdugao (escolhendo tipicamente Az = 0.02 ¢ At = 1071), com
condicoes de contorno periddicas em uma grade muito maior que a largura do
refagio.

O tamanho critico de um refigio para a sobrevivéncia da populagao
depende dos coeficientes de crescimento e difusao, tanto dentro quanto fora do
refigio, quando se consideram formas bindrias descontinuas de r(z) e D(z) [3,
37,39, 40, 41, 42]. Sua expressao matematica é derivada assumindo u pequeno,
portanto, resolvendo a Eq. (3-1) em cada dominio ap6s descartar as nao
linearidades e acoplar as solugoes através de condi¢oes de continuidade. Como
a difusividade é uma funcao continua em nosso caso, impomos continuidade
para u e sua derivada nas interfaces. Entao, o limiar critico para a sobrevivéncia

é

Tin Tin
onde Dy é a difusividade na interface para baixas densidades. Observe que,

D “lou
L.~ 2,/=2 arctan ( 4 t) : (3-5)

para u baixo, em ambos os lados da interface temos D ~ d(1 — u/o) + O(u?)
e Dy~ du/o + O(u?), em cada caso dependente da densidade.

Como estamos interessados em estudar os padroes espaciais que podem
surgir em sistemas heterogéneos, trabalharemos com valores dos parametros
muito além dos valores criticos de sobrevivéncia, ou seja, L > L., para garantir

que a populagao nao seja extinta.

3.3
Resultados

Nesta se¢ao consideramos os diversos tipos de difusividade heterogénea
apontados acima. Pela teoria de estabilidade linear obteremos as condi¢oes cri-
ticas para a formacao de padroes, além de detectar as classes de padroes que
surgem dependendo do tipo de heterogeneidade no coeficiente de difusao. Adi-
cionalmente, comparamos os efeitos da difusividade dependente da densidade
com os do caso em que a difusividade varia espacialmente. Estes resultados

foram submetidos e estdo em andlise para a publicagao [79].
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3.3.1
Analise de estabilidade linear

Para pequenas perturbacoes em torno do estado homogéneo ug, podemos
substituir u(z,t) >~ ug+e(z,t) = ug+e exp(ikr+At), paras < ug, na Eq. (3-1),

obtendo a forma linearizada
e = DOppe —ry*e+ O() ~ ke,

onde D = D(ug) e usamos a notacio simplificada r;, = r. Para a funcao de

influéncia retangular v(z) = O(w — |z|)/(2w), obtemos
k) = =D k? — rsinc(wk), (3-6)

que ¢ a taxa de crescimento do modo k. Como na primeira ordem a difusividade
é quase constante, vamos revisar o cenario conhecido para competicao nao local
e difusividade uniforme, com condi¢oes de contorno periddicas, ou seja, sem
refigio ainda. Se A(k) > 0, a perturbagao cresce, com modo caracteristico
k* que maximiza A(k), fornecendo um comprimento de onda caracteristico
A* = 27 /k*. Considerando o valor extremo da fungao sinc, é possivel estimar

a condigao critica para a formacao de padroes [42, 51]

D < (1.437)*rw?® ~ 0.011rw? = D, , (3-7)
para r > 0; caso contrario, nao surgem oscilagoes. Esta condi¢ao é crucial para
produzir padrées em um ambiente homogéneo.

Em uma paisagem com taxa de crescimento heterogénea como no caso do
reftigio, o estado de densidade homogénea pode ser desestabilizado mesmo para
A(k) < 0 e os modos amortecidos sao obtidos a partir das raizes complexas de
A(k) = 0 [13] (ver Apéndice B). Vamos resumir os resultados conhecidos. O
modo dominante (com menor amortecimento) é dado pela raiz k = kg=+ik; com
a menor parte imaginaria (em valor absoluto). Sua parte imaginaria fornece
a taxa de amortecimento enquanto o comprimento de onda A = 27/|kg| é
associado com a parte real. Dependendo das partes real e imaginaria da raiz
relevante, podemos observar:

(I) Oscilagoes sustentadas (quando a parte imagindria é zero), que
corresponde a condicao (3-7).

(IT) Oscilagoes amortecidas (quando as partes real e imaginéria sdo nao
nulas).

(IIT) Auséncia de oscilagdes (quando a parte real é nula).

Essas raizes podem ser obtidas numericamente, mas para a funcao de

influéncia retangular escolhida ~ é possivel estimar analiticamente os valores
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criticos. Uma estimativa matematica pode ser obtida a partir da expansao de
Taylor de A(k) na Eq. (3-6), encontrando as raizes da série truncada de quinta
ordem, o que permite obter um valor explicito da relacao entre os parametros
para a condicao na qual a parte real da raiz relevante se torna nao nula,
produzindo D/(rw?) < 1/6 4+ 4/1/30 ~ 0.35, e com termos de ordem superior

da expansao de Taylor, chegamos a
D <0.37rw? = De. (3-8)

Esta ¢ a condicao para o aparecimento de oscilagoes induzidas pela heteroge-

neidade da taxa de crescimento.

3.3.2
Difusividade dependente do estado

Nesta secao, focamos nos coeficientes de difusividade que dependem

apenas da densidade.

Reacdo a esparsidade: D;(u) = dexp(—u/o)

Como a difusividade depende da densidade populacional, ela evolui con-
comitantemente com a densidade, de forma auto-consistente, dada a condi-
¢ao inicial. A Fig. 3.2 fornece um exemplo ilustrativo da evolugao temporal
do sistema em condi¢des adversas, exceto no refigio que abrange o intervalo
(=L/2,L/2) = (—5,5), partindo de uma distribui¢do uniforme (ruidosa) até

um perfil no estado estaciondrio (o que ocorre para t = 100 no caso da figura).
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Figura 3.2: Evolucao no tempo da densidade populacional (a), o coeficiente
de difusdo dependente da densidade D;(u) (b), e fluxo J = —D;(u)0,u (c),
para valores de t indicado na legenda, fixando ¢ = 0.3, d = 1, r;, = 1, para
Tout = —0.02.
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Inicialmente (em ¢t = 0), a densidade e, portanto a difusividade, sdo quase
constantes (com Dy < D = exp(ug/o) ~ 0.036 < D.a).

Em um primeiro regime (¢t < 1), o perfil de dois niveis da taxa de
crescimento induz essencialmente uma densidade populacional de dois niveis,
que por sua vez molda o perfil de difusividade.

Enquanto o nivel médio da populagdo dentro do refiigio aumenta ligei-
ramente, o perfil de difusividade segue a tendéncia oposta, favorecendo o sur-
gimento de oscilagoes amortecidas constantes, sob as condi¢oes da Eq. (3-8),
com o comprimento de onda caracteristico previsto pela analise linear, que se
aproxima de w/0.715.

Cada um dos dois picos de u mais préximos das interfaces da origem
a um coeficiente de difusao localmente baixo que promove o crescimento dos
picos até que ¢ atingido um estado estacionério.

Na regiao externa, onde a taxa de crescimento é negativa, nao ocorrem
oscilagdes. Os fluxos sdo maximos nas interfaces onde apontam para fora,
sempre na direcao de menor densidade.

Dentro do reftigio, onde ha flutuagoes, os fluxos tendem a despovoar os
picos, mas sdo menos intensos na vizinhanga de cada pico (porque d,u diminui
tendendo a zero no pico, e também D(u) diminui, quanto mais alto o pico).
Entao, a dependéncia de D(u) torna mais dificil atingir o estado estaciondrio
do que quando D(u) é constante, mas a fuga de individuos é compensada pelo
processo de crescimento e um estado estacionario é finalmente alcangado.

Na Fig. 3.2, usamos r,,; = —0.02, o que implica um ambiente fracamente
hostil, enquanto na Fig. 3.3, mostramos o impacto de diferentes valores de
Tour (valores positivos também sao usados, mas sempre 7,,; < 7,) nos perfis

estacionarios de u(z) (a) e Di(u) ( b).
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Figura 3.3: Perfis estacionarios de densidade populacional (a), coeficiente de
difusao D;(u) (b), para diferentes taxas de crescimento fora do refigio, 7,y
com os valores fixos de 0 = 0.3 e d = 1.

Quando 7,,; assume valores positivos, além de aumentar o nivel da
populagao fora do reftigio, aparecem oscilagoes em r,,; ~ 0.9 (assim, a condigao
(3-7) se mantém), mas quando 7., atinge 7;,, a perda de heterogeneidade
quebra novamente a formacao de padroes e o estado homogéneo uy = 1 torna-
se estavel. Os padroes na regiao externa podem aparecer apenas para um nivel

moderado de hostilidade com r,,; positivo. Para r,,; negativo, quanto mais
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hostil for o ambiente (ou seja, quanto mais r,,; negativo), obviamente, menor
o nivel da populacao externa. Mas, variar r,,; também afeta a populacao dentro
do reftgio, devido aos fluxos difusivos. Valores mais negativos, além de reduzir
a populagdo da periferia, também diminui o nivel médio da interno. Para a
configuracao da figura, o tamanho do habitat sustenta a sobrevivéncia, mesmo

no limite r,,; — —oo (ver Fig. 3.4), embora a populagao externa seja extinta.

12 —/;
(c)
10 -
‘_
8 —
o> 6 F
4 +
2 —
06—
—100 —10 -5 0

Tout

Figura 3.4: Populacao total fixando o = 0.3, d = 1, r;, = 1, para diferentes
valores de r,,;. Mostramos as populagoes totais (integrais de u(x)) para os
intervalos (—100, —98) U (—10,1). U;, e U,y representam, respectivamente a
populacao total dentro do reftigio e fora do refigio.

Na Eq. (3-2), 0 e d controlam quao sensivel a densidade é a resposta
do coeficiente de difusao: enquanto d regula o maximo de difusividade, o
determina quao rapido ele muda com a densidade.

Vamos analisar sua influéncia nos perfis estacionéarios, olhando para as
Figs. 3.5 e 3.6. Temos aproximadamente D;, ~ dexp(—ug/c) € Dy =~ d,
portanto, o afeta principalmente a difusividade interna, em niveis que podem
impactar na formacgao de padroes. Observe na Fig. 3.5 que se a difusividade
diminui mais rapidamente com u (ou seja, o maior), seu formato se torna
achatado, produzindo um perfil homogéneo no limite de o grande. Quando o
nivel de difusividade interna excede o valor critico D, =~ 0.37, as oscilagoes sao
prejudicadas. No caso oposto de o pequeno, a difusividade se auto-organiza

para um perfil nitido, com altos picos préximos a interface. Além disso, do
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ponto de vista da manutencao do nivel populacional, um ¢ maior, que tende
a homogeneizar a difusividade, reduz a populagdo interna, principalmente a
alta aglomeracao préxima a interface, mas aumenta a populagao externa, que

apesar da taxa de crescimento negativa ¢ alimentada por fluxos de saida.

Figura 3.5: Perfis estaciondrios u, e correspondente D;(u) = dexp(—u/o),
(a)-(b) com diferentes valores de o indicados na legenda, mantendo d = 1 e
Tout = —0.02.

O pré-fator d afeta tanto D, quanto D,,; (veja a Fig. 3.6), mas principal-
mente o ultimo, influenciando as oscilagées dentro do refigio e o decaimento
do lado de fora. Neste caso, uma variacao de d tendendo a homogeneizar a
difusividade, que ocorre em um nivel baixo, beneficia o aumento da populagao

interna em detrimento da externa.
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Figura 3.6: Perfis estaciondrios u, e correspondentes D;(u) = dexp(—u/o)
(a)-(b), para diferentes valores de d, configurando o = 0.3. Pardmetros fixos
Tin =1, "oy = —0.02, L=10e w = 1.

Os efeitos de ambos os pardmetros de D;(u) nas oscilagoes dentro do
refigio estao resumidos na Fig. 3.7, onde descrevemos os diagramas de fase
no plano o — d, identificando as diferentes estruturas que podem surgir. As
linhas tracejadas e cheias correspondem as condigoes dadas pelas Eqs. (3-
7) e (3-8), respectivamente, que delimitam as diferentes fases. Os graficos de
cores representam as partes real (a) e imaginaria (b) do autovalor relevante
(parte imaginaria positiva minima). Lembre-se que em (a) a regidao branca
(parte real zero) significa que nao ha oscilagdes, em (b) a regido branca (parte

imagindria zero) prevé oscilagoes ndo amortecidas (caso contrario, oscilagoes
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amortecidas com multiplos picos emergem dentro do refigio). Os simbolos
preenchidos e abertos correspondem a classificacdo dos perfis estacionarios
obtidos pela integragdo numérica do FKPP Eq. (3-1), para os quais os picos
sao observados, ou nao, respectivamente, de acordo com as regioes previstas
pelas condic¢oes criticas. Além disso, verificamos que o comprimento padrao
de onda estd de acordo com a previsao A = 27/|kg|. Ou seja, apesar das
flutuagoes da densidade, a aproximagao de uma difusividade constante D (uy)
na regiao interna da uma previsao razoavel em concordancia com os resultados

das simulacoes.

3.0

0.0

Figura 3.7: Diagramas de fases no plano o — d de D;(u). As regices I-I11
correspondem as descritas em Sec. 3.3.1. Os graficos de calor representam as
partes reais kg (a) e imaginérias k; (b) da raiz relevante de A(k). Os simbolos
correspondem aos resultados da integracdo numérica da Eq.-(3-1): os picos
sdo observados (preenchidos), ou nao (ocos), para os circulos cruzados nao é
atingido um estado estaciondrio. As linhas tracejadas e sélidas correspondem
a previsao dada pelas Egs. (3-7) e (3-8), que caracterizam onde as partes
imaginaria e real desaparecem respectivamente. Parametros fixos r;,, = 1,

Tout = _0027 L=10ew=1.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821007/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1821007/CA

Capitulo 3. Formacao de padrées em um refiigio 63

Ainda que os resultados das simulac¢es estejam de acordo com os
diagramas, na regiao onde a parte imaginaria desaparece e sdao esperadas
oscilagoes sustentadas, o que realmente acontece é que um estado estacionario
nao é alcancado (simbolos representados por x). Picos altos dao origem a um
coeficiente de difusado localmente baixo, entdao o fluxos para fora dos picos nao
sao capazes de equilibrar o crescimento da populagao e este efeito é reforcado
quanto maior o pico, como pode ser visto na imagem ampliada dos picos

mostrada na Fig. 3.8.
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Figura 3.8: Detalhe da evolucao temporal de u(xz) e D;(u) para 0 = 0.2 e
d = 1.6 (correspondendo ao simbolo com x) na Fig 3.7, e r;p, = 1, ror = —0.02.
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Reacdo a superlotacdo: Ds(u) = d[1 — exp(—u/0)]

Nesta secao discutimos os efeitos da difusividade D(u) = Do(u) definida
na Eq. (3-3) que reflete uma maior mobilidade em reagao a superlotagao. Para d
grande o suficiente, um alto nivel de difusividade interna impediria a formacao
de padroes, entao consideramos apenas valores baixos de d. Gréficos tipicos de
densidade populacional e perfis de difusividade sdo mostrados na Fig. (3.9).

A difusividade na regido externa torna-se menor que no refigio, mas
mesmo assim nao se formam oscilagoes, devido a taxa de crescimento negativa.

No refagio, para o menor, a difusividade interna é préxima de d. A
medida que ¢ aumenta, o nivel médio da populacdo diminui, favorecendo
as oscilagoes, que tendem a ser sustentadas quando o perfil de difusividade
passa a ser delimitado por D.;. Além disso, observe na Fig. 3.9, que devido a
reacao a superlotacao, a difusividade é maior nos picos produzindo um fluxo
populacional que permite atingir um estado estacionario, com oscilagoes quase
sustentadas, diferentemente do que observamos para ¢ grande, no caso oposto

de reagao a rarefacao dado por Dq(u).
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Figura 3.9: Perfis estacionarios de u, D(u) e fluxo J, gerados por D(u) =
Ds(u) = d[1—exp(—u/o)], para diferentes valores do pardmetro de decaimento
o, com d = 0.03 fixo, r;, = 1, 1oy = —0.02, w =1e L = 10.
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O efeito dos parametros esta resumido nos diagramas de fase mostrados
na Fig. 3.10. Existe uma boa concordancia entre a classificagdo dos estados

estacionarios (simbolos) e as regides previstas.

10.0 (a)

0.1 1.0 10.0

10.0

1.0 F

0.1

Figura 3.10: Diagrama de fases no plano o — d de Dy(u), como na Fig. 3.7.
Os padroes sao formados exceto na regido branca em (a). Pardmetros fixos
Tin = 1, Towr = —0.02, L =10, e w = 1.
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Na regido onde a parte imaginaria desaparece (regido branca no painel
(b)), a aproximagao linear prevé oscilagoes sustentadas. Na realidade, observa-
se um pequeno amortecimento, como pode ser visto na Fig. 3.9 para o caso
o =10 e d = 0.03. No entanto, a amplitude das oscilagoes é quase constante,
exceto para o pico externo. De fato, a previsao tedrica baseada na aproximacao
u ~ Uy para a populagao interna nao pode ser esperada no caso de amplitude
das oscilagoes grande.

Além disso, observe que devido as oscila¢gbes nao amortecidas, a densi-
dade nos vales e, portanto, a difusividade, podem assumir valores muito peque-
nos para o grande o suficiente, levando a fragmentacao da populagao dentro

do refigio, fendmeno nao observado no caso de reagao a rarefagao.

3.3.3
Difusividade com dependéncia espacial

Agora vamos desacoplar a difusividade da densidade populacional e
estudar o caso em que um coeficiente de difusdo distinto pode ocorrer dentro
ou fora do reftigio, independentemente do nivel populacional. Em vez de impor
condigoes de continuidade [37], optamos por uma forma suavizada O,(x) da
fungao Heaviside, na Eq. (3-4), conectando os dois niveis por uma interface

estreita, mas de largura finita s < w, definindo

tanh <_M) + tanh (M)

2 tanh(£) ’
que tende para a funcao degrau de Heaviside quando s — 0. Poderiamos,

@s<x> = (3_9>

analogamente, suavizar o perfil da taxa de crescimento, mas como nao ha
derivadas nesta componente, essa suavizagao nao ¢ relevante neste caso.

Perfis estaciondrios tipicos de u(x), da difusividade D(z) definida na
Eq. (3-4) e do fluxo J sdo mostrados na Fig. 3.11, para dois valores diferentes
de D;,. Para D;, = 0.01 (primeira coluna), a Eq. (3-7) aproximadamente se
mantém e as oscilagoes sao sustentadas, enquanto para D;, = 0.02 (segunda
coluna) as oscilagoes sdo amortecidas.

A largura da interface tem um efeito na distribuicdo espacial da popu-
lacao. Para largura decrescente s, principalmente os picos mais proximos da
interface aumentam, enquanto fora do reftigio, a densidade diminui préximo a
interface. Entao, no limite s — 0, espera-se um salto de densidade, bem como
um salto na primeira derivada da densidade, tal que a corrente J = —D(z)0,u

permaneca continua na interface.
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Figura 3.11: a) Perfis estaciondrios de w(z), D(z) e J, sob difusividade
dependente do espago na Eq. (3-4), para um refigio de tamanho L = 10,
com diferentes valores da largura da interface s indicados na legenda, para
D;, = 0.01 em (a)-(c) e para D;, = 0.02 em (d)-(f). Os pardmetros fixos sao
Do =1, 150 =1, 100 = —0.02 e w = 1.
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Nos resultados a seguir, observamos os efeitos da variacao de r;,, Di, Tout
e D,y,. Na Fig 3.12, notamos o aumento expressivo da amplitude de oscilagao
associado ao aumento da taxa de crescimento interno r;,. Um efeito semelhante

¢é produzido diminuindo Dj;,,, como mostrado na Fig. 3.13.

u/ug

Figura 3.12: Perfis estacionarios da densidade populacional, para os parametros
L =10, s =0.2, w =1 e, variando o parametro indicado na legenda de cada
painel para D;, = 0.01, r,,; = —0.02,

Din
0.001
0.01 ——
4 0.02 ——
0.1 ——
S

2 - _
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Figura 3.13: Perfis estacionérios da densidade populacional, para os parametros
L =10, s =0.2, w =1 e, variando o parametro indicado na legenda de cada
painel, para r;, = 1, 7oy = —0.02, Dy = 1.
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Além disso, notamos que os perfis podem se fragmentar dentro do refigio,
assim como no caso de reacdo a superlotacdo. Observe que a difusividade
dependente do espago de dois niveis produz distribui¢cdes da populagao com
formas semelhantes as observadas para Ds(u) na Fig. 3.9, apesar das fortes
oscilagoes presentes neste ultimo caso.

Observemos agora o efeito dos valores dos parametros fora do refigio. O
aumento de r,,; nao tem efeito sobre a populacao interna, como mostrado na
Fig 3.14, exceto na interface, mas a populacao externa decai mais rapidamente
a partir da interface com o aumento de |r,,|. De fato, na regido externa,
a densidade populacional decai quase exponencialmente a partir da interface,
com uma taxa que diminui com D,,; conforme u(z) ~ exp (— il —L/ 2])
Este resultado é obtido impondo a continuidade da densidade populacional e
do fluxo na interface, e aproximando D(z) = D;,, dentro do refigio, enquanto
fora D(x) = Dy € u(z) ~ 0 devido as condigoes hostis. Além disso, sendo

baixa a densidade, o termo nao linear (competi¢do nao local) é desprezado.

Tout

-0.1

-100 ——

0 2 I & I
—10 -5 0 5 10
x
Figura 3.14: Perfis estacionarios da densidade populacional, para os parametros

L =10, s =0.2, w =1 e, variando o parametro indicado na legenda de cada
painel, para r;, = 1, D;,, = 0.01, D,,; = 1
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Quando a difusividade externa é menor do que no reftigio, ou seja
Do < Dy, a populagao desaparece perto da interface. Caso contrario, quando
D, ¢ maior do lado de fora, podemos observar na Fig. 3.15 que ela tem efeito
nao apenas no perfil externo, que decai mais lentamente da interface com D,

maior, mas a difusividade externa também tem impacto nos padroes internos.

Figura 3.15: Perfis estacionérios da densidade populacional, para os parametros
L =10, s =0.2, w =1 e, variando o parametro indicado na legenda de cada
painel, para r,,; = —0.02, D;,, = 0.01, D,,; = 1.

Resumimos os efeitos na formacao de padrdes produzidos por D, e
também 7;,, nos diagramas de fase da Fig. 3.16. A previsao da andlise linear
levando em consideracao apenas D;, esta de acordo com a forma das solugoes
obtidas numericamente. Para este perfil, na regiao estudada, sempre é atingido
um estado estaciondrio, e também sao observadas oscilagdes sustentadas
préoximas a fronteira esperada (linha tracejada). As comparagoes dos diagramas
podem ser feitas com as Fig. 3.12, 3.14, 3.13 e 3.15.
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Figura 3.16: Diagramas de fase no plano D;, — r;, para um perfil binario.
Grafico de cores e regioes como na Fig. 3.7. Padroes sao formados, exceto na
regiao branca em (a). Pardmetros corrigidos Doy = 1, 7o = —0.02, L =10 ¢
w=1.
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34
Comentarios finais

Neste capitulo, discutimos o impacto da difusao heterogénea em um refi-
gio imerso em um ambiente hostil. Consideramos duas formas de difusividade
dependente do estado, que imitam reagoes opostas a densidade, e também a
difusividade dependente do espago onde a heterogeneidade esta vinculada a
qualidade do ambiente, independentemente da densidade populacional.

Em todos os casos analisados, quando o nivel médio de difusividade é
suficientemente baixo dentro do refigio, deixando os valores dos demais para-
metros fixos, surgem padroes internos. A populacao externa decai mais lenta-
mente com niveis mais altos de difusividade externa. Os niveis de difusividade
dentro e fora podem explicar perfis observados experimentalmente que apre-
sentam caudas com alta densidade de individuos mesmo em condi¢oes muito
adversas, como no caso de bactérias sujeitas a luz UV [4].

Independentemente dos detalhes do perfil de difusividade dentro do
refiigio, mesmo apresentando grandes oscilagbes, seu nivel médio permite
uma boa previsao das fronteiras criticas para a formagao de padrdes através
da andlise de estabilidade linear, como observado nos diagramas de fases.
Isso indica uma certa robustez do processo de formacao de padroes frente
a heterogeneidades no perfil de difusividade.

No entanto, o tipo de heterogeneidade tem efeitos sobre a forma dos
padroes. No caso de reacao de superlotagao, é possivel ter picos mais uniformes
e pode ocorrer fragmentacao, semelhante ao que ocorre com o perfil de 2 niveis.
No caso de reagao de escassez, os picos aumentam quanto mais préoximo da
interface e um estado estacionario pode ser inatingivel devido a condensacao
progressiva nos picos. Essas caracteristicas nao sao capturadas pela andlise

linear.
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Conclusoes e perspectivas

O foco desta tese foi estudar os efeitos da nao localidade e da heteroge-
neidade de diversos processos elementares na formacao de padroes espaciais.
Com esse propésito, consideramos versoes modificadas da equacao de FKPP.

No capitulo 2, observamos que, apesar de que para a formacao de padroes,
é crucial que C (da competigao) possa assumir valores negativos (para produzir
um pico positivo em A(k)), os demais processos sendo nao locais podem
interferir (destrutiva ou construtivamente) inclusive a difusdo. Este fenémeno
de interferéncia no espaco de Fourier, depende do quanto as interagoes nao
locais sao espacialmente compactas.

Os resultados apresentados no capitulo 2 foram obtidos utilizando inte-
racoes uniformes, representadas pela fungao retangular, com largura variavel.
Esta forma foi escolhida devido ao seu formato minimo e representagao anali-
tica fechada no espaco de Fourier, permitindo a obtencao de resultados analiti-
cos. Nossas conclusoes, no entanto, permanecem validas para outras fungoes de
influéncia, desde que que suas transformadas de Fourier apresentem oscilagoes
que mudem de sinal.

O impacto combinado dos diversos processos dependentes de escala esta
no cerne da teoria da formagao de padroes [15, 19]. Recentemente, a ideia
de que a forma funcional e alcance das interagoes tém um papel critico
na organizagdo espacial dos organismos tem sido destacada [13, 80]. Neste
capitulo sobre nao localidade de todos os processos, conectamos esses dois
resultados fundamentais, explorando as consequéncias que o formato das
interagoes tem na forma como os efeitos dos diferentes processos se sobrepoem
e controlam a formacado de padroes. Nossos resultados mostram a existéncia
de uma interferéncia escala-dependente que pode ocorrer quando as fungoes de
influéncia, que representam o modo de agao espacialmente estendido de cada
processo, sdo suficientemente compactas.

Uma continuacao natural desta parte do trabalho de tese é procurar
detectar o fendomeno de interferéncia em situacées do mundo real. As aplicacoes
em dinamica de vegetagdo sao promissoras devido ao seu valor ecolégico e
um soélido suporte de literatura. Para isso, uma modificacdo adequada da
Eq. (2-5) é necesséria, incorporando a especificidade dos processos envolvidos,
relacionados a competicao de recursos e ao crescimento e disseminacao da
biomassa sob e acima do solo. Potenciais cenarios interessantes devem envolver

interagoes restritas a um determinado comprimento espacial, tendo o carater
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compacto que discutimos ao longo do artigo. Por exemplo, nos casos em que
a interacao planta-planta é fortemente mediada pela dindmica da agua, a
porosidade do solo pode induzir um ntcleo céncavo que confina a influéncia
das plantas a distancia [81]. Como outro exemplo, resultados recentes sobre
competicao subterrdnea mostram que a propagacao de raizes é bastante
territorial, restringindo a proximidade das plantas de maneira acentuada [82].
A interacao acima do solo também pode ser bem delimitada, como no caso da
competicdo das copas das arvores pela luz solar. Além disso, a dispersao de
sementes também pode estar associada a uma funcao de influéncia compacta.
Este ¢ o caso quando a dispersao de sementes depende principalmente da
gravidade (caindo perto de plantas e arvores) [63] ou quando a dispersao é ndo
linear [83]. Este caminho de pesquisa aplicada também exige uma extensao
para o cenario 2D onde os padroes podem apresentar diferentes topologias,
como lacunas periddicas, listras, labirintos e manchas [21, 23, 84, 85, 86].

No Capitulo 3, investigamos as estruturas espaciais associadas as varia-
¢oes da difusividade com a densidade populacional e também da difusividade
depende do espaco, onde a heterogeneidade ¢ vinculada as condigdes do am-
biente independente da populagdo. Este estudo foi motivado por resultados
experimentais em populagoes de bactérias sujeitas a um meio hostil (luz UV)
exceto sob uma méscara [4], cujo perfil de densidade ainda permanece nao
explicado.

Assim, o cenario escolhido para este estudo foi o de um reftgio de
tamanho finito imerso em um ambiente hostil. Os resultados mostram que, para
todos os casos, os padroes surgem para baixos niveis médios de difusividade
no interior do reftgio. Ja& a difusividade no ambiente hostil interfere nos
decaimentos da populacao externa.

Por um lado, mostramos que o processo da formagao de padroes é
robusto em relacdo as variagoes no perfil de difusividade, porém o tipo de
heterogeneidade tem efeitos nas formas de oscilagao espacial. Para todos os
casos, encontramos trés tipos de perfis: oscilagoes sustentadas ou amortecidas
e perfis homogéneos. Fornecemos as previsoes tedricas destes perfis por meio
da teoria de estabilidade linear baseada nos modos de oscilacao do espago
de Fourier nos planos dos parametros da difusividade, e apresentam boa
concordancia com os resultados da integracao numérica da equagao modificada
de FKPP. Porém a heterogeneidade da difusividade tem impacto nas formas
dos padroes, nao prevista pela analise linear.

Por outro lado, com relagao a motivagao empirica inicial, nossos resul-
tados numeéricos e consideragoes teoricas, explorando como a mobilidade de-

pendente da densidade afeta a formacao de padroes, revelam importantes assi-
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naturas macroscopicas que podem fornecer o entendimento sobre mecanismos
ocultos. Esse conhecimento pode entdao ser usado para refinar modelos ma-
tematicos. Dentro do contexto particular da equacao FKPP, em tentativas
anteriores de explicar o comportamento de populacdes de bactérias em um
ambiente sujeito & luz UV com refigio [4], Perry chama a atengdo para a
insuficiéncia do Fisher modelo (local) para obter uma previsao de flutuagoes
observadas em perfis empiricos. No entanto, a mobilidade medida empirica-
mente ¢ muito alta para permitir a desestabilizacdo do estado homogéneo,
porém foi medida em baixa densidade bacteriana. Uma possibilidade é que a
mobilidade seja influenciada pela reagao a aglomeracao, com baixa mobilidade
em regides lotadas e alta em caso contrario, ou mobilidade distinta quando
submetida a condic¢oes hostis, o que poderia produzir as caudas observadas da
distribuicao fora do refigio. De fato, alguns dos perfis obtidos neste trabalho
lembram aqueles observados nos experimentos de Perry, mas é necessario um
estudo mais aprofundado nessa direcao, e este trabalho pode representar um
ponto de partida.

Ainda que a anéalise linear seja robusta para predizer a maioria dos
resultados numéricos, ela pode nao ser suficiente para prever se a dindmica
alcanca um estado estacionario em algumas situac¢des, como observamos no
capitulo 3 no caso em que a difusividade decai com a densidade. Assim,
uma analise nao linear, por exemplo, via fungoes de Lyapunov, pode ser mais

refinada.
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Resultados complementares para a dinamica nao local

Al
Resultados para as funcoes de influéncia exponenciais

Na subsecao 2.2.1, mostramos que para C exponencial é impossivel
produzir desestabilizacao caso D seja retangular, e, em quaisquer escalas c,
d, a solugao no estado estacionario é sempre homogénea. A Fig. A.1 mostra os
perfis, obtidos pela integragdo numérica da Eq. (2-5), que correspondem com

a analise de interagao das componentes ilustrada na Fig. 2.1

1.5 T
(a) R
1
Uu
0.5 .
0 | | | |
0 20 40 60 80 100
i

Figura A.1: Perfis de densidade em diferentes escalas d indicadas na figura,
para D retangular, C exponencial ¢ G — 1. Os perfis foram obtidos para
c = 18 e correspondem com a analise de interagao das componentes mostrada
na Fig. 2.1.

Por outro lado, quando C é retangular e D ¢é exponencial, os padroes
surgem para valores de d suficientemente pequenos (e.g., d = 0.3), mas nao
para grandes valores de d (e.g., d = 8), e observamos um comportamento
sempre destrutivo de \y. Os perfis de densidade sdo mostrados na Fig. A.2 e

correspondem com a andlise de interacao ilustrada na Fig. 2.2.
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Figura A.2: Perfis de densidade em diferentes escalas d indicadas na legenda,
sendo D exponencial, C retangular ¢ G — 1. Os perfis foram obtidos para
c = 18 e correspondem com a analise de interagao das componentes mostrada
na Fig. 2.2.

A.2
Interferéncia para o caso D triangular

A seguir iremos mostrar o efeito da fungao de influéncia triangular D,
considerando que C seja retangular e crescimento local para verificar o contraste
dos efeitos observados no capitulo 2. Como D = sin?(kd)/(kd)? também oscila
no espago de Fourier Ay pode produzir os efeitos de interferéncia contribuindo
para A(k*) > 0 assim como observado quando D é retangular. Porém, como
a amplitude de oscilacdo é menor, o efeito de interferéncia é mais fraco.
Escolhemos D ~ 0.2 para produzir uma alternancia dos dominios, como
observado anteriormente para D é retangular.

A interferéncia construtiva causada pela componente de difusao pode
acontecer com a variacdo da escala d, como é mostrado na Fig. A.3. Vale
ressaltar que, como C ¢ retangular, a contribuicdo A\. continua a mesma
para comprimento de onda dos padroes e o tipo de interferéncia obedece a
mesma relagdo entre as escalas ¢ e d vistas anteriormente, como mostrado
na Fig. A.4,0u seja, interferéncias construtivas ocorrem para d = x;/(1.437)c
(linhas cheias) e destrutivas para d = x,,/(1.437) (linhas tracejadas) , onde x;
e T, sao os pontos de maximo e de vale da componente )y, respectivamente.
Entretanto os pontos de maximos e minimos mudam. Neste caso, a componente
Ag possui uma contribuigdo sinc?(z) com méaximos dados pelos pontos x,/m =
(1.43,2.46,3.47,4.47... ~ 2n + (—1)"/2 e minimos dados pelos pontos z,, /7 =
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(1,2,3..n) comn =1,2,3...

Figura A.3: Analise de interferéncia de acordo com a Eq. ~(1—12) para D
triangular e C retangular, enquanto o crescimento é local G(k) — 1. Os
parametros sao d =5 (a), d =8 (b), c =8 fixoe D = 0.2.

Apesar da alternancia entre as faixas com interferéncias construtivas e
destrutivas ao variar a escala d vistas no mapa de calor A.4, podemos observar
estruturas espaciais em regioes mais claras do lilas, como mostrado na Fig. A.5,
pois A(k*) é muito proximo de zero, ou seja, a taxa de crescimento dos modos
¢ insuficiente para reduzir o efeito de estabilizagdo no estado estaciondrio.
Porém, mesmo na regidao onde A(k*) é positivo mas muito préximo de zero,
a desestabilizacao perde efeito com o aumento de d, entretanto, ainda se
observam pequenas oscilagoes de acordo com o painel (b). Aumentando d mais
um pouco, as amplitudes sdo reduzidas, mas depois aumentam na regiao de

escala coincidente com A(k*) > 0, porém préoximo de zero.
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Figura A.4: Gréfico de calor no plano d — ¢ para D triangular, C retangular
e G — 1. O coeficiente de difusao é D = 0.2. As linhas retas correspondem

aos maximos locais (s6lidas) e minimos (tracejadas), previstas a partir dos
2

extremos da funcao sinc.

A nao linearidade pode levantar os picos e abaixar os vales, tornando o
efeito das interferéncias mais visivel para D triangular. Neste caso escolhemos
D = 2 e os expoentes a = 0.46, § = v = 2 (ver Fig. A.6). O pico positivo
¢ maior comparado com o caso linear e pelo mapa de calor da Fig. A.6
observamos mais regides onde A\(k*) > 0. Entretanto, o efeito de interferéncia

ainda é fraco em relacdo a D retangular no caso nao linear.
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Figura A.5: Perfis de densidade populacional de acordo com os pontos do
mapa de calor mostrados na Fig. A.4 para diferentes escalas d mostradas nas
legendas, lembrando que ¢ =18 e D ~ 0.2
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Figura A.6: Andlise de interferéncia para o caso nao linear com D triangular,
C retangular enquanto que o crescimento é local G — 1. Os parametros sao

a=046,=2,vy=2eD=2parac=8fixoed=2(a),d=8
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Figura A.7: Grafico de calor no plano d — ¢, para D triangular, C retangular
e G — 1. O coeficiente de difusdao é D = 2 e os expoentes sdao o = 0.46,

f=v=2
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B
Inducdo de padrdes por heterogeneidade ()

Neste apéndice apresentaremos a predicdo tedrica que determina as
condicoes criticas para a aparicdo de diferentes estruturas espaciais e os seus
tipos, descritos no capitulo 3.

Algumas das demonstragoes foram desenvolvidas nas Refs. [13, 51],
usando a teoria de estabilidade linear, aqui revisaremos os resultados, e
efetuaremos céalculos especificos para nossos casos de interesse.

O termo responsével pela mudanga na taxa de crescimento r(x) fornecido
pela Eq. (1-17) é dado por

(@) = (rin = Tour)O(L/2 — [x]). (B-1)

Uma solugdo aproximada da Eq. (3-1) pode ser obtida no limite de
heterogeneidade fraca para o crescimento, ou seja, 1(x) /1y, < 1. Considerando
pequenas perturbacoes em torno do estado homogéneo uy = r;, podemos
substituir u(x,t) >~ upe(x,t) = ug + eexp(ikx + \t) na Eq. (3-1) para € < uo,

obtendo a forma linearizada

ate = Dazxe — Uo7y *x €+ Tinw(x)e ) (B_2>
onde D é o nivel médio da difusividade dentro do refigio. No estado estacio-

nario, a transformada de Fourier fornece

0 = A(k)E + ugih(k), (B-3)
onde
A(k) = —Dk* —ry7, (B-4)
e a transformada inversa da Eq. (B-3) resulta na expressao
_ 1 uoth(k) I uo(k) i )
e(z) = F {_A(k) —QW/_OOdk_)\(k)e . (B-5)

A integracdo para calcular a transformada inversa em (B-5) pode ser feita
pelo método de residuos. Portanto é relevante obter os polos do integrando.
Se a transformada de Fourier do termo de heterogeneidade (k) ndo introduz
polos relevantes, entdo interessa determinar as raizes complexas de A(k). Por

exemplo, no nosso caso de interesse que ¢ o reftigio, temos

(k) = 2(rin — Tow) sin(kL/2)/(kL/2) ~ 1/, (B-6)
e como o fator 1/k fornece um polo de ordem um trivial, & = 0, que contribuira

com um termo constante, entao apenas os polos do integrando dados pelos
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zeros de A(k) importam. Assim, vamos calcular os zeros complexos de A(k),
* L. : 1% * * x : : oz
ki = kj g+ ik} ; onde k] p e k7 ; sdo respectivamente as partes real e imagindria

da j-ésima raiz k7.

Lembremos que a integral em (B-5) pode ser calculada por residuos como

— (k) —(k)

onde a soma é sobre os zeros com kj > 0, quando supomos uma interface

1 oo (k) b(k)
27/ dkuo¢< )e’Lk.’E — ?:'LLQ ZR‘eSk‘*}k* ¢( ) elkl" (B—?)
T J—00 7 J

localizada em x = 0 e o refugio a direita da interface.

Logo, aparecerao em cada termo fatores do tipo exp(ikjz), sendo k7 ; > 0.
Se a parte imagindria de k} for ndo nula, entao surgem exponenciais reais
da forma exp(—Fkj ;x), indicando amortecimento. Os termos com maior parte
imaginaria decaem mais rapido, portanto o que persiste mais longe da interface
é o que corresponde a o zero de menor parte imaginaria positiva, o qual
denotamos por k;. A respectiva parte real desse zero, que denotamos kg,
fornece o nimero de onda das oscilagoes.

Portanto, o modo dominante procurado € dado por k; = kgr+ik; e a inte-
gracio analitica fornece uma distribuicao de populacio do tipo e % cos(kpx),
para o interior de uma interface localizada em = = 0 (e similarmente para a
outra interface no caso de um refiigio). Dai surgem os trés tipos de oscilagoes
nos perfis, mencionados na Secao 3.3.1, e que definem as seguintes regices dos

diagramas de fase:

(I) Oscilagoes sustentadas (de amplitude uniforme) quando kg # 0 e
kr = 0.

(IT) Oscilagbes amortecidas (atenuadas espacialmente) quando kg # 0 e
kr > 0.

(III) Auséncia de oscilagdes quando kg =0 e k; > 0.
Para determinar as fronteiras criticas, basta impor as condi¢oes

0  para a fronteira entre (I) e (II), (B-8)
kr = 0  para a fronteira entre (II) e (III). (B-9)
Assim, podemos determinar, por exemplo, as difusividades criticas para

os tipos de oscilagdo da densidade populacional, dependendo da taxa de

crescimento r;, e da escala de interacao da competicao w.
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Fronteira entre as regides (1) e (1)

A regiao (I), em que as oscilagdes sdo sustentadas, é caracterizada por
k; = 0, portanto raizes reais. Basta que A(k*) > 0, para ter raizes reais. O modo
dominante k* é o valor em que a taxa de crescimento dos modos é méaxima. A
forma A(k) = —Dk? — r;,,7, implica que as oscilacoes sustentadas surgem no
limite de difusividade baixa, que é o caso mais favoravel. Supondo D ~ 0, o
modo k* pode ser obtido pela condi¢ao de extremo do termo de competicao
dado por —r;,7 = —risinc(kw), dado que foi considerada a forma retangular

da funcao d influéncia. Ou seja

md sinc(kw) _— [cos(kzw) B sin(k:w)] _o

dk kw k22 (B-10)

Para achar o extremo k*, podemos expandir a Eq. (B-10) em série de
Taylor, até a ordem que permita atingir a precisao desejada. Até a ordem 11

em k, temos

1 1 s 51 1 s 5(1 1 n o1/ 1 1y
b (= 31) =0 (3= 5) +40 (G = ) - (= 7)) =
(B-11)
A forma exata da derivada na Eq. (B-10) e duas aproximagoes em série

sao apresentadas na Fig. B.1. Observe que o primeiro zero da aproximacao

de ordem 11, que é representada pela linha tracejada vermelha no grafico da

kw

Figura B.1: Derivada da funcao sinc(kw) (linha sélida) e suas aproximagoes
em série de Taylor até a 10 (linha tracejada rosa) e 11* ordem (linha tracejada
vermelha) para o célculo de k*.
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Fig. B.1, coincide em boa aproximagao com a raiz da derivada exata de A(k)
(linha continua preta). Na aproximacao de ordem 10 (linha tracejada rosa)
as raizes nao sao coincidentes. Portanto a aproximacdo dada pela Eq. B-11
fornece o modo onde A(k) é maximo quando D = 0. A tnica raiz real e positiva
encontrada é k* = v/20.1/w ~ 1.437 /w.

O valor estimado k* = 1.437/w pode ser substituido na Eq. (B-4) e para
A(k*) = 0 obtemos o valor critico D.; dado na Eq. (3.3.1).

A partir da condi¢ao A\(k*) > 0, obtemos

D < —rysine(k*w) /k*? ~ (1.437) 3riw? . (B-12)
Para valores de D maiores que o limiar dado pela Eq. (B-12) as oscilagoes

se tornam amortecidas, entrando na regiao (1I).

Fronteira entre as regides (I1) e (111)

Na regiao (II) em que as oscilagoes sdo amortecidas, a parte imaginaria
¢ nao nula e os modos k podem ser obtidos calculando as raizes de A(k), ou

seja
—Dk? — ripsinc(kw) = 0. (B-13)

Uma estimativa das raizes da Eq. (B-13) pode ser fornecida pela série de

Taylor do segundo termo truncada na quinta ordem de k, ou seja

w?k?  wik 5
— : B-14
6 * 120 > +O(%) ( )

Resolvendo para k, obtemos as raizes véalidas

Dk2 >~ —Tin <1 —

30D 5 V518002 — 60Dri,uw? — 12w
k= V24|~ 1t 2 Tt 4 g
TinWw w TinW
30D 5  +/5y/180D2 — 60Dr;w? — r2,w
ko = V2| ——— + = — v - . (B-15)
W w TinW

No limite onde as oscilagoes desaparecem, a parte real é nula, mas a
parte imaginaria ¢ o menor [/ m[k;‘] Logo, a condi¢ao que deve ser satisfeita
pela Eq. (B-15) é _ _

180D* — 60Dryw? — 72 w* = 0, (B-16)
para garantir a raiz imaginaria. Para a igualdade temos o caso critico que
fornece a fronteira. Assim, obtemos a regido (II) é limitada por D/(rw?) <

~Y

1/6 + 1/1/30 ~ 0.35. Para uma difusividade acima deste limiar, os padroes
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espaciais desaparecem (entrando na regiao (III)). Seguindo o mesmo procedi-
mento para expansao em ordem superior, obtemos a Eq. (3-8).
Esses resultados permitem uma boa predicao quando compararmos as

simulagoes mostradas na Fig. B.2 com os diagramas da Fig. 3.16.

()

0 5 10

Figura B.2: (a) Perfis de densidade populacional e (b) perfis de difusividade
com dependéncia espacial, correspondentes aos pontos mostrados nos diagra-
mas da Fig. 3.16, e valores fixos de D,y =1 € 1oy = 1.
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C
Tamanho critico do refiigio para sobrevivéncia

Reservamos este apéndice para demonstrar o tamanho critico em um
refiigio para o caso de difusividade dependente da densidade. No limite de
baixa densidade, o termo nao linear da Eq. (3-1) é desconsiderado, de modo

que podemos resolver as equagoes no estado estacionario

d
—e_ui/a(amui)Q + de_“/‘fﬁmui = —Tr;u;, (C-].)
o

onde o indice ¢ = {in,out} indica a densidade e taxa de crescimento dentro
ou fora do refagio, respectivamente. Como u ~ 0, podemos desprezar os
termos de ordens superiores e o primeiro termo da Eq. (C-1) é desconsiderado.

Expandindo a exponencial em série de Taylor, obtemos

d(l — uz/a)amul = —T;U;,
cLdOppus & —Tiuy (C-2)

A solugao geral da Eq. (C-2) é

u; = Aexp (—Hw) + Bexp (Hm) . (C-3)

No interior do reftgio, r;, é positivo. Portanto, a solugao particular da
Eq. C-3 é dada por

u; = C cos <\/Zx> + Dsin (ﬁx) ) (C-4)

A baixas densidades u; # 0 no centro do refugio (r = 0) enquanto que

u; = 0 na interface (z = £L/2), assim descartamos o segundo termo da Eq. (C-

Uin = C' cos (\/ZJ?) : (C-5)

Por outro lado, r,,; < 0 e a solu¢do da densidade de populagao fora do

4) e obtemos

refiigio é uma queda exponencial de modo que

Ut = A exp (— TZ”) ) (C-6)

Para garantir a continuidade das solugoes na interface as condigoes
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uin(m)|x:iL/2 = uout(l‘)|x:iL/27 (0'7)

axuin(x”z:iL/Q = axuout(x)|x:iL/2> (0'8)

devem ser satisfeitas. Assim, o tamanho critico do refigio para este caso é

d _
L. = 2/ — arctan ( TOM) : (C-9)
Tin Tin

Mantendo o mesmo tamanho do refiigio, existe um limiar de difusividade

regulado pelo pardmetro d para a sobrevivéncia da populagao. A predicao
tedrica dada pela Eq. (C-9) e os resultados mostrados na Fig. C.1 estao
de acordo. Plotamos os graficos para dois tamanhos de refigio diferentes e
constatamos que a populagdo sobrevive em reftigios maiores mesmo com uma

difusividade mais alta como vemos no painel (b).
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-8 -6 -4 -2 0 2 4 6 8

Figura C.1: Valor critico do pardmetro d para perfis de baixas densidades.
Note que o resultado numérico corresponde ao previsto pela teoria dada pela
Eq. (C-9). No painel (a), d. ~ 4.5 para L. =5 e em (b) d. ~ 11.4 para L. = 8.
Os parametros fixos sao ry, = 1, 1oy = —6, e 0 = 1.

Seguindo o mesmo raciocinio, é possivel obter uma expressao similar
para o caso de superlotagao. O tamanho critico para difusividade dependente

da densidade pode ser generalizada pela expressao (3-5).
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D
Difusividade em lei de poténcia

Neste apéndice mostrarei resultados complementares aos apresentados no
capitulo 3. Apesar do paradigma ser o mesmo, os resultados aqui apresentados
revelam comportamentos diferentes e por este motivo nao foram incluidos como
uma secao do capitulo 3.

Supomos que o coeficiente de difusao varia como uma lei de poténcia da

densidade, ou seja

Ds(u) = d (u/uo)” (D-1)
onde v > —1 pode ser negativo ou positivo, permitindo produzir reagoes a
rarefacdo ou a superlotacao, respectivamente. O objetivo deste apéndice é
reforcar a ideia de que o tipo de heterogeneidade nao interfere nas condigoes
criticas para a desestabilizacdo, mas neste caso ¢ ainda mais evidente que a
forma dos padroes muda.

Este tipo de perfil de difusividade ja foi considerado para habitats
infinitos [51, 46] e em relagdo ao tamanho critico para sobrevivéncia [39]. O
efeito de v é mostrado na Fig. D.1, manifestando tendéncias semelhantes as
observadas para os perfis exponenciais. Observe que para v < 0 surgem picos
altos e estreitos, enquanto oscilagoes e fragmentacao mais regulares surgem se
v > 0. Novamente neste caso, essas nuances nao sao capturadas pela andlise
linear. De fato, Eq. (3-6) se torna A\(k) = —dk? — rs2%k gionificando que a

wk

analise linear ignora o expoente v que controla a dependéncia da densidade.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1821007/CA


PUC-RIo- CertificagaoDigital N° 1821007/CA

Apéndice D. Difusividade em lei de poténcia 93
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Figura D.1: Densidade populacional no estado estacionario e difusividade
gerada por D(u) = Ds(u) = d(u/ug)”, para diferentes expoentes v com
d = 0.01 fixo, 4, = 1, o0 = —0.02, w = 1 e L = 10. Para v = —1.5, a
difusividade fora do refigio é D(u) ~ 10 (nao mostrado).
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