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Resumo

Moura, Judson O.; Anteneodo, Celia; Vieira, Allan. Controlando
o grau médio na construcao de redes complexas. Rio de
Janeiro, 2021. 79p. Dissertacao de Mestrado — Departamento de
Fisica, Pontificia Universidade Catoélica do Rio de Janeiro.

A construgao de redes complexas é de grande importancia para o es-
tudo de modelos de agentes e sistemas dinamicos, a exemplo dos modelos
de opiniao, de epidemias, sistemas de osciladores ou mapas acoplados, etc.,
que usam grafos como substrato das interacoes entre os elementos do sis-
tema. Essas dinamicas dependem fortemente das caracteristicas topologicas
da rede de interagoes, portanto, é fundamental construir redes com pro-
priedades estruturais bem definidas. Uma das propriedades de grande im-
portancia é o grau médio, primeiro momento da distribuicao de graus. Nos
casos em que a distribuicao de graus decai como uma lei de poténcia, o seu
expoente é outra grandeza relevante, relacionada a possibilidade de ter vér-
tices muito conectados. Além disso, procura-se evitar as correlagoes. Dentro
deste quadro, estudamos os efeitos que certas caracteristicas da distribuicao
de graus tém nas propriedades da rede, construida mediante o modelo de
configuragao. Para cada valor do expoente da lei de poténcia, fixamos os
graus minimo, maximo, e médio, comparando o efeito destes parametros
nas redes resultantes, através do coeficiente de agrupamento e da correlagao

de graus entre sitios vizinhos.

Palavras-chave

Redes complexas; redes livres de escala; conectividade média;

coeficiente de aglomeracao;  correlagdo de graus.
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Abstract

Moura, Judson O.; Anteneodo, Celia (Advisor); Vieira, Allan (Co-
Advisor). Controlling the average degree in building com-
plex networks. Rio de Janeiro, 2021. 79p. Dissertacao de mestrado
— Departamento de Fisica, Pontificia Universidade Catoélica do Rio
de Janeiro.

The construction of complex networks is of great importance for the
study of agent-based models and dynamical systems, such as opinion mod-
els, epidemics, oscillator systems or coupled maps, etc., that use graphs as a
substrate to represent the interaction paths. The dynamics can strongly de-
pend on the topological characteristics of the interaction network, therefore,
it is essential to build networks with well-defined structural properties. One
of the properties of great importance is the average degree, the first mo-
ment of degree distribution. In cases where the degree distribution decays
like a power law, its exponent is another relevant quantity, related to the
possibility of hubs. Within this framework, we study the effects that certain
characteristics of the degree distribution have on the properties of the net-
work, built using the configuration model. For each value of the power-law
exponent, we fix the minimum, maximum, and average degrees, compar-
ing the effect of these parameters on the resulting networks, through the
clustering coefficient and the degree-degree correlation between neighboring

sites.

Keywords

Complex networks; free scale networks; clustering coefficient; mean

connectivity; degree-degree correlation.
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Figura 2.1 (a) Rede com N = 6 vértices e M = 7 arestas. (b)
Representagao de arestas multiplas e auto-arestas.

Figura 2.2 Representagao por matriz de adjacéncia e lista de adja-
céncia. Ambos os casos representam a rede da figura 2.1(a).

Figura 2.3 Representacao das componentes de uma rede contendo

seis vértices. Nesse caso existem trés componentes.

Figura2.4 Rede desconexa de tamanho N = 200 com 10 componentes.

Figura 2.5 Ilustracao de como calcular k,,; para o vértice 1. Nesse
caso o grau do vértice 1 é k; = 4. Os graus dos vértices
vizinhos a 1 sdao ke = 3,k3 = 3,ky = 2,k5 = 1. Logo
knni = (3+3+2+1)/4=2.25.

Figura 2.6 (a) Mostra todas as possiveis ligagoes da vizinhanga do
vértice © = 1, nesse caso ¢; = 0, pois nao ha conexoes entres
seus vizinhos. Em (b), dentre todas as conexoes possiveis, 0s
vértices © = 3 e © = 4 estao unidos por uma aresta, nesse caso

existe uma ligagdo dentre as trés possiveis, entao ¢; = 1/3.

Figura 3.1 Meias arestas para a sequéncia de graus (4,1,2,2,1).
2.6(a)
2.6(b)

Figura 3.2 Primeira aresta gerada a partir do modelo de configuracao.

Figura 3.3 Em (a), os vértices trés e quatro foram sorteados e
uma conexao foi colocada entre eles. Em (b), é mostrada a
rede finalizada, apds completar todo o processo do modelo de
configuracao.

Figura 3.4 Rede de Erdos-Rényi. N =10e p =04

Figura 3.5 Histograma do ntimero de arestas gerado pelo modelo
G(N,p), com N = 10° e (k) = 6. O histograma em azul
representa a distribuicao do ntimero de arestas M gerado por 103
redes. A curva em vermelho é a distribuigao gaussiana (Eq. 3-5)
com média p = 2996.82 e desvio padrao o = 51,76, obtidos da
sequéncia de graus.

Figura 3.6 Rede criada a partir do modelo G(NN, M) e sua matriz
de adjacéncia associada. O tamanho da rede equivale a N = 10

e o numero de arestas M = 7.
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Figura 3.7 Distribui¢oes de graus para redes de ER, geradas pelos
modelos G(N,p) e G(N, M), com tamanho N = 10* e niimero
total de arestas M = 3 x 104, portanto (k) = 6. Os pontos sdo
a média sobre 10? redes e a curva em vermelho é a distribuicio
de Poisson da equagao 3-8.

Figura 3.8 Distribuicao de aglomeracao para o modelo G(N, p). Nas
duas figuras superiores (a) e (b), N = 10 e (k) = 6. Para as
figuras (c) e (d), N = 10* e (k) = 6. As duas figuras a direita
(b) e (d), sdo ampliagoes das figuras (a) e (c). 10? redes foram
geradas para as distribui¢oes acima.

Figura 3.9 Distribuicdo de aglomeragao para o modelo G(N, M).
Nas duas figuras superiores (a) e (b), N = 103 e M = 3 x 10.
Para as figuras (c) e (d), N = 10" e M = 3 x 10%. As duas
figuras a direita, (b) e (d), sdo ampliacoes das figuras (a) e (c).
102 redes foram geradas para as distribuicoes acima.

Figura 3.10 Cada figura mostra a distribuicao de frequéncias para o
C' global de cada rede para os valores de (k) = 4,6,8,12. Para
cada figura foram geradas 10? redes. Figura baseada no modelo
G(N, M)

Figura 3.11 As figuras acima mostram o k,,(k) e o c(k) médio
para a rede de ER utilizando tanto o modelo G(N,p), quanto
o modelo G(N,M). As figuras a e b representam o modelo
G(N,p), enquanto ¢ e d, o modelo G(N,M). Para os dois
modelos foram geradas rede com valores médio (k) = 4,6,8,12
e tamanho N = 10% As linhas tracejadas correspondem as
respetivas previsoes tedricas em auséncia de correlagoes, dadas
pelas equagoes 2-13 e 2-18. Para cada modelo foi feito uma
média sobre 10% redes.

Figura 3.12 Cada figura mostra a distribuicao para o coeficiente de
correlagdo de Pearson r de cada rede. Com valores de (k) =
4,6,8,12. Para cada figura foram geradas 10? redes. Figura
baseada no modelo G(N, M)

Figura 3.13 Distribuicao de graus de uma rede de ER utilizando o
modelo de configuragdo. N = 10%, (k) = 6. A figura exibe a
média sobre 10? redes. A curva vermelha é a mesma distribuicao

de Poisson da figura 3.7.
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Figura 3.14 Distribuicao de aglomeracao para rede de ER utilizando
modelo de configuragdo. Nas duas figuras superiores (a) e (b),
N =10% e (k) = 6. Para as figuras (c) e (d), N = 10% e (k) = 6.
As duas figuras a direita (b) e (d), sdo ampliagoes das figuras
(a) e (c). 10? redes foram geradas para as distribuicoes acima.

Figura 3.15 Distribuicao de frequéncias para o C' global do modelo
de configuragio para os valores de (k) = 4,6,8,12 e N = 10%.
Para cada figura foram geradas 10? redes.

Figura 3.16 As figuras acima mostram o k,, (k) e o ¢(k) para a rede
de ER utilizando o MC. As rede foram geradas com valores de
(k) = 4,6,8,12e N = 10%. Aslinhas tracejadas correspondem as
respetivas previsoes tedricas em auséncia de correlacoes, dadas
pelas equacoes 2-13 e 2-18. Média sobre 10? redes.

Figura 3.17 Cada figura mostra a distribuicdo para o coeficiente
de correlagdo de Pearson r para valores de (k) = 4,6,8,12 e
N = 10* Para cada figura 10% redes foram geradas.

Figura 3.18 Distribuicao de graus pelo sorteio aleatério de k. Os
parametros usados foram N = 10%, kpin = 4, kmex = 2000,
v ~ 3,45 e (k) = 6. A figura mostra a média sobre 100
realizagoes. A curva em vermelho é a distribuicao P(k) ~ k™7,

Figura 3.19 Histogramas do grau médio para simulacao de 10% redes.
Em (a), N =2 x 10° e em (b) N = 10*. Para ambas as figuras
foram utilizados kpin = 3, kmae = 2 x 103 e v = 3,45, desta
forma o grau médio flutua em torno de 6.

Figura 3.20 Histogramas do grau médio para simulacao de 10% redes.
Em (a), N =2 x 10% e em (b) N = 10%. Para ambas as figuras
foram utilizados kpin = 4, kmae = 2 x 103 e v = 2,73, desta
forma o grau médio flutua em torno de 6.

Figura 3.21 Histogramas do coeficiente de aglomeracao global para
simulagdo de 10? redes. Em (a), N =2 x 10® e em (b) N = 10%.
Para ambas as figuras foram utilizados ki, = 4, kmae = 2 x 103

e v = 3,45, desta forma o grau médio flutua em torno de 6.
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Figura 3.22 Coeficiente de aglomeragao local para redes em lei de

poténcia construidas utilizando o modelo de configuracao. O
simbolos vermelhos sdo os ¢;, coeficiente de aglomeracao local
para cada sitio, em 100 realizagoes (redes). Os simbolos cinza
resultam de agrupar o coeficiente ¢; por grau (a linha horizontal
¢ a média, C' dada pela equacao 2-17). As linhas inclinadas,
correspondem a 2t/(k(k — 1)), onde ¢ 6 nimero de tridngulos.
O numero de tridngulos por grau k esta relacionado com o
termo e; na equagao 2-15. As duas figuras superiores (a) e
(b) s@o representagbes em diferentes escalas, para redes com
N = 2x 103, v ~ 3,45, kpin = 4 € kmae = 2 x 103, Para as
figuras (c) e (d), N = 10" v ~ 3,45 € kpin = 4, kmaz = 2000.

Figura 3.23 Grau médio dos vizinhos mais proximos dos vértices de

grau k, k,,(k), (a) e coeficiente de aglomeracao médio c(k)
(b). As curvas correspondem a diferentes valores de 7. As
redes possuem tamanho N = 10%. As figuras representam a
média sobre 10? redes. As linhas tracejadas correspondem as
respetivas previsoes tedricas em auséncia de correlacoes, dadas

pelas equacoes 2-13 e 2-18.

Figura 3.24 Coeficiente de correlacao de Pearson r para redes em lei

de poténcia. As figuras apresentam diferentes valores de v. Em

todos os casos N = 10* e foram geradas 10? redes.

Figura 3.25 Grau médio dos vizinhos mais proximos dos vértices

com grau k, k,,(k) (a) e coeficiente de aglomeracao médio c(k)
(b). As curvas correspondem a diferentes valores de . As redes
possuem tamanho N = 10% com kpin = 2, ke = V104, As figuras
representam a média sobre 10? redes. As linhas tracejadas
correspondem as respetivas previsoes teodricas em auséncia de

correlagoes, dadas pelas equacoes 2-13 e 2-18.

Figura 3.26 Coeficiente de correlacao de Pearson r pra rede em lei

de poténcia. As figuras apresentam diferentes valores de v e
N = 10*. Nesse caso, foi utilizado o corte estrutural no grau
méximo da rede, isto é, k. = v/10%. Histogramas gerados por
102 redes.

Figura 3.27 Grau médio global (k) em funcao de . Na curva em

azul foi utilizado k,,;;, = 2 € ke = N. Para a curva em laranja
kmin = 2 € k. = v/N. Para ambas as curvas N = 10*
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Figura 4.1 Distribuicao do grau médio, fixando ki, = 2, kpmaez =
v/N e mudando o expoente +. Os simbolos preenchidos represen-
tam N = 10* enquanto os vazios N = 10°. A figura representa
a média sobre 10 realizacoes.

Figura 4.2 Limitagao para fixar (k) no plano ki,-kmaz, conside-
rando faixas para (k). As linhas pretas correspondem aos valo-
res (k) = 3,4, ..., 10, para diferentes valores de . A faixa roxa
foi usada somente como pano de fundo para figura.

Figura 4.3 Distribuicao de graus com y = 3.50 e (k) = 4, kpin = 2,
Emaw = ke = VN, N = 10* ¢ a = 0.0604. A figura foi gerada
pela média sobre 10 redes.

Figura 4.4 A figura (a) exibe k,,(k) enquanto a figura (b) c(k).
Resultados da média de 100 redes geradas usando o MC, a partir
do método 1, com (k) = 4, kyin = 2, kmae = 100 e N = 10%. As
linhas tracejadas correspondem as respetivas previsoes tedricas
em auséncia de correlacoes, dadas pelas equagoes 2-13 e 2-18.

Figura 4.5 Histograma de (k) usando o método 1. Os valores de
referéncia sao (k) = 4, kpin = 2, kmae = 100 e N = 10%.

Figura 4.6 A figura (a) exibe valores para k., (k) enquanto a figura
(b) valores para c(k) (média sobre 100 redes geradas usando o
MC, a partir do método 1). As redes foram geradas com valores
de (k) = 4, 6, 12, v = 2.5, 3.5, kpae = 100 e N = 10%. As
linhas tracejadas correspondem as respetivas previsoes tedricas
em auséncia de correlagoes, dadas pelas equacoes 2-13 e 2-18.

Figura 4.7 Curva em azul: Distribuicdo de graus com v = 3.50 e
() =12, kpin = 4, Koz = ke = VN, t = 816 ¢ N = 10%.
Curva em vermelho: Distribui¢ao de graus com ~v = 3.50 gerada
através do sorteio aleatorio de k sem controlar o grau médio.
Os parametros utilizados foram k,.;,, = 4, knazx = ke = VN e
N = 10*. Ambas as curva apresentam a média sobre 100 redes.

Figura 4.8 A figura (a) mostra os resultados para k,, (k) enquanto
(b) os resultados para c(k) (média sobre 100 redes). A redes
foram geradas para ki, =2 ,...,7ey=23.5,25e (k) = 12.
Em azul a rede tem v = 2.5 enquanto em vermelho v = 3.5. As
linhas tracejadas correspondem as respetivas previsoes tedricas

em ausencia de correlagoes, dadas pelas equagoes 2-13 e 2-18.
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Figura 4.9 Histograma p(k) = |[NP(k)]/N. Os parametros usados
foram y ~ 3,45 e (k) = 6. Nesse caso, originariamente N = 10%,
porém com o processo de truncamento o total de vértices se
reduziu para >, | NP(k)] = 9961. A curva vermelha representa
a distribuicao teorica.

Figura 4.10 Distribuicdo de graus apods a rede ser completada. Os
parametros usados foram v ~ 3.45, kmin = 4, Emae = 2 X 103,
N = 10 e (k) = 6. A curva em vermelho ¢ a distribuigao
P(k) ~ k™ e os pontos em azul representam a média sobre 103

redes.
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Tabela 2.1 Representacao de uma rede com 5 vértices através de
uma lista de adjacéncia. Como observado, o vértice 1 tem
ligagoes com os vértices 3 e 4. O vértice 2 nao possui ligagoes.
J& os vértices 3, 4 e 5 possuem ligagoes.

2.1(a)
2.1(b)

Tabela 3.1 Esses valores correspondem a uma sequéncia de graus
prescrita por uma distribuigdo de Poisson com média (6). Os
valores foram obtidos das equagoes 3-1 e 3-2, e entre parénteses

os valores medidos em redes geradas pelo MC.

Tabela 4.1 Valores de a (método 1) para valores de .
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1
Introducao

A teoria de redes complexas tem como substrato a teoria de grafos, que
surgiu por volta de 1735 quando Euler propos a solucao do problema das
sete pontes de Konigsberg [1]. Um grafo é uma representagao matematica de
como elementos de um conjunto estao conectados entre si. Cada elemento do
conjunto é chamado de vértice (ou nd) e as ligagoes entre eles, arestas. As redes
complexas sao um tipo de grafo com propriedades estruturais nao triviais, que
veremos posteriormente, diferentemente de grafos completamente aleatorios ou
completamente regulares [2, 3|.

No mundo moderno, as redes complexas constituem grande parte do
cotidiano das pessoas. Por exemplo, notamos que dependemos fortemente de
energia elétrica para problemas simples de nosso cotidiano, e para usufruir
dessa energia elétrica, estamos conectados em uma rede de estacoes de energia
que constitui um complexo sistema de distribuicao. Esse sistema pode ser
representado mediante uma rede. Outro exemplo sdo as redes sociais. As
pessoas podem ser consideradas nés de uma rede, enquanto as amizades entre
elas sdo as ligagdes que conectam esses noés. Investigar relagoes de amizades
entre pessoas pode trazer conhecimento do quao rapido opinioes se espalham
numa determinada sociedade. Diversos outros sistemas do nosso dia a dia
podem ser estudados através de redes complexas, como uma rede de gasodutos
de gas natural, a rede de internet mundial, rede de vasos sanguineos, rede de
colaboragao entre cientistas, dentre muitas outras [4, 5, 6, 7]. Portanto, as
redes complexas representam uma maneira de representar um dado sistema
onde nao apenas os elementos constituintes mas também suas relagoes serao
relevantes para a descricao do todo. Esta é a ideia bésica do que é um Sistema
Complexo [8], em que estados coletivos emergem da interacao de suas unidades
constituintes.

Um dos modelos mais simples e famoso de redes foi proposto por volta
de 1960 por Erdos e Rényi [9, 10] onde as ligagoes entre um par de elementos
sao aleatérias. Esse modelo até hoje é regularmente usado como comparagao
e referéncia em diversos estudos de sistemas complexos. Porém novos modelos
foram propostos na tentativa de entender e reproduzir redes reais. Esses

modelos possuem caracteristicas que nao aparecem no modelo de Erdos e
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Rényi, ou seja, podem apresentar topologias bastante distintas das redes
aleatorias.

Um dos trabalhos nesse sentido foi proposto por Watts e Strogatz [2],
contendo o conceito de rede de mundo pequeno, onde a topologia nao é
totalmente regular (em que todos os nds possuem o mesmo grau!) nem
completamente aleatéria, mas sim algo intermediario entre esses dois extremos.

Contemporaneo ao trabalho de Watts e Strogatz, foi apresentado por
Barabési e Albert [11] um modelo de rede onde as ligagdes entre seus vértices
apresentam uma distribuicao de graus que decai como uma lei de poténcia.
Isso ocorre pois novos elementos adicionados a rede tendem a se conectar
preferencialmente a elementos que possuem um alto ntimero de ligagoes.

Ainda refletindo sobre as causas por tras da popularidade das redes
complexas, podemos citar sua flexibilidade e capacidade de generalizacao
ao representar os mais variados sistemas, tanto naturais quanto artificiais.
No entanto, mesmo com o grande avango obtido pela teoria, ainda existem
limitagoes, e sao constantemente realizados esforcos para definir métricas
que permitam analisar redes reais, bem como critérios para caracterizacao
e classificacio de tais redes [12], e também para a construcao de redes
sintéticas [13].

Dentro deste cenario, nosso trabalho tem como objetivo comparar dife-
rentes procedimentos para gerar redes e também tentar aprimorar esses méto-
dos com o objetivo de controlar com precisao, particularmente a conectividade
média. Por ser um dos parametros de controle nas transicoes de fase que ocor-
rem em redes [2, 14, 15], a conectividade média pode variar muito dependendo
dos demais parametros que sao fixados.

Este trabalho estd estruturado da seguinte forma. No capitulo 2, apre-
sentamos conceitos basicos de teoria de grafos, além dos fundamentos tedricos
necessarios para nossa analise. No capitulo 3, foi feito um estudo de alguns
modelos de redes, como as redes de Erdos-Rényi e as livres de escala através
do modelo de configuracoes. No capitulo 4, apresentamos um novo método
para controlar com precisdo o grau médio (primeiro momento da distribuigao
de graus) de redes livre de escala. Também mostramos resultados da aplicagao
desse método, para valores diferentes do expoente da lei de poténcia, fixando os
graus minimo, maximo, e médio, a fim de observar os efeitos desses parametros
no coeficiente de agrupamento e na correlacao de graus entre sitios vizinhos.
No capitulo 5, encerramos com algumas conclusoes e comentarios finais sobre

os resultados.

1O grau da rede serd definido na secio 2.2.1
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2
Fundamentos teodricos de redes complexas

Neste capitulo apresentaremos conceitos basicos e propriedades de redes
complexas que serao utilizados posteriormente. Na secao 2.1 serao apresenta-
dos conceitos basicos de redes, como vértices e arestas, além de mostrar duas
maneiras de armazenar esses grafos. Na secao 2.2 descreveremos algumas me-
didas estatisticas e métricas necessarias para nossa analise, como a distribuic¢ao

de graus, momentos da distribuicao de graus e coeficiente de aglomeracao.

2.1
Conceitos basicos

As redes complexas sao um tipo de grafo com propriedades estruturais
nao triviais, diferentemente de grafos completamente aleatérios ou comple-
tamente regulares [2, 3]. Como dito na introdugdo, um grafo ¢ uma estru-
tura composta por uma cole¢ao de pontos (nés ou vértices) ligados por arcos
(arestas). Assim, um grafo G = G(N, M) é representado por um conjunto
de N pontos N' = {ny,ns,ns,....,ny} ligados por um niimero M de arestas
M ={ey, ez, e3,...,ep}. A existéncia de conexao entre os vértices i e j em N é
representada por um par e, = (i, j), consequentemente, a descrigdo completa
de uma rede pode ser especificada dando o niimero N de vértices e uma lista
de todas as arestas [16]. Um exemplo é dado na figura 2.1(a), onde N = 6
e as arestas sao (1,5),(1,2),(2,3),(2,4),(3,5),(3,4) e (3,6). Essa forma de
representacao ¢ muitas vezes chamada de lista de arestas e em alguns casos
é usada em implementacoes computacionais, no entanto nao é pratica para
o tratamento matematico [17], veremos em seguida outras representagoes. Os
grafos também podem ser direcionados e ser dado peso as arestas, mas estas
possibilidades nao serdao consideradas aqui. Além disso, neste trabalho serdo
considerados apenas grafos simples, ou seja, grafos que nao possuem arestas

multiplas ou auto-arestas, como mostrado na figura 2.1(b).
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2.1(a): 2.1(b):

Figura 2.1: (a) Rede com N = 6 vértices e M = 7 arestas. (b) Representagao

de arestas multiplas e auto-arestas.

Na literatura, existem duas principais maneiras de armazenar um grafo:
através de uma matriz de adjacéncia ou de uma lista de adjacéncia [18, 19, 20].
Essas estruturas sao melhores representagoes de uma rede do que a lista de
arestas, como veremos em seguida, e sdo mais adequadas para nossos propdsitos
ao longo desse trabalho.

Uma matriz de adjacéncia A é uma matriz quadrada N x N e cada
elemento A;; = Aj; representa a conexao entre o par de vértices ¢j. Nesse
caso, se A;; = 1, existe uma aresta entre os vértices ¢ e j, caso contrario
A;; = 0. Logo, trata-se de uma matriz simétrica. Consequentemente, a matriz

de adjacéncia A pode ser definida como:

1 se existir ligagdo entre os vértices 7 e j, (2.1)
ij = o ;
0 caso contrario,

A

e A;; = 0 pois nao sao permitidas auto-conexoes.

Ou seja, trataremos apenas a existéncia (A4;; = 1) ou nao (4;; = 0)
de uma dada conexao, sem dar peso nem orientacdo a mesma. No entanto
poderfamos indicar diferentes valores para as conexodes A;; (peso) e em uma
rede direcionada A;; # Aj; em geral, ou seja, se o vértice ¢ estd conectado
com o vértice 7 isso ndo implica no oposto. Portanto, nesse caso, a matriz de
adjacéncia A nao seria simétrica, mas nao consideraremos estes casos.

A segunda forma de representar uma rede é a lista de adjacéncia,
onde apenas representa-se quais vértices estao conectados entre si. A lista de
adjacéncia possui N linhas (uma para cada vértice) e cada linha contém todos
os rotulos @ dos vértices que estao conectados. Um exemplo para uma pequena
rede pode ser visto na tabela 2.1.

Cada uma dessas duas representacoes tem suas vantagens e desvantagens.
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H Vértices Arestas H

1 3, 4

4,1
51,3

U = W N

1
4

Tabela 2.1: Representacao de uma rede com 5 vértices através de uma lista de
adjacéncia. Como observado, o vértice 1 tem ligacoes com os vértices 3 e 4. O
vértice 2 nao possui ligagoes. Ja os vértices 3, 4 e 5 possuem ligagoes.

Em uma matriz de adjacéncia, pode-se adicionar ou remover arestas facilmente,
ou, se queremos verificar se existe uma aresta entre o par de vértices 7 e j, ¢é
preciso somente inspecionar o elemento A;; da matriz. Contudo, ela ocupa
um espago da ordem O(N?) [21], mesmo para redes esparsas com poucas
arestas, pois para redes grandes a representacao por matriz de adjacéncia
serda composta principalmente por zeros. Outra desvantagem surge quando
se quer encontrar os vértices adjacentes, pois os vizinhos de um vértice ¢ sao
os elementos diferentes de zero na i-ésima linha da matriz, logo é necessario
percorrer todos os elementos dessa linha da matriz.

Em uma lista de adjacéncia (ver o exemplo da tabela 2.1), cada linha i
terd uma sub-lista com vizinhos do sitio 7. Normalmente, existe uma composi-
¢ao de N sub-listas de adjacéncia, uma para cada vértice. Para descobrir se ha
uma aresta entre o par de vértices i e j, é preciso visitar a sub-lista de adjacén-
cia de 7, e entdao procurar o elemento j nessa sub-lista. Nesse caso, o tempo de
busca é reduzido substancialmente em comparacao ao da matriz de adjacéncia,
pois nao é preciso percorrer todos os elementos da rede para encontrar uma
conexao e sim somente os elementos com os quais o vértice ¢ estd conectado
[18, 22]. No exemplo de lista de adjacéncia dado na tabela 2.1, cada aresta
aparece duas vezes. A presenca de uma aresta ente 1 e 4 indica que o vértice
4 estd listado como adjacente ao vértice 1 e o vértice 1 também esta listado
como adjacente ao vértice 4. Consequentemente, para reproduzir M arestas,
é necessario armazenar 2M inteiros, o que é mais eficiente que armazenar os
N? elementos da matriz de adjacéncia, pois 2M < N2. A figura 2.2 mostra o

mapeamento da rede 2.1 em matriz de adjacéncia e lista de adjacéncia.
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Matriz de adjacéncia Lista de adjacéncia
Vértices Arestas
(01001 0] 1 [2, 5]
101100 2 [1,3,4]
A — 010111 3 [2, 4,5, 6]
011000 4 [2,3]
101000 c [, 3]
001000
= - 6 [3]

Figura 2.2: Representacao por matriz de adjacéncia e lista de adjacéncia.

Ambos os casos representam a rede da figura 2.1(a).

2.2
Propriedades das redes

2.2.1
Grau

Uma medida simples para a descricao de uma rede é fornecida pelo grau
de um vértice, que é a quantidade de nés ligados a ele. Tomando como exemplo
a rede mostrada na figura 2.1(a), o vértice 1 possui grau 2, o vértice 2 possui
grau 3, e assim por diante. Deste modo, para cada vértice ¢ da rede estara
associado um grau k;. O grau k; pode ser escrito em termos da matriz de

adjacéncia como N
j=1

Sendo que cada aresta esta conectada a dois vértices, ao somar os graus

k; sobre todos os vértices ¢ da rede, o resultado do somatoério sera 2M, isto é,

i ki = 2M, (2-3)

i=1
pois cada ligagao sera contada duas vezes.

O grau médio ou conectividade média, sobre todos os vértices da rede, é
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(k) = ]1[ > Fi. (2-4)

=1

2.2.1.1
Distribuicao de graus

Uma das propriedades mais fundamentais em teoria de redes complexas
¢ a distribuicao de graus. Em redes nao direcionadas, a distribuicao de graus
é definida como a probabilidade de um vértice, escolhido ao acaso, ter um
determinado grau k e pode ser expressa como P(k). Uma vez que a rede
tenha N vértices, vamos definir N, como o nimero de vértices com grau k. O
valor de N}, satisfaz a condicao Y, Ny = N, o que permite definir, no limite

termodinamico,

N
P(k) = ]\}gnooﬁk. (2-5)

Como a equagao 2-5 define uma distribuigao de probabilidade, esta funcao
deve ser normalizada (3, P(k) = 1).

Outra maneira de representar a distribuicao de graus, que contém a
mesma informacao, é a sequéncia de graus. A sequéncia de graus de uma rede,
nada mais é que um vetor (ki, ko, k3, ..., ky) de graus onde o indice de cada
elemento representa o vértice. Para melhor visualizacao desse conceito, imagine
que a rede representada na figura 2.1(a) possui graus fixos, dessa forma sua
sequéncia de graus é representada da seguinte maneira (2,3,4,2,2,1), onde
k1 = 2 indica que o vértice com rétulo 1 tem grau dois, ks = 3 indica que o

vértice com rotulo 2 tem grau trés, e assim por diante.
2.2.1.2
Momentos da distribuicao de graus

Os momentos das distribui¢oes sao de grande interesse em redes, pois a
partir deles é possivel calcular diferentes métricas.
O primeiro momento da distribuigdo de graus é o grau médio (k),

apresentado na equagao 2-4. Usando a distribuicao P(k), é dado por

(k) = ; kP(k). (2-6)

O segundo momento da distribuicao é
(k%) = >_k*P(k). (2-7)
k
Em geral, o m-ésimo momento é dado por

(k™) = > k" P(k), (2-8)
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onde tipicamente m ¢ um inteiro positivo, entretanto em alguns célculos em
redes valores negativos e racionais também sao relevantes [15]. Entretanto, o

objetivo central deste trabalho sera controlar o primeiro momento.

2.2.2
Caminhos e distancias

Dois conceitos tteis em teoria de redes sao caminhos e a distdncias. Um
caminho é definido como qualquer sequéncia de vértices onde cada vértice
seguinte na sequéncia estd conectado por uma aresta. Pode-se dizer que um
caminho é uma rota que passa de vértice em vértice através da rede, no entanto
esse caminho s6 pode ser feito onde hé ligagoes. Geralmente, existem diversos
caminhos de um vértice ¢ para um vértice 7 em uma rede. O comprimento de
um dado caminho é o niimero de arestas percorridas através deste caminho.
J& a distancia entre dois vértices é o comprimento minimo.

Neste trabalho nao temos o objetivo de medir caminhos ou distancias
entre vértices, no entanto, a partir desses conceitos é possivel definir outra
grandeza que esta associada a rede estar completamente conectada ou nao.
Essa grandeza é chamada componente e pode ser medida percorrendo um
caminho que contém todos os vértices daquela componente da rede usando

um algoritmo de busca em profundidade, como descrito na préxima secao.

2.2.2.1
Componentes em uma rede

Tecnicamente, uma componente em um grafo nao direcionado é um
conjunto onde todo pare de vértices do conjunto estd conectado por um
caminho e desconectados do resto da rede [23]. Um vértice totalmente
desconexo na rede também representa uma componente. De maneira geral,
uma rede pode ter uma ou mais componentes. Na figura 2.3, a rede apresentada
exibe trés componentes, isto é, trés subgrafos sem conexao entre eles. Por
exemplo, nao existe uma aresta ligando os ndés 3 e 5 tornando assim a rede
desconectada. Se todos os vértices da rede tivessem conexdes uns com os outros,
entao a rede seria totalmente conectada, ou seja, estaria formada por apenas

uma componente.
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Figura 2.3: Representacao das componentes de uma rede contendo seis vértices.

Nesse caso existem trés componentes.

A maneira mais difundida para calcular componentes de uma rede é
usando o algoritmo de busca em profundidade ou do inglés Depth-First Search
(DFS). Esse algoritmo é reconhecido como uma poderosa técnica para resolver
diversos problemas em redes, como encontrar caminhos entre dois vértices,
encontrar componentes fortemente conectadas, entre outros [24, 25].

O algoritmo DFS consiste em percorrer a rede por suas arestas, de vértice
em vértice, até que nao haja mais vértice a serem visitados. Esse caminho pode
ser inicializado a principio em qualquer vértice da rede, e utilizamos marcadores
a medida que um vértice é visitado.

Para calcular o niimero de componentes da rede todos os vértices serao
inicializados como nao visitados, em seguida a busca em profundidade é feita
a partir de um vértices qualquer. A ideia é usar uma varidvel para contar
as componentes, isto é, depois de o algoritmo ter sido executado uma vez
sera contado 1 nessa variavel. Apos percorrer todos os vértices, é verificado se
ainda existe algum vértice nao visitado, se sim, novamente o algoritmo DFS é
executado em um desses vértices e apds percorrer todos os vértices, o valor 1
é aumentado na variavel de contagem. Esse processo é feito até que todos os
vértices da rede estejam visitados.

A rede da figura 2.4 apresenta a ilustragdo de uma rede desconexa com
uma componente maior, ou seja, maior parte da rede, juntamente com algumas
componentes menores nao conectadas a componente maior. Para calcular as

componentes foi usado o algoritmo DFS que contou 10 componentes.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1913179/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1913179/CA

Capitulo 2. Fundamentos tedricos de redes complexas 26

!

Figura 2.4: Rede desconexa de tamanho N = 200 com 10 componentes.

2.2.3
Correlacdo de graus e assortatividade

Em uma rede de colaboragao de atores de cinema, os atores representam
vértices e as relagoes adquiridas em grupos que formam os elencos dos filmes
sao consideradas as arestas. Nesse caso, atores melhor relacionados, isto é,
com grau alto, tendem a se conectar a atores com graus semelhantes, e o
mesmo acontece para atores que possuem poucas relagoes [26]. Nessa situacao,
a correlacao ¢ chamada assortativa, como observado em geral em redes sociais.
Em contrapartida, o padrao de ligacoes presentes em muitas redes tecnologicas
e biolbgicas, ¢ que vértices com alto grau se conectam a vértices com baixo grau
mais facilmente. Esse tipo de correlacao é conhecida como dissassortativa [27].

Na literatura, diversos trabalhos propoem maneiras de calcular a cor-
relagdo entre graus [26, 28, 29, 30]. Um caminho é através da probabilidade
condicional P(k'|k) de que um vértice tenha grau k' dado que esté conectado
a outro com grau k. Uma abordagem mais direta, que esta relacionada a essa
probabilidade P(K'|k), é calcular o grau médio dos vizinhos de um vértice 4,

ou seja,

1
Kpni = - > kA (2-9)
vty
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Por meio da figura 2.5, é possivel visualizar de forma pratica como

calcular ky,, ;.

Figura 2.5: Ilustracao de como calcular £,,; para o vértice 1. Nesse caso
o grau do vértice 1 é k; = 4. Os graus dos vértices vizinhos a 1 sao
]{72:3,]{33:3,]{54:2,1{75 = 1. LOgO knn,i = (3+3+2+1)/4:225

Por outro lado é, conveniente tomar a média sobre todos os vértices com

o mesmo grau k, logo

En Z Knn.i, (2-10)

z|k: =k
onde N}, representa o niimero de vértices com grau k e a soma ¢ realizada sobre

todos os vértices ¢ com graus iguais, k; = k. Considerando a probabilidade

condicional, k,,(k) pode ser escrito da seguinte maneira,
Z K P(K|k). (2-11)

A funcao ky,(k) define o nivel de assortividade da rede. Se essa fungao
for crescente, a rede é assortativa, se for decrescente, a rede é dissassortativa.
Caso seja constante, a rede nao possui correlagdo entre graus.

Para redes nao correlacionadas, a probabilidade condicional nao depende

de k [13] e pode ser escrita da seguinte forma,

P(K|k)" = M;ff !

Considerando as equagoes 2-11, e 2-12, definimos também a quantidade

(2-12)

ke (k) = <<’2>>. (2-13)

Outra forma de medir correlagao de graus é através do coeficiente de
correlagio de Pearson r. Essa quantidade também computa a tendéncia de
vértices vizinhos terem graus semelhantes ou diferentes e pode ser definida

B SRR (R)PR) — () 1)

(k) (k%) — (k)2

como [30],
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O coeficiente r varia no intervalo [—1, 1]. Se r > 0, a rede sera considerada
assortativa, enquanto, se r < 0, serd disssassortativa. Substituindo kI'¢(k) =

(k?)/(k) na equacao 2-14 obtém-se r = 0, isto é, a rede é nao correlacionada.

2.2.4
Coeficiente de aglomeracao

O coeficiente de aglomeracgao, ou de agrupamento, considera a vizinhanga
local de uma rede, porém buscando a existéncia de triangulos entre trés
vértices, quer dizer, trés vértices ligados entre si. Essa propriedade é conhecida
como transitividade e é definida como a probabilidade de que dois vizinhos de
um vértice da rede também estejam conectados entre si [17].

Em um contexto de redes sociais, por exemplo, se um vértice i esta
conectado por uma aresta ao j, e j estd conectado ao vértice k, entao existe
uma alta probabilidade de ¢ estar conectado a k. Isso pode significar que o
amigo do amigo também sera amigo.

E possivel medir o coeficiente de aglomeracao para um vértice ¢, como a
proporc¢ao de conexdes entre os vértices na vizinhanca de i dividido pelo maior
numero de arestas possivel entre seus vértices vizinhos. Sendo assim, se e; é o
nimero de arestas entre os vizinhos de i, e k;(k; — 1)/2 é o ntimero total de
conexdes possiveis, entdo o coeficiente de aglomeracao local ¢; sera

267;

7]{%(}% —1) (2-15)

¢ =
Note que definido dessa forma, nao ¢é possivel calcular ¢; para k; =1 ou k; =0,
entao a equacao 2-15 s6 é valida para k; > 1. A figura 2.6 mostra um exemplo
de como calcular o coeficiente de aglomeragao. Nesse caso, o vértice 1 estd
conectado aos vértices 2, 3 e 4 (arestas em cinza), as arestas em vermelho na
figura 2.6(a) sdo as possiveis conexoes que podem ocorrer entre os vizinhos de
1, calculado via k;(k; — 1)/2. Na figura 2.6(b) temos uma conexao (aresta em
preto) dentre as trés possiveis, consequentemente o coeficiente de aglomeragao

para o vértice 1 seria ¢; = 1/3 .
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2.6(a): 2.6(b):

Figura 2.6: (a) Mostra todas as possiveis ligagoes da vizinhanga do vértice
i = 1, nesse caso ¢; = 0, pois ndo ha conexdes entres seus vizinhos. Em (b),
dentre todas as conexoes possiveis, os vértices © = 3 e ¢+ = 4 estao unidos
por uma aresta, nesse caso existe uma ligacao dentre as trés possiveis, entao

C1 = 1/3

Tendo em vista que qualquer rede é totalmente descrita por sua matriz
de adjacéncia, é possivel definir o coeficiente de aglomeracao para um grafo

simples nao direcionado em termos de A como

_
ki(k; — 1)

onde k; = >>; Aj;. Caso, k; seja zero ou um, entao ¢; = 0.

C;, =

7,k

Uma vez que o coeficiente de aglomeracao local é definido, pode-se agora
calcular o coeficiente de aglomeracao da rede como um todo, isto é, o coeficiente
de aglomeracao global C' da rede. Assim C' ¢ definido como a média aritmética

sobre todos os vértices da rede [2],

C = Jch (2-17)

E importante considerar que uma rede aleatéria difere muito de uma rede
real por conta de seu coeficiente de aglomeragao. No geral, redes reais tendem
a ter coeficiente de aglomeracdo muito alto, enquanto em uma rede aleatoria
tende a zero [31].

Para uma rede aleatéria ndo correlacionada [32]

e (F) = (1))? 218
N (k)3

Ao calcular o coeficiente de aglomeracao obtém-se uma nogao importante
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sobre as correlagoes da rede. De acordo com [14], existe uma relagao direta entre
o coeficiente de correlagdo de Pearson e o coeficiente de aglomeragao prescrito

na equacao 2-17.
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3

Modelos de redes: revisao e estudo comparativo

Neste capitulo faremos uma revisao de alguns modelos de redes a comegar
na secao 3.1 pelo modelo de configuragao, uma poderosa ferramenta para criar
redes. Na secao 3.2 sera abordada a rede de Erdos-Rényi e duas construgoes
possiveis para esse modelo, chamadas d G(N,p) e G(N, M). Na se¢ao 3.3, o
objetivo sera criar redes de Erdos-Rényi utilizando o modelo de configuragao
para entao comparar com os modelos anteriores. Na secao 3.4, apresentaremos
as redes livres de escalas, que também serao construidas utilizando o modelo
de configuracao. Para todas as redes sera feita uma andlise comparativa da
estatistica de suas métricas, considerando principalmente o grau médio entre
vizinhos k,, (k) (Eq. 2-10), o coeficiente de aglomeragao local ¢; (Eq. 2-15), o
coeficiente de aglomeragao global C' (Eq. 2-17) e o coeficiente de correlagao de
Pearson r (Eq. 2-14).

3.1
Modelo de configuracdo (MC)

O modelo de configuragao consiste em produzir redes a partir de uma
dada sequéncia de graus, ligando os vértices aleatoriamente. Essa forma de

criar redes aleatorias é diferente do modelo de Erdos-Rényi, descrito na segao

/7
A e
»

Figura 3.1: Meias arestas para a sequéncia de graus (4, 1,2,2,1).
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3.2, e se aplica também para qualquer distribuicao P(k) [33].

No modelo de configuracao, a cada vértice de grau k é associado um
numero k de meias arestas como mostra a figura 3.1. Partindo deste ponto, o
segundo passo é sortear duas meias arestas aleatoriamente e conecta-las.

Para exemplificar o processo, a figura 3.1 apresenta um total de 10 meias
arestas pré-definidas pela sequéncia de graus (4,1,2,2,1). Para sortear duas
delas sera necessario definir uma lista de meias arestas, isto é, se na primeira
entrada da sequéncia de graus temos k; = 4, as quatro primeiras entradas
da listas de meias arestas serdo representadas pelo indice do vértice (1 nesse
caso) quatro vezes. Para a sequéncia dada (1,1,1,1,2,3,3,4,4,5). Na figura
3.2, duas meias arestas foram escolhidas de forma aleatéria. Apds o sorteio de
duas entradas da lista de meias arestas, uma ligacao foi feita entre essas duas

meias arestas.

/v
& - ————_

D
(=

Figura 3.2: Primeira aresta gerada a partir do modelo de configuracao.

Considerando que nesse processo ha um total de Y, k; = 2M meias ares-
tas, ao realizar o primeiro sorteio sobram 2M — 2, ou seja, no inicio tinhamos
no total 10, apds o primeiro sorteio sobraram 8. Como a cada sorteio, duas
meias arestas sao retiradas, o nimero total delas necessariamente precisa ser
par, para que a rede esteja completamente conectada ao final do processo.
As etapas citadas acima, ocorrem até que todas as meias arestas estejam

totalmente conectadas, como na figura 3.3(b).
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~a
VoL

3.3(a): 3.3(b):

Figura 3.3: Em (a), os vértices trés e quatro foram sorteados e uma conexao
foi colocada entre eles. Em (b), é mostrada a rede finalizada, apds completar

todo o processo do modelo de configuracao.

Assim sendo, para uma mesma sequéncia de graus é possivel ter diversas
configuragoes para as conexoes das meias arestas. Logo, o modelo de configu-
racao ¢ definido como o conjunto em que todas as combinagoes entre pares de
meias arestas apresentam igual probabilidade, isto é, dada qualquer sequén-
cia de graus, é possivel conectar as meias arestas de par em par de forma
uniformemente aleatéria [34].

Definir o modelo desta forma implica em permitir que auto-arestas e
multiplas arestas ocorram, pois impedi-las privilegiaria conexoes entre vértices
com determinados graus. Consequentemente, isso permite solucionar muitas
propriedades relacionadas a esse modelo [31].

Segundo Newman [17], se um algoritmo para gerar a rede impedisse a
criagao de auto-arestas ou miultiplas arestas, a distribuicao de correspondéncias
(entre pares) nao seria uniforme.

Permitir auto-conexoes e conexoes multiplas, nesse caso, nao afeta a
solugdo do problema, pois a medida que a rede se torna grande, o nimero
de auto-arestas e arestas miultiplas ndo depende do tamanho da rede. Para
evidenciar esse fato, Newman ainda propoe [17] que o ntimero esperado de
arestas multiplas e de auto-arestas pode ser calculado pelas equagoes 3-1 e 3-2,

respectivamente, isto €,

2M?2 2 (k)

€ ki(ki —1) (k?) — (k)
2 aM o 2(k) (3-2)

%

L bk ks 1)y~ 1) — [M] 1)
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Deste modo, para N suficientemente grande, o valor esperado de auto-
arestas e arestas multiplas permanece constante conforme a rede cresce em
nimero de vértices, desde que (k?) seja constante e finito.

A tabela 3.1 mostra o valor esperado de arestas multiplas e auto arestas
de acordo com as equacoes 3-1 e 3-2, respectivamente, conforme N aumenta.
As redes foram criadas utilizando o modelo de configuracao. A sequéncia de
graus foi estabelecida usando uma distribui¢ao de Poisson com (k) = 6. Como
visto em 3.1, os valores referentes a auto e multiplas arestas permanecem bem

proximos de valores constantes conforme N cresce.

N | Multiplas arestas | Auto arestas
100 17,8 (17,5) 2,98 (2,94)
500 18,7 (18,4) 3,06 (2,44)

1000 18,6 (17,1) 3,05 (2,98)
5000 17,7 (17.8) 2,97 (3,16)
10000 18,3 (17,4) 3,02 (3,10)

Tabela 3.1: Esses valores correspondem a uma sequéncia de graus prescrita
por uma distribuigdo de Poisson com média (6). Os valores foram obtidos das

equacoes 3-1 e 3-2, e entre parénteses os valores medidos em redes geradas pelo
MC.

Em teoria de grafos, auto conexdes e miltiplas conexdes sdo comuns
[35], no entanto dificilmente elas aparecem em redes reais. Consequentemente,
para os propositos deste trabalho, auto conexdes e multiplas conexoes serao
evitadas, isto é, a cada duas meias arestas sorteadas é verificado se ja existe
uma conexao entre os vértices correspondentes para evitar arestas multiplas,
se sim, outras duas meias arestas sao sorteadas novamente. Para evitar auto

arestas, os sorteios das meias arestas sao necessariamente de vértices diferentes.

3.2
Redes de Erdos-Rényi (ER)

Um importante avanco na pesquisa sobre redes aleatérias ocorreu por
volta da década de 1950, quando dois matematicos hiingaros, Paul Erdos e
Alfred Rényi publicaram o artigo “On the evolution of random graphs”. Nesse
artigo, Erdos e Rényi analisaram os grafos de forma exclusivamente estocastica,
diferente do que até entao era feito na matematica discreta e na sociologia. A
partir dessa premissa, apresentaram um modelo de rede baseado em conexoes

aleatérias uniformemente distribuidas [9, 36].
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Um grafo aleatério, como proposto por ER, é usualmente gerado utili-
zando um modelo conhecido como G(N,p), onde é fixado um nimero N de
vértices e uma probabilidade p de ocorrer ligagoes entre esses vértices. Nessa
rede, nao fixamos o niimero de arestas, assim é possivel que a rede nao tenha
arestas, ou que haja arestas entre pares distintos de vértices.

Se tratando de propriedades estatisticas das redes, nao seria interessante
gerar apenas uma uUnica rede, mas sim um ensemble. Sendo assim, uma
definicao técnica para um grafo aleatério nao é feita em termos de uma tnica
rede, mas em termos de um ensemble, em outas palavras, uma distribuicao de
probabilidade sobre todas as redes possiveis [31].

Mais especificamente, G(N,p) é o conjunto de redes com N vértices e
probabilidade p de dois desses vértices estarem conectados. Tais grafos sao
chamados simples, pois nao possuem varias arestas ligando um par de vértices,
ou auto arestas, sendo nula a probabilidade para ambos os casos. Dessa forma,
segundo o modelo G(N, p), todos os grafos com N nés e M arestas (nao fixadas

a priori) tém probabilidade de ocorrer igual a

P(G) = pM(1—p)(2) 7. (3-3)
Uma maneira de construir a rede de ER de N vértices é criando uma
matriz de adjacéncia de N x N como segue. Os elementos A;; com i > j
da matriz adotam o valor 1 com probabilidade p e 0 com probabilidade 1 — p.
Depois simetrizamos o restante da matriz, fazendo A;; = A;;. Com essa matriz,
estabelecemos as conexdes (ou nao) entre cada par ij. Isto evita auto-conexodes
(pois A;;) e conexoes multiplas. A matriz de adjacéncia 3-4 foi obtida utilizando
este algoritmo.
Isto é equivalente a considerar N vértices inicialmente desconectados,
percorrer cada par de vértices (i,7) com i > j e colocar uma ligacido entre

esses vértices com probabilidade independente p [32].

001 0O0T1O0O0O01
0001O0O0O01O00
1000110000
01 0001O0O0O00O0
A 001 0O01O0O0T10 (3-4)
1011101000
0000O0OT1TO0TO0T11
01 00O00O0O0O01
00001O01O0O0T1
1000001110
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Uma representacao da rede gerada pela matriz 3-4 pode ser visualizada

3 2
m
5 0

/

Figura 3.4: Rede de Erdos-Rényi. N =10ep =04

na figura 3.4.

7 2]

Para o modelo G(N, p), o nimero de arestas nao é definido. Consequente-
mente, ao produzir um determinado nimero de redes, os valores M do nimero
de arestas estarao dispersos em torno de uma média. A figura 3.5 demons-
tra esse fato a partir de um conjunto gerado por mil redes com (k) = 6 e
N = 103. Como observado, as flutuacoes do niimero M de arestas obedecem

uma distribuicao gaussiana

f(z) = U\/_e_ET ) (3-5)
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Figura 3.5: Histograma do ntimero de arestas gerado pelo modelo G(N, p), com
N =103 e (k) = 6. O histograma em azul representa a distribui¢do do ntimero
de arestas M gerado por 10° redes. A curva em vermelho é a distribuicio
gaussiana (Eq. 3-5) com média p = 2996.82 e desvio padrao o = 51, 76, obtidos

da sequéncia de graus.

Por outro lado, também é possivel construir uma rede de ER nao em
termos da probabilidade p de haver uma aresta, mas sim considerando um
nimero fixo de arestas M. Esse modelo é conhecido como G(N,M). Assim
sendo, a rede é inicializada com um nimero N de vértices desconexos, nesse
momento dois vértices i e j sao escolhidos aleatoriamente e uma aresta é
colocada entre eles. Nesse caso, uma aresta s6 é colocada entre pares ¢7 distintos
e em pares ainda nao conectados. Deste modo auto-arestas e arestas multiplas
sao evitadas. Esse procedimento ocorre até que as M arestas estejam na rede.
Obviamente a conectividade média sera definida, de acordo com as equagoes

2-3 e 2-4, como

(k) = 22 (3-6)

A figura 3.6 mostra uma rede gerada pelo algoritmo citado acima.
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Figura 3.6: Rede criada a partir do modelo G(NV, M) e sua matriz de adjacéncia

associada. O tamanho da rede equivale a N = 10 e o niimero de arestas M = 7.

3.2.1
Distribuicao de graus

Para o modelo G(N, p), cada né na rede é conectado com probabilidade
p a qualquer um dos N — 1 noés restantes. Assim, o parametro p esta contido
num intervalo [0, 1].

Considerando o tamanho da rede quando N ¢ suficientemente grande, o

niumero médio de arestas se mantém fixo [17] e equivalente a
(k) =p(N —1), (3-7)

onde p é probabilidade de conexao entre dois vértices e N o ntimero de vértices
da rede.

Outra caracteristica importante é que para o limite em que N é sufici-
entemente alto e p razoavelmente pequeno, a distribuicao de graus do modelo
de ER é bem aproximada pela distribuicao de Poisson, isto é,

P(k) = €_<k><]’z>"“‘ (3-8)

Os pontos na figura 3.7 sao produzidos bor simulagoes que criam tanto o
modelos G(N, p) e G(N, M). A curva em vermelho é a distribui¢ao de Poisson,
eq. 3-8. E possivel observar que o desvio é bem pequeno para redes da ordem
de N = 10%.

A figura 3.7 mostra a distribui¢do de graus para o modelo G(N, p), com
N = 10* e (k) = 6. Para o modelo G(N, M) foi calculada a distribuigao de
graus levando em conta N = 104, M = 3 x 10" e (k) = 6.

De acordo com as figuras 3.7, ambos os modelos G(N,p) e G(N, M),

evidenciam uma distribuicao de Poisson para os graus da rede 3-8.
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Figura 3.7: Distribuicoes de graus para redes de ER, geradas pelos modelos
G(N,p) e G(N,M), com tamanho N = 10* e ntmero total de arestas
M = 3 x 10%, portanto (k) = 6. Os pontos sao a média sobre 10? redes e

a curva em vermelho é a distribuicdo de Poisson da equagao 3-8.

3.2.2
Coeficiente de aglomeracao

No modelo de ER a probabilidade de que dois vértices quaisquer da
rede estejam conectados é exatamente a mesma, isto é, pela equagao 3-7 p =
(k)/(N —1). Disto posto, a probabilidade de dois vértices estarem conectados
é a mesma caso tenham um vizinho mituo ou nao. Consequentemente, C' = p,

e o coeficiente de aglomeragao global [37] pode ser definido como,

k

oo -

Uma medida local desse coeficiente pode ser obtido para cada vértice a
partir da equacgao 2-15. Nas figuras em 3.8, é possivel observar a distribuicao
do coeficiente de aglomeracao local agrupados pelos valores de k da rede de ER
utilizando o modelo G(N,p). Na figura 3.8(a), a rede tem tamanho N = 103
e grau médio (k) = 6. A figura 3.8(b) corresponde a uma ampliagao da figura
3.8(a), onde é possivel observar o valor médio de ¢(k) para todos os nés da
rede com determinado grau k. Nas figuras 3.8 (c) e (d), tem-se uma rede com
N = 10* e grau médio (k) = 6 onde também é representado a curva para c(k)

médio.
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A principio pode-se notar que a medida que o grau da rede aumenta,
o coeficiente de aglomeragdo local tende a zero como prevé a equagdo 2-
15. Também ¢é possivel observar que para a primeira rede com N = 103,
h& maior probabilidade de conexao entre vértices vizinhos, de acordo valor
médio observado na figura. Consequentemente, dentro das cem redes geradas
com N = 103, vértices com grau 10 podem apresentar até 4 tridngulos sendo
formado entre seus vértices vizinhos, enquanto as redes com N = 10%, além
de menor probabilidade de conexdo entre vértices vizinhos, a formacao de
triangulos chega a no maximo 3 para graus maiores que 10, por exemplo.

Para a rede de ER com N = 10% o coeficiente de aglomeracdo global
teérico pode ser calculado via equacao 3-9, ou seja, C' ~ 6 x 107*, o valor

obtido pela simulacao representado na 3.8 foi de C' ~ 5,8 x 107
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Figura 3.8: Distribuicao de aglomeracao para o modelo G(N,p). Nas duas
figuras superiores (a) e (b), N = 10? e (k) = 6. Para as figuras (c) e (d),
N = 10" e (k) = 6. As duas figuras & direita (b) e (d), sdo ampliagdes das

figuras (a) e (c). 10? redes foram geradas para as distribui¢des acima.

Com o objetivo de confrontar os modelos G(N, p) e G(N, M), assim como

na sec¢ao 3.2.1, foi criada uma figura analoga a 3.8.
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Figura 3.9: Distribui¢do de aglomeracao para o modelo G(N, M). Nas duas
figuras superiores (a) e (b), N = 10% e M = 3 x 10%. Para as figuras (c) e (d),
N = 10* e M = 3 x 10%. As duas figuras a direita, (b) e (d), sio ampliacdes

das figuras (a) e (c). 10% redes foram geradas para as distribui¢oes acima.

De fato mudancas nao sao perceptiveis ao analisar as figuras em 3.9,
até mesmo ao calcular o coeficiente de aglomeragao global da rede (modelo
G(N, M)), encontramos um valor de C' ~ 5.9 x 1074, bem préximo do modelo
G(N,p).

3.2.3
DistribuicGes de outras métricas dos modelos G(N,p) e G(N, M)

Para uma visdo mais geral do modelo de ER, as figuras 3.10 mostram a
distribuicdo dos valores de C' global calculado via equacdo 2-17. E possivel

verificar que para os graus médios (k) = 4,6,8,12, as redes apresentam
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flutuagdes de C' em torno do valor tedrico prescrito anteriormente na equagao
3-9.
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Figura 3.10: Cada figura mostra a distribui¢ao de frequéncias para o C' global
de cada rede para os valores de (k) = 4,6, 8, 12. Para cada figura foram geradas
10 redes. Figura baseada no modelo G(N, M)

Para medir as correlagoes é possivel calcular o k,,,(k), c(k), e o coeficiente
de correlacao de Pearson r para as rede de ER. A figura 3.11 trata os dois
modelos até agora apresentados, G(N,p) e G(N, M). E possivel ver que para
todas as redes com diferentes valores de (k), tanto o k,, (k) quanto o ¢(k) nao

dependem de k, isto é, ndo possuem correlagao de graus.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1913179/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1913179/CA

Capitulo 3. Modelos de redes: revisdo e estudo comparativo

— 4 —
20 § N=10% (k=4
18 $ N=10%(k=6
G(N, p) & N=10% (k=8
161 § N=104 (=12
141
0000000000 0000000000000 000005
3 12+
S 10
000000000000 0000000000 gy
8_
L L L R L L R e
64
.'...'...'...'.i .
4_
2]
04 o
T T T T T T T T T T
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36
k
3.11(a):
- 4 -
20 § N=10%(k=4
18 § N=10%(k=6
G(N, M) & N=10% (k=8
161 ¥ N=10% =12
1]
_ o . . ssesesrey
< 12

0000000000 0OO It yg -

6
0860080000000
4.
2.
04 ¢
T T T T T T T T
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36
k
3.11(c):

44
8 %1073
§ N=10% (k=4
Ly i N=10%(K=6
64 & N=10% (k=8
G(N, p) ¥ N=10% (=12
5_
-
34
2 | °
seond]
14 2180 ceeetteonda iz L 0 ol
SR -532% b o4 L1} [ N el
sHRFesa sl g gt
04 eee e o [ ]
_1 T T T T T T T T T
0 4 8 12 16 20 24 28 32 36
k
3.11(b):
8 x1073
 ON=10% (k=4
Ly i N=10%(K)=6
64 & N=10% (k=8
G(N, M) 8 N=10% (k=12
5_
4
3_
2+ , ¢
11 S o1 oyt
- i (Wi 1
Al
0- eee oo o lo

3.11(d):

Figura 3.11: As figuras acima mostram o k,, (k) e o ¢(k) médio para a rede de
ER utilizando tanto o modelo G(N, p), quanto o modelo G(N, M). As figuras
a e b representam o modelo G(N,p), enquanto ¢ e d, o modelo G(N, M).

Para os dois modelos foram geradas rede com valores médio (k) = 4,6,8,12 e

tamanho N = 10%. As linhas tracejadas correspondem as respetivas previsoes

tedricas em auséncia de correlagoes, dadas pelas equagoes 2-13 e 2-18. Para

cada modelo foi feito uma média sobre 10? redes.

Uma visao global sobre as correlagoes pode ser observada através do

coeficiente de correlagdo de Pearson r, definido na equacao 2-14, como ¢

mostrado na figura 3.12. Nesse caso, ¢ possivel observar que para as 10% redes

construidas, a distribuicao de r gira em torno de zero, mostrando que as redes

sao descorrelacionadas.
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Figura 3.12: Cada figura mostra a distribui¢do para o coeficiente de correlagao
de Pearson r de cada rede. Com valores de (k) = 4,6,8,12. Para cada figura

foram geradas 102 redes. Figura baseada no modelo G(N, M)

Além dos modelos citados acima, podemos construir redes de ER a partir
do modelo de configuragao apresentado na secao 3.1. Essa forma de abordar

as redes de ER sera apresentada na proxima secao 3.3.

3.3
Gerando redes com distribuicido de Poisson utilizando o modelo de
configuracao

Outra forma de produzir redes de ER ¢é utilizando o modelo de configu-
racdo. Como abordado na se¢do 3.1, o modelo de configuracao consiste em
construir redes com sequéncia de graus prescrita anteriormente. Para o caso da
rede de ER, essa sequéncia terd tamanho N e seus graus serao distribuidos de
acordo a distribuicao de Poisson P(k) onde k € [kpin, kmaz] Eq. 3-8. Estabe-
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lecida a sequéncia de graus, é criado uma lista de adjacéncia onde as ligagoes
em cada sitio da rede sdo colocados de forma uniformemente aleatéria. Auto
conexoes e conexoes multiplas sao evitadas. Durante o processo de criagao da
rede, caso sobre uma meia aresta no final, descartamos a rede e criamos outra,

uma vez que para OS casoS considerados Poucos casos ocorrem.

3.3.1
Distribuicao de graus

Uma vez que a rede é criada é possivel medir a distribuicao de graus
calculada através da equagao 2-5. Na figura 3.13 foi estabelecido k,,;, = 0 e
Emaz = 35. Além disso, o nimero de vértices foi definido como N = 10% e o

grau médio como (k) = 6.

x1071
®x Curva teodrica
1.50 « CM
1.25
1.00 X
g x
Q. 0.757
x
0.50 - /
X
0.25 1 %
F *®
0_00—* I"uuuuuuu ®
I 1 I I I
0 5 10 15 20 25
k

Figura 3.13: Distribuicao de graus de uma rede de ER utilizando o modelo de
configuragao. N = 104, (k) = 6. A figura exibe a média sobre 10? redes. A

curva vermelha é a mesma distribui¢do de Poisson da figura 3.7.

3.3.2
Coeficiente de aglomeracao

A titulo de comparagao, as figuras 3.14 mostram a distribuicao do
coeficiente de aglomeracao local calculado via equacao 2-15 além de sua média.
Na figura 3.14(a) possui tamanho N = 10° e grau médio (k) = 6. J4 na figura
3.14(c), N = 10* com grau médio também (k) = 6. As figura (b) e (d) sao

ampliacoes de (a) e (c). Ao utilizar o modelo de configuragao, vemos maior
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formacao de tridngulos quando N = 103, chegando a ter formacao de cinco

triangulos para vértices que possuem grau 10, por exemplo.

-2
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Figura 3.14: Distribuicao de aglomeracao para rede de ER utilizando modelo
de configuragdo. Nas duas figuras superiores (a) e (b), N = 10% e (k) = 6. Para
as figuras (c) e (d), N = 10* e (k) = 6. As duas figuras a direita (b) e (d), sao
ampliagoes das figuras (a) e (c). 10% redes foram geradas para as distribui¢oes

acima.

Como previsto ¢(k) diminui a medida que k cresce, porém ¢é visivel
que em média a aglomeragao nao depende de k, indicando que as redes sao
descorrelacionadas [38]. Além disso, é mostrado o valor teérico C' calculado

através da equacao 3-9.
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3.3.3
Distribuicoes de outras métricas da rede ER

Nas figuras 3.15 temos a distribuicdo do coeficiente de aglomeracao
global para todas as cem redes geradas. Para cada medida (k) é possivel
calcular o C' global através da equacao 3-9 e encontrar valores tedricos de
Cy, =4x1074Cs =6 x 1074, Cy = 8 x 107*, (15 = 12 x 107%. Os indices
nos valores de C' indicam o grau médio, isto é, (k) = 4,6,8,12. Ao observar a
figura 3.15 pode-se notar que os histogramas flutuam em torno desses valores

tedricos

16
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Figura 3.15: Distribuicao de frequéncias para o C' global do modelo de
configuragio para os valores de (k) = 4,6,8,12 ¢ N = 10%. Para cada figura

foram geradas 10? redes.

Como anteriormente, utilizamos trés métricas para indicar correlagoes
nas redes criadas. O k,,(k), o coeficiente de correlagdo de Pearson r e o

coeficiente de aglomeragdo. Na figura 3.16(a) é possivel observar o grafico
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de kun(k) e o coeficiente de aglomera¢ao médio c(k) para (k) = 4,6,8,12 ¢
N = 10*. Como para os outros modelos construidos, nao foi possivel identificar

relacao de k,, e c com k, isto é, as redes também sdo descorrelacionadas.
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Figura 3.16: As figuras acima mostram o k,,(k) ¢ o ¢(k) para a rede de ER
utilizando o MC. As rede foram geradas com valores de (k) = 4,6,8,12 e
N = 10%. As linhas tracejadas correspondem as respetivas previsoes tedricas
em auséncia de correlacoes, dadas pelas equacoes 2-13 e 2-18. Média sobre 102

redes.

A figura 3.17 apresenta o coeficiente de correlacdo de Pearson r para
as redes citadas acima. Todas as correlagoes flutuam em um intervalo muito
pequeno em torno de r = 0, confirmando o que ja constatamos na figura 3.16

que a correlagdo é muito fraca.
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Figura 3.17: Cada figura mostra a distribui¢do para o coeficiente de correlagao
de Pearson r para valores de (k) = 4,6,8,12 ¢ N = 10*. Para cada figura 102

redes foram geradas.
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3.4
Redes livres de escala

Outro aspecto importante na teoria de redes complexas emerge do fato
que diversos sistemas reais possuem distribuicao de graus descrita por uma le:

de poténcia, isto é,

P(k) ~ k77, k € [knin, kmaz), (3-10)
onde k,,;, € o grau minimo da rede e k,,,,; 0 grau maximo.

Na tentativa de explicar a topologia da internet (world wide web - www),
Waxman [39], em 1988, propos um modelo tedrico em que um ntmero N de
vértices era disposto aleatoriamente em um plano bidimensional e conectados
com uma probabilidade que decai com a distancia euclidiana entre eles. No
entanto esse modelo acaba gerando uma distribuicao das conexoes similares as
redes de Erdés-Rényi. J& em 1999, Barabasi e Albert [3], além de propor um
modelo que era descrito por uma distribuicao em lei de poténcia, observaram
que outros sistemas seguem essa topologia, como a rede formada pelos padroes
de citacoes em publicagoes cientificas ou a rede gerada pela colaboracao de
atores no cinema.

O modelo de Barabési e Albert (BA) difere das redes aleatérias de Erdos-
Rényi (ER) e das redes de pequeno mundo de Watts e Strogatz (WS), pois
trata-se de um modelo de crescimento de redes. Nos modelos de crescimento
de redes, cada novo vértice adicionado conecta-se (ou nao) com os vértices
previamente adicionados seguindo alguma lei de formagao. No modelo de BA,
cada novo vértice adicionado a rede se conecta com um vértice pré-existente,
com probabilidade proporcional a sua conectividade.

Apé6s o modelo de BA ser apresentado [3], diversos outros modelos
surgiram na tentativa de explicar essas redes que decaem como uma lei de
poténcia [40, 41, 42].

Para gerar redes em lei de poténcia, utilizaremos o MC. Consequente-
mente se faz necessario construir uma sequéncia de graus onde a distribuicao
estard de acordo com a equacao 3-10. Nesse tipo de rede com distribuigao de
graus descrita por lei de poténcia, os momentos dependem fortemente de . Na
ampliacao do caso continuo da distribuigdo P(k), o m-ésimo momento pode

ser calculado como - fkl:nzz k™ kY dk

[Fmes 1 Jkr dk

kmin

Em particular, se v < 3, o segundo momento diverge, (k*) — oo, no

(3-11)

limite do tamanho da rede infinito. Para esse regime, as redes em lei poténcia
sao especificamente chamadas de livres de escala. Para o caso em que v < 2, 0

primeiro momento também diverge, isto é, (k) — oo [11].
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Se queremos controlar por exemplo o grau médio (primeiro momento da
distribuigao de graus), podemos fixar alguns pardmetros da distribui¢do com
valores pre especificados e encontrar algum outro parametro definido como
variavel, resolvendo a equagao 3-11, eventualmente por métodos numéricos.
Por exemplo, se v é a varidvel a ser descoberta, fixando os pardmetros (k) = 6,
kmin = 4 € kpae = 2000, encontramos um valor de v ~ 3,45. Essa seria uma

forma de fixar o primeiro momento da rede.

3.5
Gerando redes livres de escala com o modelo de configuracao

Uma das propriedades fundamentais de redes complexas é sua sequéncia
de graus. Para utilizarmos o modelo de configuracao o primeiro passo é criar
uma sequéncia de graus a partir de uma probabilidade P(k) ~ k7.

Isto posto, sorteamos aleatoriamente um valor k; no intervalo [kmin, kmaz]
e cada k; sorteado é colocado na rede com probabilidade P(k;) calculada via
equacao 3-10. Esse processo é feito obedecendo duas condigoes: a primeira é
que a Y k; necessariamente precisa ser par, pois para formar uma conexao
pelo modelo de configuracao, duas meias arestas sao selecionadas por vez e a
segunda condicao é que o nimero de vezes que k; entra na sequéncia é igual
ao numero de vértices da rede V.

Para obter uma visao sobre as propriedades da rede, se faz necessario
conectar os graus da sequéncia utilizando o modelo de configuracao descrito

na secao 3.1.

3.5.1
Distribuicao de graus
Através da sequéncia de graus é possivel visualizar a distribuicao P(k)

de graus da rede. A figura 3.18 mostra a distribuicdo de graus para uma rede
com P(k) ~ k™7,
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Figura 3.18: Distribuicao de graus pelo sorteio aleatério de k. Os pardmetros
usados foram N = 10, kpin = 4, Ekpae = 2000, v ~ 3,45 ¢ (k) = 6. A figura
mostra a média sobre 100 realizagbes. A curva em vermelho é a distribuicao
P(k) ~ k7.

As Figs. 3.19 e 3.20 mostram as flutuagoes do grau médio, quando os

parametros foram escolhidos de modo a ter (k) = 6.

. N=2x10%y~3.45 25 = N=10%y~3.45
25
20
20
CIEJ E 15
> 15 o)
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Figura 3.19: Histogramas do grau médio para simulagio de 10? redes. Em (a),
N =2x10% eem (b) N = 10%. Para ambas as figuras foram utilizados ki, = 3,

Emaz = 2 x 103 e v = 3,45, desta forma o grau médio flutua em torno de 6.


DBD
PUC-Rio - Certificação Digital Nº 1913179/CA


PUC-Rio- CertificagaoDigital N° 1913179/CA

Capitulo 3. Modelos de redes: revisdo e estudo comparativo 54

25
m N=2x10%y~273 - N=10%y~273

20
20

—
o

=

w»

=
o

contagem
=
o

contagem

) X . 6.0 . . 6.3
(k)

3.20(a): 3.20(b):

Figura 3.20: Histogramas do grau médio para simulagio de 10? redes. Em (a),
N =2x10% eem (b) N = 10%. Para ambas as figuras foram utilizados k,;, = 4,

Fmaz = 2 x 103 e v = 2,73, desta forma o grau médio flutua em torno de 6.

3.5.2
Flutuacées no coeficiente de aglomeracao

Para as realizacoes da figura 3.18, medimos o grau médio, obtendo um
desvio relativo de 10% em torno do valor desejado (k) = 6. Para cada realizagao
construimos a rede correspondente usando o MC. Para o conjunto das redes
geradas, a figura 3.21 mostra a distribuicdo do coeficiente de aglomeracao
global C'. Como é possivel observar, os valores de C' para 3.21(a) variam em
um intervalo de [0.4 x 1072,2.5 x 1072, enquanto 3.21(b), C' flutua entre
[1x1073,7 x 1073].
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Figura 3.21: Histogramas do coeficiente de aglomeragao global para simulacao
de 10% redes. Em (a), N =2 x 10® e em (b) N = 10*. Para ambas as figuras
foram utilizados ki, = 4, kmee = 2 X 10® e v = 3,45, desta forma o grau

médio flutua em torno de 6.

A figura 3.22 representa o coeficiente de aglomeragao local para cada grau
k das redes em lei de poténcia construidas utilizando o modelo de configuracao.
O simbolos vermelhos sao os ¢;, coeficiente de aglomeracao local para cada sitio.
Os simbolos cinza resultam de agrupar o coeficiente ¢; por grau, ¢(k), enquanto
a linha horizontal é a média C, dada pela equacao 2-17. As linhas inclinadas,
correspondem a 2t/(k(k — 1)), onde ¢ 6 nimero de tridngulos. O nimero de
tridngulos por grau k estd relacionado com o termo e; na equagao 2-15.

Em cinza temos a média de ¢(k). O pontos em vermelho representam
a sobreposi¢do de 10? redes. As figuras 3.22(a) e 3.22(b) sdo representagoes
das mesmas redes com parametros N = 2 x 103, v ~ 3,45, kypin = 4 €
Kmaz = 2 x 103, Nas figuras 3.22(c) e 3.22(d), N = 10*, v ~ 3,45, kpin =4 €
kmaz = 2000.
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Figura 3.22: Coeficiente de aglomeragao local para redes em lei de poténcia
construidas utilizando o modelo de configuracao. O simbolos vermelhos sao
os ¢;, coeficiente de aglomeracao local para cada sitio, em 100 realizacoes
(redes). Os simbolos cinza resultam de agrupar o coeficiente ¢; por grau (a
linha horizontal é a média, C' dada pela equagao 2-17). As linhas inclinadas,
correspondem a 2t/(k(k — 1)), onde ¢ 6 nimero de tridngulos. O nimero de
triangulos por grau k esta relacionado com o termo e; na equacao 2-15. As
duas figuras superiores (a) e (b) s@o representagoes em diferentes escalas, para
redes com N = 2 x 103, v ~ 3,45, kpin = 4 € kpaes = 2 x 103. Para as figuras
(c) e (d), N=10* v ~ 3,45 e kpin = 4, kpmae = 2000.

Nas figura 3.22(a) é possivel verificar um leve decaimento no valor
médio de ¢(k) & medida que k aumenta. Esse decaimento indica que existem
correlagoes nas redes aqui construidas [43]. Isso ocorre pois o grau maximo kg
da rede tem a mesma ordem de grandeza de N, introduzindo assim correlagoes.

Com o intuito de evidenciar as correlagoes nas redes, iremos discutir na segao
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3.5.3 as correlagoes para diferentes valores de ~.

3.5.3
Distribuicoes de outras métricas

Primeiramente, vemos na figura 3.23, que, para k fixo, k,,(k) aumenta
quando o expoente 7 diminui, devido a maior probabilidade de nés muito
conectados.

Além disso, fica visivel que para os casos em que v > 3 a curva é pra-
ticamente uma linha horizontal, indicando que k,, (k) depende fracamente de
k. Estes resultados reproduzem o comportamento observado na referéncia [13],
obtidos para N = 10°. Entretanto quando a rede é livre de escala (v < 3), com
nodos muito conectados, o grau médio dos vizinhos diminui quando k cresce.

Em comparagao com os resultados para redes descorrelacionadas (linhas
tracejadas), observamos que no caso v = 3.5, o resultado é bem préoximo
ao valor tedrico, entretanto para os outros valores ocorre uma separacao que
aumenta quando vy diminui.

Veremos depois que estes efeitos podem ser reduzidos impondo restrigoes

no tamanho da rede.

4 x10* 2.0 x10~2
A y=350 ' A y=350
[} e y=3.00
X x y=275
31 '} 1.59 ¢ y=250
) o
= R
1 051 .,«—\f/\\_\‘x‘
—— .
bR SR e D
L e
k k
3.23(a): 3.23(b):

Figura 3.23: Grau médio dos vizinhos mais proximos dos vértices de grau k,
knn(k), (a) e coeficiente de aglomeracao médio c(k) (b). As curvas correspon-
dem a diferentes valores de ~y. As redes possuem tamanho N = 10%. As figuras
representam a média sobre 10% redes. As linhas tracejadas correspondem as
respetivas previsoes tedricas em auséncia de correlacoes, dadas pelas equagoes
2-13 e 2-18.

Para construir redes livres de escala nao correlacionas utilizando o modelo

de configuracao, é possivel definir um corte estrutural para k,,,, ao criar redes
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com distribuicdo P(k) ~ k~7. Nesse caso, para redes com tamanho N o grau

méaximo da rede é definido como k,qp = ke(N) ~ N 1/2_ dessa forma o modelo

de configuracao cria redes nao correlacionadas mesmo para v < 3 [13, 44].
Outra forma de observar as correlagoes mostradas na figura 3.23 é através

do coeficiente de correlagdo de Pearson 2-14.

mm N=10%y=3.50 mm NV=10%y=3.00
20 20
E15 E15
0] 0]
o o
g 10 S 10
Q Q
5 5
0 =250 -25 —20 -15 -10 -05 00
r %1072
3.24(b):
— 4 v — 4 —
200 . N=10%y=275 200 . N=10%y=250
17.5
15.0
: :
% % 12.5
g £ 100
o o
Q Q 75
5.0
2.5
0.0
-7 -6 -5 -4 -3 -2
r x1072
3.24(c): 3.24(d):

Figura 3.24: Coeficiente de correlagdo de Pearson r para redes em lei de
poténcia. As figuras apresentam diferentes valores de «. Em todos os casos

N = 10* e foram geradas 10? redes.

Como discutido com relagdo a figura 3.23, a medida que vy diminui,
as correlacoes sao mais dissassortativas. Logo, o coeficiente de correlagao de
Pearson tende a flutuar com valores negativos. Na figura 3.23, a curva em que

= 3.0 ndo é um bom indicativo de correlagoes, no entanto fica visivel na
figura 3.24 (b) que o coeficiente r flutua em um intervalo negativo, apontando

correlacao dissassortativa.
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A figura 3.25 mostra que mesmo para as redes livres de escala 2 <
v < 3, quando impomos um corte estrutural em k,,,, = k., como proposto

anteriormente [13, 44] nao sao introduzidas correlagoes nas redes.

1 -3
20 x10 5 x10
A y=350 A Y=3.50
o y=3.00 o y=3.00
x y=275 44 x y=275
1.5' 4 y=250 ¢ y=250
;- P
&‘ A = A3 M —
<1.0 =
_¥'= Q
21 -
———o——0—0—¢ T A T —e—X
0.5 s T TR .
g kb
0,0 T T T T T T L | T T LR e ¢ x * LI R )
10° 10! 10? 10° 10! 102
k k
3.25(a): 3.25(b):

Figura 3.25: Grau médio dos vizinhos mais proximos dos vértices com grau
k, k.n(k) (a) e coeficiente de aglomeracao médio c(k) (b). As curvas corres-
pondem a diferentes valores de 7. As redes possuem tamanho N = 10* com
Kmin = 2, ke = V104, As figuras representam a média sobre 10? redes. As li-
nhas tracejadas correspondem as respetivas previsoes tedricas em auséncia de

correlagoes, dadas pelas equagoes 2-13 e 2-18.

A figura 3.25 apresenta curvas em que k,,, (k) e ¢(k) médio, ndo dependem
de k. Este resultado foi observado na referéncia [13], para N = 10°.
Uma figura semelhante a 3.24 pode ser feita para as redes utilizando o

corte estrutural k. = v/ N, assim como em 3.26.
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Figura 3.26: Coeficiente de correlagdo de Pearson r pra rede em lei de poténcia.

As figuras apresentam diferentes valores de v e N = 10 Nesse caso, foi
utilizado o corte estrutural no grau maximo da rede, isto é, k. = +10%

Histogramas gerados por 10? redes.

Nesse caso, as figuras em 3.26 indicam valores de negativos de r bem
maiores que na figura 3.24. Como é possivel observar, o coeficiente r se restringe
a quantidades num intervalo mais proximo de r = 0.

A figura 3.27 mostra como o grau maximo afeta o primeiro momento (k)

da rede, sendo a discrepancia 10% no pior caso (y = 2,5).
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- kmr’n, kmax

kmm: kf

2.50 2.75 3.00 3.25 3.50

Figura 3.27: Grau médio global (k) em fungao de . Na curva em azul foi
utilizado Epin = 2 € kmee = N. Para a curva em laranja ki, = 2 ¢ k. = v/N.

Para ambas as curvas N = 10*

E possivel verificar em 3.27 que correlacdes na rede afetam o grau médio
(k) e a medida que v > 3, é indiferente utilizar o modelo de configuracao

tradicional ou o modelo de configuragao com o corte estrutural k..
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4
Controlando o grau médio

Sabendo que a evolugdo de uma dindmica em redes pode depender do
seu grau médio, e que este ainda pode flutuar para uma dada realizacao da
rede, propomos um método que permite fixar (k).

Na secao 4.1, mostramos as limitacoes na escolha dos parametros de
uma rede quando se quer selecionar o grau médio. Nas subsegoes 4.1.1 e
4.1.2 propomos duas maneiras diferentes de controlar o grau médio para uma
rede com P(k) em lei de poténcia, alterando essa distribuigao para os valores
menores de k e preservando a cauda. Definimos um procedimento para eliminar
as flutuagoes no grau médio, na subse¢ao 4.1.3. Também realizamos um estudo
estatistico de diversas métricas calculadas sobre redes geradas através do

modelo de configuracao, em base as distribui¢oes de graus propostas.

4.1
Métodos para controlar o grau médio

Para ajustar o grau médio da rede pode-se alterar algum dos seguintes
parametros: o menor grau Kp,, 0 maior grau K,.. € o expoente 7 da
distribuicao. Entretanto, como mostrado na se¢ao 3.5.1, o valor resultante do
grau médio pode flutuar bastante (ver figuras 3.19 e 3.20). Ainda, se fixamos
Emin, kmaz € mudamos «y, surge uma grande variagdo nos valores de (k), como

mostrado na figura 4.1.
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Figura 4.1: Distribuicio do grau médio, fixando kmin = 2, kmee = VN
e mudando o expoente . Os simbolos preenchidos representam N = 10%

enquanto os vazios N = 10°. A figura representa a média sobre 10? realizagoes.

Para nao introduzir correlagbes na rede, o modelo de configuracao
descorrelacionado [13] prevé que o grau méaximo da rede deve ser menor que
um limiar k, ~ N2, Como o grau maximo da rede é estabelecido por k., sé
restam dois valores a serem alterados, isto &, K, € 7.

Fixando v, ao avaliar (k) usando a equagdo 2-6 e uma distribuigao
P(k) ~ k77, nos deparamos com uma grande limitagdo para os valores que
(k) assume. Por exemplo, nas figuras em 4.2 (supondo ki, € kpqs reais), cada
faixa representa um intervalo de valores para (k) iniciando em 3. A primeira
faixa em rosa representa o intervalo que comeca em (k) = 3 e termina em
(k) = 4. As curvas em preto (delimitando as faixas) sdo os valores inteiros
para (k), isto é, a primeira curva corresponde a (k) = 3, a segunda (k) = 4,
seguindo até a ultima com (k) = 10. Além disso, cada grafico representa um
valor para 7, isto é, a figura 4.2(a) v = 2.50, 4.2(b) v = 2.75, 4.2(c) v = 3.00
e 4.2(d) v = 3.50.
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4.2(c): v = 3.00 4.2(d): v = 3.50

Figura 4.2: Limitagao para fixar (k) no plano kn,-kmas, considerando faixas
para (k). As linhas pretas correspondem aos valores (k) = 3,4,...,10, para
diferentes valores de . A faixa roxa foi usada somente como pano de fundo

para figura.

Considerando a figura 4.2(c), para criar uma rede com (k) = 4 e v = 3.00
os valores extremos de k seriam k,,;, = 3 € kjqe =~ 20. Para v = 3.50, na figura
4.2(d), seria impossivel utilizar k,,;, = 2 para obter (k) = 4.

Portanto, apresentaremos dois métodos com o intuito de contornar as

limitagoes exibidas acima, que chamaremos de método 1 e método 2.

4.1.1
Método 1

O procedimento consiste em controlar o grau médio da rede alterando
a quantidade de sitios com grau minimo k,,;,. Nesse caso, foi necessario
introduzir um novo pardmetro a € (0, 1] na distribui¢do, da seguinte forma
Aa —
k= kmma

P(k) = Fmin? 41
( ) ]%7 kmm < k S kmaxa ( )
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onde A é nova a constante de normalizacao. A figura 4.3 mostra a distribuigao

P(k) inserindo o parametro a.

10714 °
10—2 . .
—_— e
E -
Q 1053 '..
’ ..e.
104 i
10_5 e same s
101 102

k

Figura 4.3: Distribuigdo de graus com v = 3.50 e (k) = 4, kpin = 2,
kmaz = ke = \/N, N = 10* e a = 0.0604. A figura foi gerada pela média

sobre 10 redes.

Da maneira que P(k) é definido na equagdo 4-1, podemos rescrever o
grau médio da rede como,
a k/"mu.z 1
T T 2l i t1) BT

() = Lmin . (4-2)
m + Zkz((zzmin‘f'l) k%

Uma vez fixado os valores de kpin, kmaz, (k) € v, é possivel isolar o valor

a na equagao 4-2, tal que,

k) Ppee k- (k
a = man Z < > .
(k) — kmin PR —— kv

Escolhendo (k) = 4, kpin = 2 € kpaz = ke = NY? =

obtém-se a tabela 4.1.

(4-3)

V107 = 100,
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¥ a
2.55 | 1.000
275 | 0.597
3.00 | 0.308
3.5 | 0.0604

Tabela 4.1: Valores de a (método 1) para valores de .

A figura 4.4 apresenta kn,(k) e c(k) para o método 1. E possivel
observar que tanto os valores de k,,(k) quanto os de ¢(k) ndo dependem de
k. Além disso, os valores obtidos estao de acordo com o previsto para o caso
descorrelacionado (linhas tracejadas). Na figura 4.4(a) e 4.4(b) foram usados

valores de ki, = 2, N = 10* para os valores de 7 apresentados na tabela 4.1.

x10~3

y=3.50
y=3.00
y=275
y=2.55

e x o »
~<
ii

bt B
=)
=]

e x o »

151

(k)
1
l

10 =
5 T T A
1 N
100 10! 102 10° 10! 102
k K
4.4(a): 4.4(b):

Figura 4.4: A figura (a) exibe k,, (k) enquanto a figura (b) ¢(k). Resultados da
média de 100 redes geradas usando o MC, a partir do método 1, com (k) = 4,
Emin = 2, kmee = 100 e N = 10* As linhas tracejadas correspondem as

respetivas previsoes tedricas em auséncia de correlagoes, dadas pelas equagoes
2-13 e 2-18.

A figura 4.5 evidencia o fato de que, para a sequéncia de graus gerada
com o sorteio através de P(k), o grau médio resultante sofre flutuagoes em
torno do valor desejado (k) = 4, de até 2.5%, diminuindo com o aumento do

expoente 7.
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Figura 4.5: Histograma de (k) usando o método 1. Os valores de referéncia sao

(k) = 4, kmin = 2, kpaz = 100 e N = 10,

100 amostras), para (k)

A figura 4.6 mostra

Enn (K
pu— 47

) e o coeficiente de aglomeragao (média sobre

6, 12 e v = 2.5, 3.5. Também neste caso a

concordancia com os calculos sem correlagoes é boa.
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Figura 4.6: A figura (a) exibe valores para k., (k) enquanto a figura (b) valores
para c(k) (média sobre 100 redes geradas usando o MC, a partir do método 1).
As redes foram geradas com valores de (k) =4, 6, 12, v = 2.5, 3.5, ke = 100
e N = 10*. As linhas tracejadas correspondem as respetivas previsoes teéricas

em auséncia de correlagoes, dadas pelas equagoes 2-13 e 2-18.

4.1.2
Método 2

Inserimos um plato inicial na distribuicao. Para tal, a nova distribuicao

P(k) foi definida mediante um parametro ¢t > 0 da seguinte forma

A ' ~
P(k) = { GmnF07 Fonin < k< k "
& R <k <k,

onde A é a nova constante de normalizacao e k= kpin + |t], onde C' fornece
o comprimento do platd. A figura 4.7 apresenta a distribuicao P(k) (equagao

4-4) para o método 2.
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Figura 4.7: Curva em azul: Distribuigdo de graus com v = 3.50 e (k) = 12,
kmin = 4, kmae = ke = VN, t = 816 ¢ N = 10*. Curva em vermelho:
Distribuicdo de graus com v = 3.50 gerada através do sorteio aleatério de
k sem controlar o grau médio. Os parametros utilizados foram k,,;, = 4,
kmae = ke = VN e N = 10* Ambas as curva apresentam a média sobre
100 redes.

Construindo P(k) desta maneira, o grau médio pode ser escrito da

seguinte forma,

(hy = PO D b+ S W
p(t) + X k=
onde p(t) = (kpin + 1) é a altura do platd relativa a (k +1)77.

E possivel observar na figura 4.7 um platd para os 9 primeiros pontos

7 (4-5)

do grafico, onde foram utilizados os parametros v = 3.50, (k) = 12, ki = 4,
t=8.16e N = 10%

A figura 4.8 apresenta resultados de k,,(k) e c(k) para valores de
Kmin =2, 3,...7 e~y =3.5,2.5 para (k) = 12. As linhas em azul equivalem a

v = 2.5 enquanto as linhas em vermelho a v = 3.5.
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Figura 4.8: A figura (a) mostra os resultados para k,,(k) enquanto (b) os
resultados para c(k) (média sobre 100 redes). A redes foram geradas para
Emin =2,...,7ey=3.5,25e (k) = 12. Em azul a rede tem v = 2.5 enquanto
em vermelho v = 3.5. As linhas tracejadas correspondem as respetivas
previsoes teodricas em auséncia de correlagoes, dadas pelas equagoes 2-13 e
2-18.

As figuras em 4.8 mostram que esse modelo nao introduz correlagoes nas
redes variando k;;, e mantendo k.. = k. = vV N. Tanto k,,(k) quanto c(k)

nao dependem de k.

4.1.3
Restringindo as flutuacoes do grau médio

Os dois métodos propostos acima cumprem o papel de controlar o grau
médio da rede. No entanto, como exemplificado na figura 4.5, o (k) pode
ainda flutuar entorno do valor pré-fixado. Isso ocorre pois o processo em que a
sequéncia de graus é construida é aleatério. Nessa subsecao, sera proposta uma
forma de fixar o grau médio de modo de eliminar as flutuagoes nessa métrica.

Para gerar uma sequéncia de graus utilizamos a distribui¢ao P(k). Sendo
assim, o valor esperado para o numero de vértices da rede com grau k é
N = NP(k). No entanto, esse niimero nao é inteiro, em geral. Por outro lado,
para cada dada realizacao da sequéncia INj é inteiro. Sendo assim, quando
somamos Y, Ni/N temos o valor médio da conectividade que flutua em torno
do valor desejado.

Para obter valores inteiros para Ny sera proposto realizar primeiramente
o truncamento dessa quantidade que sera representado por | NP(k)]. Desta

maneira, pode-se produzir uma lista com todos o graus da rede, onde em vez
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de usar P(k) para o sorteio, agora deterministicamente | NP (k)| é o niimero
de vezes que o grau k vai aparecer na sequéncia, em uma primeira etapa.
Este procedimento produz um niimero menor de vértices e de arestas do que
produziria sem truncar. Isto serd corrigido numa segunda etapa.

A figura 4.9 mostra a “distribui¢do” intermediéria de graus p(k) ~ k=7
apos esse processo. Para essa rede foi utilizado inicialmente N = 104, v ~ 3,45
e (k) = 6. Com a redugao da rede, a quantidade de vértices se reduziu a 9961.
A medida que k aumenta fica mais visivel que p(k) retorna quantidades abaixo

da linha tedrica.

10=4

1074

10! 10?2

Figura 4.9: Histograma p(k) = | NP(k)|/N. Os parametros usados foram ~ ~
3,45 e (k) = 6. Nesse caso, originariamente N = 10, porém com o processo de
truncamento o total de vértices se reduziu para >, | NP(k)] = 9961. A curva

vermelha representa a distribuicao teorica.

Com o objetivo de manter o tamanho N da rede e o grau médio (k)
fixo, serao preenchidos os valores faltantes da sequéncia. Nesse caso, a medida
N — Y| NP(k)| informa o nimero total de nés que faltam para completar a
rede.

Dada a distribui¢ao P(k) onde ZQZ;’; P(k) = 1, multiplicando o niimero
de vértices N pela probabilidade de um grau k ocorrer na rede, os valores
truncados serao, consequentemente, menores que os valores nao truncados,
sendo 0 < p(k) = NP(k) — |[NP(k)| < 1. Este resto pode ser usado como
probabilidade para sortear os proximos elementos k para completar a sequéncia

da seguinte maneira:
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1. Se Yy NP(k)] < N e Xk < (k)N, é realizado um sorteio aleatério de
k, com k € [kmin, kmaz] que entrard na sequéncia de graus obedecendo a

probabilidade truncada definida anteriormente, isto é, p(k).

2. Se falta apenas um vértice para chegar a N, a soma ),k ainda nao
chegou a (k)N, o ntimero de graus k faltantes esta entre [kin, kmaz] €

ainda nao foi preenchido da sequéncia, entao k é adicionado.

3. Se completamos os vértices da rede até o valor NV, porém o total de
arestas ultrapassaram (k) N, é retirado um vértice com grau mais comum

da sequéncia de graus.

4. Se ultrapassamos o maximo de arestas possiveis e ainda faltam vértices
a serem preenchidos é sorteado um k; e um k;, onde necessariamente
k; > k; e k; ja esteja preenchido na rede. Apés o sorteio é feito uma
troca de k; por k; para que reduza o nimero de ligagoes ja preenchidos

sem alterar o valor de N.

5. Caso faltem ligacOes, porém ja completamos N, novamente sorteamos
[k:, k;], onde necessariamente k; > k;. Nesse caso sorteamos até que k; ja

esteja preenchido na rede e entao fazemos a troca de k; por k;.

A figura 4.10 apresenta a distribuicao de graus da rede preenchida a partir
da rede gerada na figura 4.9 seguindo o processo citado acima. A figura mostra
o resultado de uma média sobre 103 redes onde o grau médio é exatamente igual
a 6.
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1071

1072

1073

P(k)

1074

10-°

10-°

10? 10?

Figura 4.10: Distribuicdo de graus apds a rede ser completada. Os parametros
usados foram y ~ 3.45, kpin = 4, kmae = 2 x 103, N = 10" e (k) = 6. A curva
em vermelho é a distribuicao P(k) ~ k=7 e os pontos em azul representam a

média sobre 10 redes.

A rede construida na figura 4.10 tem Epip = 4, kpae = 2% 103 e N = 104
para que (k) = 6.
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5

Conclusoes e comentarios finais

Diversos sistemas reais da natureza podem ser representados por redes
complexas. Assim sendo, a teoria de redes, propondo modelos que geram redes
e criando métricas para caracteriza-las, tem se tornado uma das dreas mais
promissoras, devido a sua alta capacidade de integracao com diversas areas da
ciéncia.

No capitulo 2 revisamos conceitos béasicos de redes. No capitulo 3
revisamos os modelos de Erdos-Rényi e livres de escala, gerando redes artificiais
mediante o modelo de configuragdo, e explorando caracteristicas estruturais e
estatisticas para cada uma das redes criadas, principalmente a dispersao de
valores do coeficiente de aglomeragao, do grau médio entre vizinhos k,,(k), do
coeficiente de Pearson e do grau médio.

No capitulo 4, introduzimos a ideia de controlar o grau médio (k), pois
a evolugao dinamica em redes pode depender dessa métrica. Isto é importante
especialmente para redes com distribuicao de graus em lei de poténcia, e
para tamanhos de rede nao muito grandes. Logo, propomos dois tipos de
distribui¢oes de graus para controlar o grau médio, que chamamos de método
1 e método 2.

No primeiro método introduzimos um parametro a na distribuicao de
graus que permite diminuir a probabilidade do grau minimo k,,;, da rede sem
alterar as caracteristicas do restante da distribuicao. Desta forma conseguimos
controlar o grau médio da rede e encontrar o valor a através da equacao 4-3.
No método 2, é atribuida a mesma probabilidade a todos os nodos com baixa
conectividade, formando um platd na distribuicao de graus. Em ambos os casos
a cauda em lei de poténcia é preservada.

Para os dois modelos, consideramos varios casos com diferentes valores
do grau médio e do expoente v da distribuicao de graus. No método 2 também
consideramos varias extensdes do platd. Analisamos principalmente o grau
médio entre vizinhos k,, e o coeficiente de aglomeracao médio c(k).

Chegamos a conclusao de que os procedimentos propostos permitem
controlar o grau médio sem introduzir novas correlacoes nas redes geradas
pelo modelo de configuracao.

Apesar dos dois métodos controlarem o grau médio com baixo desvio, em
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um ensemble de redes o grau médio flutua em torno do valor pré-estabelecido.
Para eliminar este desvio introduzimos no final do capitulo 4, um método, para

fixar essa métrica com precisao.
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